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Ankttndigung. 


Dass  es  bei  dem  geg^enwärtigen  Zustand«  der  Mathematik  und 
den  grossen  Fortschritten,  welche  dieselbe  täglich  macht,  ausseror- 
dentlich schwer  ist,  sich  nur  einigermassen  auf  der  Höhe  der  Wis- 
senschaft zu  erhalten  und  ihrem  raschen  Gange  zu  folgen:  darüber 
dürfte  nur  eine  Stimme  sein,  und  viele,  vorzüglich  auf  dem  Ge- 
biete der  Analysis  neu  erscheinende.  Schriften  liefern  den  deutlich- 
sten Beweis,  dass  die  grossen  Eroberungen,  welche  die  Wissen- 
schaft in 'neuerer  Zeit  gemacht  hat,  sich  noch  keiner  sehr  grossen 
Verbreitung  erfreuen.  Die  Ursachen  hiervon  liegen  theils  in  der 
Art  und  \1i^eise,  wie  die  neuen  Erfindungen  vorgetragen  werden, 
indem  die  betreffenden  Darstellungen  sich  oft  auf  eine  bedeutende 
Anzahl  nicht  sehr  bekannter  Sätze  ohne  weitere  Erläuterung  der- 
selben gründen,  'die  dann  erst  aus  anderen  Schriften  mühsam  zu- 
sammengesucht werden  müssen ; theils  aber  auch , und  zwar  ganz 
vorzüglich,  in  der  Schwierigkeit,  mit  welcher  die  meisten  Schrif- 
ten, in  denen  die  neuen  Erfindungen  bekannt  gemacht  werden,  an 
vielen  Orten  zu  haben  sind,  so  dass  viele  neue  Leistungen  in  der  ‘ 
Wissenschaft  einer  grossen  Anzahl  trefflicher  Mathematiker,  wobei 
ich  vorzüglich  die  in  jetziger  Zeit  so  höchst  ehrenwerthe  Klasse 
der  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  Gymnasien  und  Lyceen, 
Militair-,  Gewerb-  und  polytechnischen  Schulen,  und  anderen  höhe- 
ren Uoterrichtsanstalten  im  Auge  habe,  unbekannt  bleiben. 

Diese  und  ähnliche  Betrachtungen  haben  schon  vor  längerer 
Zeit  in  mir  den  Gedanken  hervorgerufen,  eine  Zeitschrift  heraus- 
zogeben,  in  welcher  alle  neueren  Erfindungen  von  Wichtigkeit,  die 
in  den  sämmtlichen  verschiedenen  Theilen  der , Mathematik,  von 
den  niedrigsten  bis  zu  den  höchsten  und  schwierigsten , gemacht 
werden,  in  zweckmässigen,  so  viel  als  irgend  möglich  nur  solche 
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Vorkcnntnisse,  die  in  Rücksicht  auf  die  Leser,  welche  ich  mir  nach 
dem;  Obigen  denke,  mit 'dem  Namen  allgemein  bekannter  bezeichnet 
werden  dürfen,  in  Anspruch  nehmenden,  überhaupt  also  so  elemen- 
taren Darstellungen,  wie  es  nur  irgend  die  Natur  des  Gegenstan- 
des gestattet,  dem  grossem  mathematischen  Publikum  so  schleunig 
als  möglich  V vor  die  Augen  geführt  werden  sollen,  so  dass  ein 
Jeder  durch  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird,  sich  auf  eine 
möglichst  leichte  und  ben^ueme  Weise  fortwährend  auf  der  Höhe 
der  Wissenschaft  zu  erhaUen,  und  mit  deren  neuesten  Fortschrit- 
ten immer  bekannt  zu  bleiben.  Bei  manchen  das  Zeitinteresse  be- 
sonders in  Anspruch  nehmenden  Gegenständen  werden  diese  Ab- 
handlungen, insofern  dies,  ohne  die  der  Zeitschrift  gesteckten 
Gränzen  zu  sehr  zu  überschreiten,  thuniieh,  und  aus  besondern 
Gründen  wünschenswerth  ist,  seihst  auch  ^das  schon  früher  Be- 
kannte nicht  unberücksichtigt  lassen,  und  die  ganze  betreifende 
Lehre  in  möglichst  'abgerundeter  und  vollendeter  Form  darzustel- 
len suchen. 

Dies  ist  der  Hauptzweck  der  neuen  mathematischen  Zeitschrift, 
von  welcher  das  erste  Heft  hier  dem  Publikum  vorliegt.  So  wie  män 
aber^chon  im  gewöhnlichen  Leben  ausser  gewissen  Hauptzwecken,  an 
deren  Erreichung  man  seine  grösste  Kraft  setzt,  auch  noch  diesen 
und  jenen  Nebenzweck  zu  erreichen  sucht,  so  glaubte  auch  ich  im 
vorliegenden  Falle,  dass  cs  zweckmässig  sein  und  zur  Erhöhung 
des  Interesses  an  der  neuen  Zeitschrift  beitragen  würde,  wenn  ich 
in  deren  Kreis  auch  die  mit  der  Mathematik  so  eng  verschwdsterte 
Physik  hineinzöge,  derselben  jedoch  einen  geringem  Raum  als  der 
Mathematik  vergönnte,  nur  die  wichtigsten,  in  das  Ganze  der  Wis- 
senschaft eingreifenden  Entdeckungen  aufnähme,  zugleich  aber  auf  die  . 
Methodik  des  betreffenden  Unterrichts  ganz  vorzüglich  mein  Augen-' 
merk  richtete,  und  in  letzterer  — aber  auch  nur  in  dieser  — Be- 
ziehung selbst  verwandte  Wissenschaften,  namentlich  die  Chemie, 
nicht  ganz  unberücksichtigt  Hesse,  um  in  dieser  Zeitschrift  den 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höhern  Unterricbtsanstal- 
ten  auch  in  naturwissenschaftlicher  Rücksicht  so  viel  als  möglich 
Alles  in  die  Hände  'zu  liefern^  was  ihnen  zu  wissen  nöthig  ist, 
wenn  sie  ihrem  Unterrichte  einen  den  jetzigen  grossen  Fortschrit- 
ten der  Naturwissenschaften , und  den  Ansprüchen , welche  unsere 
Zeit  mit  Recht  an  diesen  höchst  wichtigen  Theil  des  Unterrichts 
macht,  entsprechenden  Erfolg  verschaffen  und  sichern  wollen.  Ich 
rechne  dahin  insbesondere  auch  die  Vervollkommnung  des  experi- 
mentellen Theils“  der  Physik,  und  werde  dipsem  Gegenstände  ge- 
widmeten Aufsätzen  jederzeit  sehr  gern  einen  Platz  in  dem  Archive 
einräumen , fordere  daher  auch  die  Physiker  auf,  mich  in  dieser 
Beziehung  recht  kräftig  zu  unterstützen. 

Ausserdem  soll  das  Archiv  den  Mathematikern  und  Physikern 
eine  Gelegenheit  zur  Bekanntmachung  eigner  Arbeiten  darbieten, 
wobei  aber  Befieissigung  möglichster  Kürze  sehr  zu  wünschen  ist, 
indem  der  grösste  Kaum  immer  solchen  Arbeiten,  welche  zu  der 
Förderung  des  oben,  wie  ich  glaube,  von  mir  mit  vollkommener  Deut- 
lichkeit vor  Aiigen  gelegten  Hauptzwecks  dieser  Zeitschrift  wesent- 
lich beitragen,  aufbehalten  bleiben  muss.  Auch  .Aufgaben  aus  allen 
Theilen  der  betreffenden  Wissenschaften  sollen  vorgelegt  werden; 
insbesondere  sollen  auch  solche  Aufgaben,  zuyveilen  selbst  in  gan-  , 
zen  systematisch  geordneten  Sammlungen , mitgetbeilt , werden, 
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welche  beim  Unterrichte  zweckmässig  als  Uebungsaufgaben  be- 
nutzt werden  können,  da  an  dergleichen  Aufgaben  immer  noch 
ein  vielen  Lehrern  gewiss  schon  oft  fühlbar  gewordener  Mangel 
vorhanden  ist,  und  Jeder,  sei  er  auch  noch  so  reich,  doch  immer 
endlich  einmal  den  ihm  zu  Gebote  stehenden  Vorrath  aufbraucht. 
Endlich  soll  eine  fortlaufende  Uehersicht  der  mathematischen  und 
physikalischen  Literatur,  bei  wichtigem  Werken  mit  kurzer  An> 
gäbe  ihrer  Tendenz  und  ihres  wesentlichen  Inhalts,  z.  B.  die  In- 
haltsverzeichnisse der  Schriften  der  gelehrten  Gesellschaften,  auch 
Recensioneu  wichtiger  Schriften,  geliefert  w^erden,  so  wie  Miscellen 
ieder  Art,  -Bekanntmachungen  von  Preisaufgaben,  Notizen  über 
Personen  und  Sachen , welmc  nur  irgend  zur  Erreichung  des  be- 
absichti  j^e^Zijvcckcs , die  gesammte  Wissenschaft  möglichst  zu 
einem  zu  m^hen , beitragen  können.  Bin  Intelligenz- 

blatt wird  Buchhändlern  und  Mechanikern  eine  gewiss  vielen  er- 
wünschte Gelegenheit  zur  Bekanntmachung  ihrer  neuen  Verlags- 
artikel und  Preis  1 Courante  darhieten. 

Duss  ich  allein  ,den  durch  das  Obige  übernommenen  Verpflich- 
tungen gegen  das  betreffende  Publikum  nicht  zu  entsprechen  im 
Stande  bin,  .bedarf  von  meiner  Seite  wohl  kaum  einer  besonderu, 
Erwähnung;  dieselbe  geschieht  hier  nur  deshalb,  um  au  sie  die 
Aufforderung  an  die  Mathematiker  und  Physiker  aller  Nationen  zu 
knüpfen,  mich  mit  dem  Geiste  und  der  Tendenz  dieser  Zeitschrift 
entsprechenden , und  die  Zwecke  derselben  kräftigst  fördernden 
Beiträgen  reichlich  zu  unterstützen.  Was  die  ,Sprame  betrifft,  so 
sollen  die  deutsche,  französische  und  lateinisclie  Sprache  in  die 
Zeitschrift  seihst  Eingang  finden  können,  womit  aber  keineswegs 
gesagt  sein  soll,  dass  die  Einsendung  von  in  andern  Sprachen  ver- 
tassten  Aufsätzen  nicht  zulässig  sei,  indem  vielmehr  in  dieser  Be- 
ziehung den  Verfassern  die  vollkommenste  Freiheit  verstattet  sein 
soll.  Nur  werde  ich  bei  Aufsätzen,  die  nicht  in  einer  der  drei 
oben  genannten  Sprachen  geschrieben  sind,  für  völlig  treue  deut- 
sche Cebersetzungen  Sorge  tragen,  und  .'diese  statt  der  Original- 
Abhandlungen  in  das  Archiv  aufnehmen.  Bei  beabsichtigten  Be- 
arbeitungen ganzer  neuer  mathematischer  oder  physikalischer  Leh- 
ren nach  fremden  Arbeiten  dürfte,  um  Collisionen  zu  vermeiden, 
eine  kurze  vorläufige  Anzeige  an  mich  jederzeit  auzurathen  sein.  ' 
Alle  Zusendungen  erbitte  ich  mir  aber  portofrei  aii^  dem  W'^ege 
des  Buchhandels  unter  meiner  .Adresse  mit  der  besondern  Bemer- 
kung auf  dem  Couvert:  Für  das  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik  durch  die  Buchhandlung  des  Herrn  Koch  zu* 
Greifswald. 

Welche  Ausdehnung  das  Archiv',  das  übrigens,  wie  aus  dem 
Obigen  hervorgeht,  seiner  ganzen  Tendenz  nach  mit  keiner  der 
schon  bestehenden  mathematischen  und  physikalischen  Zeitschrif- 
ten , -welche  den  beiden  so'  ciig  mit  einander  verscliwisterten  Wis- 
senschaften schon  so  viele  herrliche  Früchte  getragen  haben,  auch 
nur  im  Entferntesten  in  die  Schranken  zu  treten  beabsichtigt,  ge- 
winnen, und  oh  dasselbe  überhaupt  Bestand  haben  wird,  wird  aller- 
dings vorzüglich  von  der  Güte  seines  Inhalts  und  der  Zweck- 
mässigkeit seiner  I^citung,  ausserdem  aber  auch  von  der  Theil- 
nahmc  des  Publikums  ahhängen,  in  i^'elcher  letztem  der  Heraus- 

feber  und  Verleger  für  die  Cneigennützigkeit,  deren  sie  sich  bei 
iesem  aus  reinem  Interesse  für  die  Wissenschaft  und  deren  wei- 
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tere  und  allgemeinere  Verbreitung  begonnenen  Unternehmen  voll» 
kommen  bewusst  sind,  ihren  schönsten  und  besten  Lohn  suchen 
und  linden  werden. 

Greifswald  im  Januar  1841. 

A..  Qriinert* 


Der  vorstebeuden  Ankündigung  füge  ich  als  Verleger  des 
Archivs  für  Mathematik  und  Physik  noch  hinzu,  dass  dasselbe  in 
zwanglosen  Heften  von  8 Bogen  erscheinen  wir^  deren  4 einen 
Baud  bilden.  Der  Preis  eines  Bandes  ist  ^ RthlrjS 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  an. 


€•  A.  Hoch, 

in  Greifswald. 
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Beiträge  .zur'  Uotersuchung  der  dreiseitigen 


ffewölmlicbcn  Tetraeders  haben'  noch  sehr  wenige  Bearbeiter  ge-  ' 
^nden.  Die  Pranzosen  sind  es  fast  ausschliesslich,  die  sich  mit 
diesem  Gegenstände'  beschäftigt  haben;  aber  auch  sie  bähen  vur- 
nebinlicb  nur'  düs ' recbtkantige  Tetraeder  betrachtet.  Von  Deut- 
scbeh  ist  mir  nur  eine  Abhandlung  bekannt,  nämiicii  ein  Progamm 
des  Herrn  Direktor^  'J.  H.  T.  Müller  zu  Gotha,  welches  den  Anfang 
einer  ausführlicheren  Untersuch iing  . des  fraglichen  Gegenstandes 
'enthält  und 'aus.  dem.  ein  freilich  nur  unbedeutender  Theil  iu  die 
Anhänge  der« deutschen  Bearbeitung  des  van  Swi nd en'scheo  Lehr- 
buches aufgeooitimeni 'Worden  ist.  Unter  diesen  Umständen  glaube 
ich,,  dass  I die . tiaebfolgenden  Sätze,  die  aus  einer  ausführlicheren 
trigonometrischen«  Untersuchung  des  Tetraeders  .entlehnt  sind,  nicht  > 
ganz  - ohnei.lnteresse  sein  werden.  Ueberdiess'  zeichnen  sie  sich 
zum;: TheiL  durcb  eine  heiiierkeiiswerthe  Reciprocität  aus,  welche, 
so  viel  mir  bekaiiut,  noch  nirgends  erwähnt  worden  ist. 

t Bs  seien D die  vier  Ecken  eines  Tetraeders, 
7\  die.  ihnen  der  Reihe  nach  gegenüber  liegenden 

, Seite nüächen;  abc  die  drei  Kanten  des  Dreiecltes  7\,  b^  c,  die 
ihnen«  der  < Reihe  . nach  gegenüberliegenden  Kanten,  so  dass  , das 
Dreieck  • 7*,  die.  Kanten  ab^c^^  düs  Dreieck  7*,  die  Kanten  ba^c^ 
und  das  Dreieck  T*«  die  Kanten  ea^b^  enthält.  Die  Keile  .irgend 
zweier  Seitenflächen'  z.  .B.' Tg  und  .T,  bezeichne  man  durch  (12), 
die  Winkel  irgend  zweier  Kanten  z.  B.  a und  rz,  mit  (aai).  Tur- 
ner .mögeti  «die  Geraden  4 welche  die  vier  Ecken  mit  den  Schwef- 
punkteii  der  Gegenseitenfläciien  verbinden,  der  Reihe  nach  ^,.^3  ^3/4 
genannt,  .und’ die  >von  denselben  unter  einander  gebildeten  Winkel, 

Tbell  I.  r 


‘ Von  dem 


$ • 


. Herrn  «Professor  C.  A.  Bretsebneider 


‘ * zu  Gotha. 


? 


ie  'trigonometrischen  Relationen  zwischen  den  44  Stücken  des 
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welche  den  ganzen  Kanten  gegenüberliegen , auf  ähnliche  Weise 
wie  die  Winkel  der  letzteren  durch  (^,3),  (^i«)  u.  s.  w.  angedcutet 
^ werden.  Alsdann  erhält  man  durch  Projektion  sofort: 

( Ty—  1\  cos  (1,2)4-  cos  (1,3) -4-  7\  cos  (1,4) 

1 7\  = T,  cos  ( 1,2)  -4-  T,  cos  (2,3)  -4-  7\  cos  (2,4)  • 

*j7\=  7’,  cos(l,3)'4-i  T*3  cos  (2,3) -4-  7\  cos  (3.4) 

( 7*4  = T,  cos  (1,4)  -f-  7\  (2,4)  -4-  7\  cos  (3,4) 

und 

/ — cos(/,a)-h?,  cos  (/,  ,14-/4  cos  (^14) 
y — /,=/,  cos(/,  a)-f-/,  cos  (/,,) 4-/4  cos(/,4) 

— /,  =/,  cos  (/,,) 4-^3  cos  (/,,) 4-/4  cos(/,4) 

(— /4=^1  cos  (/,4)4*-’/3  cos(/34)4-/,  cos(/,4) 


Ausdrücke,  welche  gewissermaassen  als  Fundamentalformclu.zu  ^be- 
trachten sind.  Uelirigcns  sollen  inrFolgeibde'it' die'  vullstähdigen 
Systeme  solcher  Gleichungen^nicht  mehr  aufgeführt  werden,  da 
mun>  aus  einer  einzelnen  unter,  ihnen  durch  gehörige  Vertauschung 
der  Zeiger-  die  übrigen  ohne  Mühe'  entwickeln  kann.  Zunächst 
iindet  inan  nun: 


. 7\»4-’7;*4“T,»  — r4»=^27"‘  7;'coa(l,^)4-2r,  r,  cos(1,3) 

*>J  4-2r,T4Cos(l,4) 

— eos(/,j4-2/,/,'cos(/,,) 

\ H-2/,/4  cos(/,4) 

und 


i(r,»4-7\>4-7r“4-7V)  = 7\  T,  cos  (1,2)4- T,  cos  (1,3) 

. 4-7\T4costl.^ 

" 4“7\7’3  cos(2,3)-4-7\  T',  cos  (2,4f) 

-4“  T*,  7*4  COS  (3,4) 
= cos(/,,)4-('.^  cos(/;,) 

- “1-^1^4  COS 

4~  cos  (/3,)  4r  ^a^4  cos  1/34) 

,,  cos(/,4j 


Man  bezeichne  ferner  den  Flächeninhalt  des -durch  die  .‘Kante  a 
und  den  Mittelpunkt  der  Gegenkante  «r,  gelegten  Dreieckes  durch 
Ta , das  durch  die  Kante  l>  und  den  Mittelpunkt  von  gelegte 
Dreieck  durch  Ti  u.  s.  f.  so  erhält  man  6 solche  Dreiecksfläclieu, 
von  denen  immer  je  zwei,  w'ic  und  Ta^  als  Gegenflächen  zu 
betrachten  sind.  Je  drei  derselben  schneiden  sich  immer  in  einer 
der  Sch\verlinien  /,  wie  z.  B.  7*0,  Ti  ^ Te  i io  /,,  und  sie  sind 
daher  ganz  den  Kanten  des  Tetraeders  analog«  von  denen  immer 
je  drei  in  einer  Seitenfläche  liegen.  Den  Keil  zweier  solchen 
Dreiecksflächen  z.  B.  T„  Ti  wollen  wir  mit  ( Tai)  bezeichnen  und 
darunter  immer  denjenigen  von  den  4 an  der  Durchschnittslinie  lie- 
genden Keilen  verstehen,  welcher  der  einzigen  von  den  4 Seiten- 
flächen gegenüberliegt,  die  durch  diese  Dreiecke  nicht  getlicilt  wird. 

Fndlicli  Süllen  die  Flächen  der  Dreiecke-,  die  aus  zwei  Gegen* 
kanten  uls  Seiten,  und  ihrem  Durchschnitrswinkel  als  eingeschlos- 
senem Winkel  gebildet  werden,  durch  ^3  bezeichnet  werden, 

je  nachdem  sic  zu  den  Kautenpuuren  «ra,,  M,,  rer,  gehören;  die 
Neigungswinkel  dieser  Flächen  gegen  einander  aber  sollen  (-<7,3), 
(z/, ,),  (z/2,)  heifsen.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  sollen  die  doppel- 
ten Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  Gegenkanten,  wie 
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und  cc^  respective  durch  d,  6^  aiiffedeatet  und  die  Widkel 
der  letzteren  unter  einander  mit  (d, (<^2s)  bezeichnet  wer- 
den. , Es, ist  hekaiint,  dass  die'7  Geraden  t,  d,  d,  d,  sich 

im  Schwerpunkte  des  Tetraeders  schneiden,  und  dal's  die  Farallt^lo- 
grainme^  welche  die  Hälften  zweier  beliebigen'' d zu  Diagonalen 
naben,  selbst  die  Hälften  der  entsprechenden  Dreiecke.^  sind.  2u- ^ 
nächst  ßnden  nun  folgende  Relationen  statt:  < ' 

I ^,*  = 7’,*-hT,»-2T,  T,  cos(l,2}=T,*H-T,*-2r,y^  cos(34) 
l = — 2TaTä,  cos(Tm-) 

\ ^ cos(T,c,) 

^ ) =T,T^  cos(l,3)-h  T,T^  cos(1,4)h-2\T,  cos  (2,3) 

+ T^T\  cos  (2,4) 

cos(^,,))=|(^,*+^»-f-2/,if^  cos(/,J) 
=:  •+*  d,*  — 2Äd,  cos  (^/^, ) = c* c,  * -f- 2rc,  cos(cc,) 

==-||^,/,  C0S(^,  ,)H-^,^4Cüs(^,  4)+^2^*C0s(/3,)rt-^2^«C0s(r,4)j 

' Hieraus  folgen' sogleich  die  Formeln:  ' ^ 

I4Ta*=T,»+r,*+2T,:r,  cos(l,2)  = ^,*-+-4r,T,  cos(l,2) 
4r„,’=T,:*-f-T,*-f.2T,T,  cos(3,4)  = ^,*-f-4T,T,  cos  (3,4) 

cos(«,,))  = <f,^— 9#,#,  cos(#,j) 

4rtr*  cos  (^,4))=;d,* — cos(^,4) 

+^.’ V-/,*  = r.» +T,’ +r,’ +T,« 

. V ; , - . i=T.*+T«i*-*-r4*+74,>+T.»+T’...> 

f , , ■ . =2(r„*+T„,’+T'4*-J-7V’“)  ■ . 

”• 'i  V -+-•  (f,* +'(?,' = |(r. 


a' 


t4-«,»H-//’  + ä,»  + c»  + Ci 


+2<f.*  = ä', ’ + i{t, + ü, » -(i  «.«) 


-4"  +r.»  +r.’“)  - 2^,’ 

» • i-  “ 'rzr'ir.r,.  cos(l,4)-+-27’,2’,  «os(2,3) 

' * ' i . ,'V  (^1 4 ) ™v“ 

■ f'J,^  ='— ' r»‘  — -i-r4»'+n.*  h-t«* 

d-  = ä(r.»  H-r«.») 

' W;’:=  — «*— «,’+//*+Ä,*4-c’+V.’,  rfa*+<f.>=2(a>+«,*) 

^ iO==T»;T^,‘Cos(7;„j4-'TArÄ,  cos(Ti;j+  TcTc,  cos(TcO 
* 1 0 = <r«,  icos  (Äf«|) cos  (d^i) cc?i  cos(£?C|), 

‘ \%7\iTa,  cos(Taa,]  Ti*  — Ti^* 

*|2«aj  cos  ==  c*  c^*  — d* — = — <^**)  ^ 

Ist  ferner  P der  dreifache  Körperinhalt  des  Tetraeders,  so  wird: 


Pa  =z2T,T^  sin  (1,2) 
llJp«,r=2T3T,*  sin  (3,4) 
’Pd,=2T„7;,,  sin(T„«J 


T«,  sin  {r^^) 

Ta  = sin  (^3  4) 

//,  =:\aa^  sin(«r^,) 

1“ 


•1" 


' I riii* 
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zugleich  äber  aucli:  > > .< 

14«*  cos(<r,,),  ’• 

‘4  T«‘  = * -H  — 2^a^/,  cos  (^3 , ) 

4«,*  = <?,*-+- ^ 

, 4 7aj*  =r  * *4“  “^3  * (“^a 3^ 

PS,  'z=2J.J,  si"(-^a3)  = 8»o(<^*,)  . . ■ 

ferner  ivird;  ' . . . ’ ’ . ' '. 

T„,*==T>  + Tc*-f-2TÄ7;  cbs(rA.)  j. 

r«*-  =TA,»+To*-h-2TÄ.n<‘os(n,r)  ’ • . ; 

13.<  =Ta*  •+-Tc.*-+-2nrc,  co8(Täc») 

I«»  = /y»  H- c»  — 2//C  cos  (^c)  ===ä,*-H<?,**-^2ä,,<Jj  c«s((^,(C,)' 
= — 2/y,c  cos(Ä,c)  = Ä-  H-c,»-^2^c,  cos{4c;) 

• i{Pt,=z\TaM.  {Ta,b,)  — ^Ta,Ta,  sin  7' 

14  I =47a^T<;j  sin(TA^cJ 

I 2T,  = «Ä  sin  («^)  = «c  sin  («t  j = Sc  ^sin  {Ic)  . _ . . .v 
Man  führe  zur  Abkürzung  folgende  Zeichen  ein:  s - v / 

i//»  ^(r,  + T3-»-T,-Tj  (7.+'A-^,-i-7’4V  ; i 

^ . -ßT,T^T,T, 

^0^  = in^ni-hTc-Tc,)  {n-hTi\j-Tc-+-'Tc,)\  • 

• (n-  1\  + T, -I-  TcJ  (—  Ta  + Ta,  H-  T. -h J 

' . . ■ '-"^^hTi^Tcfci  I 

15./7Z*  =(^,  -f-^3-f-v/,)  [J,  — 7 

' *';  ! •(— ^1 -f*^3) 

!</)*  ==:  (^,-|-/3-+-/3  — ^4)  (^, -+-^,^^  -1-^4)  (^1  — /a-f-^3+^4) 

(— /»-f-4,  4-r-f-Ci)  — , 

. \3T*  = ((J, 4-^3— cJa)  (<^i "“<^2+^3)  (—<^i+^»+?^3) 

, so  wird  \ ‘ ^ \ 

q;^  ~p»(a±Vz,)*4-87’,  T,T,  T4  cos  (12 d=  34) 

^ =P»|«*4-«i*4-2ö«,  cot  (12)  cot  (34)1 

<2>a*  =4P»(d3  =gr  dj*  — kT/,Tb,TcTc,  cos  ( Tbh,  ± Tcrjl 

’ ' =iP»ld3*4-()3*-2d3<r,  cot(TAAjcot(T4)| 

' J7*  = P*(d,  * =p  4«« , ) — 16  P,  T3  P,  P4  cos  ( 12  ± 34) 

= P*  |d,  * — 4««,  cot  (12)  cot  (34)1 


‘ 16.  {•^t/^*=4(  Pa,  ±‘Po)» '4- . 8/,iT3/?,jf/cos(ir,3  4=r,4)' 

~4|  P„*  4- n,'*4-2P« Pa,  cot  (/i3)  cot(lf34)j, 
op«*=4*(^3=p^,)* -8M,ec,  c^(/y/>,  4=cCj)  . . ' 

= 4*  1^/3*  4- 2^73^3  cot(ÄÄ,)  cot(cc,)| 


-TT»  =(^/, 


s* 


undr 


• • ' 04 . ‘ ■ r-  ■ . 

4P«Pa,)  — eos(?,,=fc:/,4) 

<^i  * 4 PflPa,  cot  (jp|  3)  C0t(jfj4) 

I 

% \ \ X V . .■  . ' 
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- Beschreibt  man  aus  der  Spitze  ^ des  Tetraeders’ als  iVirttelpDiikt  , 
mit  dem  Halbntesser..  1 eine  kugel,  sa  bildet  die  Kcke  yJf  auf  der 
Oberfläche  der'  letzteren  ein  ppliärisches  Dreieck.  Nennt  man  dann 
den  dreifachen  Körperinlialt  der  Pyramide,  weiche  da^-Sehnendreieck 
jenes  sphärischen  Dreieckes  zur  Grundfläche  und  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  zur  Spitze  hat,  Xr  und  dieselbe  Grösse  für  das  zugehörige 
Polardreieck  Ä",  so  dass  der  Fläche  T,  die  Grössen  und  Äj, 
der  Fläche:;  !T,  die  Grössen  Xr,  und  /f,  u.  s.  w.  gt^genüberliegen; 
so  ist  'V  >•  .*•.  w ■ .1  • t . ; 4,  1;  .. 

18.1  r. : T, ; : n = A', ; A , : Ä^. : /r„ 

.Demnach  verhalten  sich 'die'Seitemflächen  jedes  Te- 
traeders wie  die  Funktionen  A^^der  ihnen  gegenüberlie- 
genden Ecken.  Diese  Fuuktiitnen  sind  daher  für  das  Tetraeder 
dasselbe,  was  die  Sinusse  der  Gegenwinkel  für  das  Dreieck  sind. 
Bezeichnet  man  das  constaiite  Verhältniss  T \ K durch  Jf,  so  er- 
hält man: 

■ Ki  ~ Kt  ~ A,  — K, 
ii, 


aot 


C€i 


sin  (12)  sin  (34)  sin  (13)'  sin  (24)  sin  (14)  sin  (23)'  , 


19./  '■= 


1 cf,»  - cT,* 


= II.  s.  w. 


=:  U.  S.  W.  V 


=s  U.  S.  W. 


4 [cos  (12)  cos  (34)  — cos  (13)  cos  (24)] 

{o  — j—  0|  -4—  A — A■^')  (ff  yi— A A|) 

',4  sin  i (12  Hf-  34  .-4-  13  — 24) ; sin  i (12-1- 34  — 13 -f- 24) 

(/>  ~)—  A — f-  X^)  (,— '■ÄPi-t-.öi  -j—  A -f-  />! ) '■ 

' 4 sin 4 (12  -;-  34  -+- 13  -i- 24)  siü  ^ 12  -♦-  34  -4-  13 -h 24) 

Ebenso  ist  auch: 

/wr,  XÄ, ' aAc  aAiCi  a^Aci  ajt-^c 
-I.“  ~P  k,  “ /b«  * 

Es  iät  nicht  uninteressant 'zu  untersuchen,  was  wohl  die  der 
Grösse  M ents|irecbende  Quantität  m in  Bezug  auf  die  Grössen 
sein  mag;  den u auch  hier  bleibt  sich  die  Analogie  gleich. 
Man  erhält  nämlich:  « 


21. 


9» 

1»»  = = 


TaTa^ 


Th  Tn  ^ - . 

=r  u.  s.  w. 


sin  (t I a)  sin  (t,  ^)  sin  (t , , ) sin  (#,  ^) 


s=s  U.  S.  W. 


4 [cos  [^1».)  Cos  (/j4)  — cos  (t,  ,j  cos  (t»4)l 

■Die  Beantwortung  dieser.  Frage  hängt  von*  der  Lösung  derAuf- 
gahe  ah,  die  Grösse  zu  finden , .welche  dem  7*  entspricht.  Letztere 
lässt  sit^lr  .auf  die  mannigfachste  VVeise  ausdrücken  zl  B.;. 

. * 1 * ' ' ■ ^ i ’S*  » 

!/*=  ap,^ ,c,X,  =:  ==  «X,cXr,  ==  «XCiX?4  ^ . 

. = 2J/A,  T,  T,rt  = 21/A,  T„r,  7’,  = 2\yA^,  r.  T,  T. 

, = ii/Kt  T,  t,  T.  . . 

I • 'i  . * ' • ‘ . 

Ferner '.wird: ’V  /V-.  - \ v ..  . 
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' . / 


= (J,  »)((?, »J-J  2)  - Jl 

^*{  :=2a'*b'*c*>  — — 24“/^,* — 2cVi>*,.  . i 

■-f-4^c  c»)  ' 

)(ö«  j -+-ÄÄ , — cc , )(ar« , ^ — hb^~\-cc , )( — aa  | -4-Ä/i , -j-cc, ) 

4Ä»  ^ ^ 

wo  R den  Halbmesser  der  dem-  Tetraeder  uinschriebeiien  Kuffel  be- 
deutet. Eudlich  erhält  inan  für  /*  auch  noch  folgende  Ausdrücke: 


\Pz=z 


a cot  (12)  -f-  b cot  (13)  4-  c cot  (14) 
^ \ * H"  ^2*  ~4~  ^ 4 7’]* 


t I 4»:  “ 

f * • • * ».« 


24.< 


/ ’ 
. I 


I , 


d*i  cot  i)  — f~  (fj  cot  (^j  j)  4—  d*j  cot  (.i/j 2) 

^ n»4-7^,^4-T4*-yi* , 

a , cot  (34)  4-  A,  cot  (24)  4-  c,  cot  (23) 

^ -r."-TV(T.»4-n"4-T,^4-y4»)  >.  ‘ ’ 

t%  cot  (Täp)  4I-  tx  cot  {J'ac  ) 4“  ^4  ent  -- 

^ (^«1^  ~(~  4-  y'ci  ^)  J 

3 /j  (^COt  (Zai  Zu)  47  cot  (JTaPi  «|),COt  ( c\))  * 

<1  - . i 

> * 

Zu  den  letzten  Formeln  lassen  sich  die  analogen  leicht  linden; 
denn  es  ist:  * . , " • ’ 


' -X.  #* 

TT  t 


25./  = 


3TarCot(^|,)  4-Tä,  cot(r,,)4-7’c,  cot(#,J  \ 

/t , cot  Z 2 cot  ((Tu)  4-  Jg  cot  (cT,  2^ 

— tV  -f-  ^1*  4-  ^4^ 

7a  cot  (^f,*)  -i-  cot  (f,  j 4-  Tc  cot  (^2  ,) 

__  y*2  C ^ 4-  <2*  4-  ^3  * 4-  ^4  — TT  * 

Ty  cot  (^/»iCj)  4-  7\  cot(fli,c,^  4-  cot(<jPj<6|). 

^ M 4~  c,*) • »• 

4 1\  {cot  {ab)  4-  cot  {ao)  4-,cot(Z«c))‘ « ...  > . 

Bei  Entwickelung  dieser  Formeln  erhält  man  auch  noch  die 
Ausdrücke: 

* ' < — • t 

26  ^ ^ ^ ^o«i ) “F  ( ^-5*1 ) “+“  cot  ( Tcci) 

|0  = .i/,  cot  {aa^)  H- z/,  cot  (ää,)  cot  (cc, ) *'  ^ 

' Man  führe  ferner  folgende  Hülfswinkel  ein:  .1.  i 

2^^,  rC|COsa  = — «*«,  * ■+•  4*^,  * c’c,  * * 

2 n n , Tc  Tc , cos  ^ = - Ta»  Ta, Tä»  T^;  »4-' Tc»  Tc, » ‘ 
)2<jf«,  cc,  cos /?  = «»«,»  — c*c,’ • . 

‘ j ' • 2TaT„,TcTc,  COSiB=:  Ta»Ta,»— n»TÄ,?-hTc»Tc\* 

f2<r<r,  cos  ;'  = «*«,*  — c*c,» 

^TaTa.ThTb,  cosr=  T„»Ta,»4-T&»TA,’I^Tc^Tc,» 
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CC,  COBU' ^ *C*  5'  •“  ' <■  ‘ 

iTt,Ti,  TcTc,  cos^'  = — 

oo  J2ö«i  cc,  cosiS'^'— *+-«*Ci* «,*c*  ■ ■'•  • 

iT,Ta,T,Tc,  caaB’  = — lVJ^+Ta''T^+Ta,'‘Tc,' 

^2««i  W,  008^=  — c*<f,’  + «*4|’ +a,*Ä" 

-iTaTa,Ti,Ti,^  cosP  =— 7V^,»+r„’jT4’+T„,’r4.’ 

. 2 ÄÄ,  cc,  cos  «"  = — «i’rf, ’ + Ä’e’ + Ä, ’c,’  * 

.1  %TiTt,TcT^,  co8^'\==— 7’„.»^/+r4»rc.*+7’4,»r.> 

90  /2a«,  cc,  cosß"  = — Ä, ’rfj’ •+•«*«*  + <8, *c,’ 
r j 2r,7’«, rc7c. cobä"=— r4,“^,*+7’„»r<„*H-r„i>n’ 

f2<8<8,  ÄÄ|  cosy"=:  — + a,’Ä,’ 

' 27’„T„,  7’4r4V  C«sr’  = — n/^,»+7’„>7’4,'+7'„/7’4*,, 

80  ist  ttuch:  ,v. 

, cos  « cos  (^g)  cos  (^,c, ) COX  ct  — cos  (/yc)  cos  (^|g|) 

jpos  C ) sin  (Äc)  sin  (/>,<?,)  — sin  (//c)  sin 

I , V cos  « — cos  ) cos  (i6|C)  cos  «**  — cos  cos  (^iC) 

[cos  Q ) sin  (^Ci)  sin  ((6,c)  ‘ — sin  (ÄCi)  sin  (A,c) 

' ’ , * / , «N, cos  (>^c)  ‘COS  (i&Ci)  — cos  (CCj) 

cos  ( ) sin  (Ac)sin  (Aci)  ; ' ^ 

/«i.\  cos  (Ä|C)  cos  — cos(fC,) 

jj  I ^ ' sin(/>ic)  sin  r ;•  v 

/ . (^^7 ) H-  cos  (^g)  cos  (ItiC) 

sin  (Ac)  sin  (^//ic) 

^ cos  (M|)  -4-  cos  C^iCi)  cos  (//Ci) 

- - . sin  (/>,Ci)  sin  (//c, ) 

Da  uuD  zugleicb  » . > ^ 

( cos  « = cos(  hc)  cos(l>  I c I )H-  cos(<^c, ) cos(^ , c)  -f-  cos(^^ , ) cos(cc?  1 ) 

32.  |c08  u' ZZZ  CO  8 (Ifc)  COs(Ä,C,  ) COs(ÄC,)cOS(Ä,c) COs(ÄÄi)  cos(tfc,) 

l cos  a"  = — cos(Äc)cos(^  j c ^ )-i-cos(6c , )cos(^, , c) — cos(^ä  ^ )cos(ccr  ^ ) 

ist,  so  lassen  sich  die  6 Keile  je  zweier  Seitenfläclicn  aus  den  6 
ebenen  Winkeln  je  zweier  Paare  von  Gegenkanten  unmittelbar  be- 
stimmen. Gebrigens  ist  auch  analog: 

/ \ • COs'y/  — cos  (n«)  cos  (n,c»)  ' cosy''— cos(nc)cos(7]^ 

yj  cos  C=  __  (Ti.cJ  sin  (Tic)  sin  (77,,^) 

, ^ ^ cos  y -i c6s(Ti‘c,)  COS  Tb,c)  __  cos  .>(  — oos(rAci)cos(77,^c> 
cos  =s  ...  _ (^Tic,)  sin  iTi,c)  s«n  {^Tic,)  sin  (n,c) 

^ _ cos  (7’ä,ö)cos(7V,c,) -f-cos  (IccJ  ;- 

jcos 


cos 
cos  (23)  Ä 


, cos  ( Tic)  CQS  ( Tici)  ~t~  CO:^  ( TcCi) 

-icos(f24;  = — inr^c)sin(n<;j 


COS 


. V cos  (y^^c,)  cos  (Ti^c)  • — cos  (Tii^) 

^ ^ sin  (7!iic,)  sin  (7!^ic) 

1 . cos  (Tie)  cos  (rA,g) — cos(r/pÄi) 

\ cos  (f,,)  — sin  (rAc)  sin  (_Ti,c) 


und 


i 


8 


Icos  A = cos  ( Ti.)  C«B  ( T’i.eJrh  cos  ( Ti«.)  cos  ( nie),  ' 

• .-f- cos  ( Tii,)  cos  ( T<,c,) 
cos  A’=z-^  cos  ( Ti.)  cos  ( Tj...)  + cos cos  ( Tj ,.)  . . ’ , 

■ — c«s(7’ii,)'cos(7’»oi) 
cos  A''  =.  cos  ( The)  cos  ( T4.cJ  — cos  ( n..)  co,  ( Ti,,)  t 

' ' COS  ( 7*« J 

Zugleich  erhält  mnn:> 


I I 


COS 


j — cosy  -f-'co8(/ig,)  cns(A4,)^  cos  ^ cos  {aa , ) cos  (M, ) 

,sin  (£Mc,)  sin  (Ä^i)  ...  . - sin (a»i)  siii  (Ääv)"* 


1 co»(//,  ^ ~+~  cos  {aa , ) cos  ( cc, ) cos‘^'  -f-  cqs(#/0,)  cos  (cc,) 

siu(a«,)  sin(cc,)_  ~ sin  (/lajiin  (ec.)  , 


Icos 


35. 


^ s=  ^ ) cos  (cCj ) V ^s  «"  cos  {bb , ) cos  (ccj ) 

sin  (/yA,)sin  (c<7,)  sin  (M,)  sin  (cc,) 


cos 


C0Sr-f-C0S(ra«Jc0s(nii,)_  C0Sr^-f-Cns(ntf\)C0S(n/y.) 
**  sin  (7«a  J sin  ' sin  (7qa*)  siu(7AÄ,) 


' cos 


J ((f  •)  =s,  <^QSjy-|-  COS(7aa  ,)CO.s(  Tcci)  C0S.y'-^.C0S(  Tag  t)cOs(  Tib^) 

• sin  (7%ai)sin  (Jc«f,)  ’ • sin  (7««  J sin  (7äz»J 


cos 


f(f  coSu<  H-co.s(7aa  i)cos(ycc)  cos..<l”-f-  cos(  Tbh  r)cos(  Tee, ) 

. sin(76Äjsia(rccJ  “ sin(7!&i  J s«n(ncj 


Ferner  aber  wird  auch: 
• cos 


i 


£2i_0^)cos(24)  — cos(14)cos(2S) 

^ . sin  (12)  sin  (34)  ‘ 

cos  ibb  ) = cos  Q4)  co.s  (23)  -■  cös  (12)  cos  (34)  ^ J ^ 

sin  (13)  sin  (24) 

cos  (cc  ) = 00«  (^2)  cos  (34)  ~ cös  (13)  cos  (24) 

36.;  * sin  (14)  sin  (23) 

( Taa  ) = 00«  (^1  »)  00«  (^a*)  — COS  (g,,.)  cos  * ! , n . 

siiil«,,)sin(#,4) 


COS 


> 1 


! I 


cos 

COS 


{Tbb  ) =S=  00« (^»4)  cos  (^^g)  — cos(^,g)  co.s(^,^)  , ^ ^ , 

< sin(^,,)sin(^,  J ^ ^ 

(Tee  ) =5=  00«  (^1 2)  00«  (^34)  — cos(^|  t)  cos(/g„) 

«in Um)«*»  («3 3)  . h'.  ...  • •:  . 

mr  die  Grössen  und  5p  erhalt  man  nunmehr;  j ’ . , 

<Z)a»=riP*d,  »4-8  Th  Th,  Tc  T;,cos^=:P»«»h-8  Th  T,,  TcTc,  €osA' 


37  J = P*«  8 Ta  Thl  T^c  Tc\  cos  a^" 

<Pa^  = 16hJ , » -f.  Sbb^cc^  cos  « =s  8»  To»  -+-  8bb,cc,  cos  a'  j 
( ~ 8’ Toj» -f- 8ä^,<7<?,  cosjia" 

<2>a*  + 0>Ä*  + Ö>c*  = |P»(d,»-|^d,»-|-^3»)  ^ 

38.  ^ •+■  ^ ( -+-  T,»  n,»  +■  T,» 

SPa*  -h  SPÄ*  4- SPe*  = 16  (z/,  » -fr  z/j» -+-^,  »)  . 

^ -1-4  («»«,» 

Führt  man  endlich  noch  die  Hülfswinkcl  0 und  ^ ein,  so  dassj 


39 


.|cos  ö,  Ä — 


^1  ^ ~H  ^3*  4“  ^ 3 


.ist,  so  findet  man  auch  noch: 


und  cos  äs  — ■ 4r(fa»-f-cr,' 

2c^,d,^ 


\ 

X 
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cos  « -»>  CO»(i6^,)  cos  (CC|)  C08v<-t-C08(n3\)C0S(rcg,) 

I ,sm  (Aftj)  sin(cc,)  * , . sin(3rAAj  sin(7cci) 

• ::  ^ 5-  ;;  i ' '’l.'U, 

. Die  geometrische  Bedeutuog  der  Grössen;  0 und  & leuchtet 
von  selbst  ein.  Eben  so  lässt  sich. aber  auch  den  Grössen  a a'  a^' 
A A'  u.  s.  w.  eine  geometrische  Bedeutung*  hbgewinnen.  Sind 
z.  B.  abc  die  drei  Grundkanten  eines  dreiseitigen  Prisma  und 
<ti^,  Ct  'die  zu ' denselben  gehörigen  Höhen  der  Seitenparalielo- 
gramme  des  Prisma,  so  sind  u § y die  diesen  letzteren  der' Rdibe 
nach  gegenüberliegenden  Keile  der  SeitenBäcben  n.  s.  w.:.  ’ 

Das  Vorstehebde  wird  genügen,  auf  die  trigonometrischen  Re- 
lationen ^ welche  das  Tetraeder  darbietet,  aufmerksam,, zu  machen. 
Die  hier'  mitgetheilten  Ausdrücke  reichen  bereits  zur  Lösung 
grossen  Menge  von  Aufgaben  hin,  und  sind  dahei'  im  Ganzen  senr 
elegant.  Ihre  Ableitung  ist  übrigens  nicht  gerade  schwierig,  auf 
dem  gewöhnlichen ‘Wege  jedoch  zum  grössten  Theil  höchst  um- 
ständlich uud  langweilig,  . lehihabe  dieselben  auf  eine; sehr  schnelle 
Weise  mittelst  ein  Paar  allgemeiner  Theoreme  der  Trigonometrie  j 
gefunden,  die,  so  viel  ich  wetss,  noch  gänzlich  unhekaant  sind  und/ 
von  mir  an  einem  anderen  Orte  werden "mitgetheilt  werden. 

t..'  { •■'  » V>.  i S t 


• jf 


> > }-.  '■} 


• I 


j 


i I 


I 


* . I 

II 


• •< 
. ‘ 1 


< I » . . 

• I * I . I t -t 


I • t'  * • . ' . 


Weitere  Berechnung  verschiedener . auf  das 
Kreisverhaltniss  n begründeter  Zahlen. 

" . ■ ...  

Von  dem 

I : ‘ -•» 

Herrn  Professor  ‘ Dr.  G.  Paiicker  i 

zu  Mitau.  > . 

' * . • * 

«.  c , » • • ' « 

/ .1  • -r  . ■ 


Dos  umgekehrte  Kreisverhaltniss  ist'  von*  Edler  lntrod^«-4ti 

Anal,  infin.  1.  §,198  auf  36  Stellen  angegeben.  , Nur  isi..  daselbst 
die  25ste  Stelle  durch  einen  Druckfehler  uiirichrig,  und  statt  9 muss 
man  5 lesen.  Hier  'folgt  diese  Zahl  auf  140  Stellen,  nach  dem  Vega- 
'schen  Wertlie*von  ?r  berechnet  *’  * ■ ’’ 

, Der . Durfdimesser  des  Kreisc|Sjist  gleich  dem  Umfgnge  mgJtipli- 

J ' ' , * r 

cirt  mit  — , auch  ist  die  Oberfläche  der  Kugel'  gleich  dem  Chuadrate 
..-••i  • ' . ' '|!  i - : t 1. 

des  Umfangs  multipliciit  mit  ~. * .« 
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0,S183098  8618STO  067153fT  7675267  ' ! 

' , '4560872  4068919  ' 26148O9  1289749  * 

' • 5334688  1177935  9526845  3070180 

2276055  3250617  1912145  '6834535  ‘ ' 

1591607  3785823  6922291  5730277 

' 

, Die  Kreisfläche  ist  gleich  < dem  Quadrat  dhs  Durchmessers  niul- 
tiplicirt  mit  ...  . . 

=z  0,7853981  6339744  8309615  6608458  d 
1987572  1049292  3498437  76 

I ^ ^ j 

' Der  körperliche  Inlialt  der  Kugel  ist  gleich  dem  Cubus  des 
Durchmessers  muitiplicirt  mit  \ 

; , 0,5235987  7559829  8873077  1072305  ^ . 

4658381  4032861  56656*25  17 

Die  Kreisfläche  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Umfaugs  multipli- 

. I ' 

cirt  mit 

'‘■^'=  0,0795774  7154594  7667884  4418816  ' 

8625718  1017229  8*228702  28 

Das  Quadrat  des  VerhältuisstnrOes  Durchmessers  zuiri  Umfange  ist 
^ = 0,1013211  8364233  7771443  8794632 
0972763  8904338  7746722  46 

Der  körperliche  Inhalt  der  Kugel  ist  gleich  dem  Cubus  des  Um- 

1 *.  r 

fangs  multiplcirt  mit 

<;!•  .jij  =8-0,0168868  - 6894038-  9028578.*  9796lüri-.H-*'t7 
..  -(8495460  : 6484039  79577871.  67  ’ i/l 

‘ Der  Umfang  der  Kugel  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der  Ober« 

fläche  muitiplicirt  mit  \/n. 

l/;r  =;  1,7724538  5090551  6027*298  1674833 

4114518  2797549  45612*23  8712821 

3807789  8529112  8459103  2181374 

, 9506567  3854466  54162*26  8*236*242 

8*257066  6236152  8657*244  2261088 


Der  Durchmesser  der  Kugel  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der 
.Oberfläche  muitiplicirt  mit  . < . ^i- 

l/.|- = 0,5641893  8334775  '6286948  0794515  ' 

* 6077258  5844050  6293289  988.5684  '.  . 

4085721  709  . . 


Der  Umfang  dea  Kreises  -ist  gleich  der  Qaadrirtwursel  der 
Krus0ik4e  mulbplicirt  mit  ‘ . . . , > 

2 1/»  = 3,5449077  0181103  2054596  3349666 

8229036  5595098  9122447 ':74  , • ■ • 
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Der  Durchmesser  des  Kreises . ist  fi^leicli  der  Quadratwurzel  der 
Kreisfläche  multiplicirt  mit 


2V/^  ==  1,1283791  6709551  2573896  1589031 

2154517  1688101  2586579  9771368 
8171443,  >^8  3 


Der  körperliche  Inhalt  der , Kugel  ist  gleich  dein  Cuhus  dei 

: A 


Quadratwurzel  der  Oberfläche  multiplicirt  mit 

rr,'  K'  UV, 

= 0,0940315y^;$725795  ? 9381158  0132419 

2679543*  09740b8  4382214  9980947 
4014286  951. 

\/6  = 1,8171205  9283213  9658891  2117563 
2726050  2428210  ’ ‘4631412  . 1967148 

1/36  = 3,3019272  4889462  6683874  6099524 
0908495  6846884  6443184  9333697 

l/;r  = 1,4645918  8756152  3263020  1425272 
6379039  1738596  . 8556t79  37  *’  . ' 

V/^»  = 2,1450293  9711102  5^77  4441009  ‘ 

■ 4123559  7486667  ' 3654715  56  . 

Der'  Durchmesser  'der  Kugel  ist  gleich  der ' Ciibikwurzel  aus 

, [ \ . * ’O  ‘ " 

ihrem  körperlichen' Inhalt,  multipiicirt  mit  ' ' 

.,r  l/p  = 1,2407009  8179880  0033336  . 0136240  , 

. .«555633  *701572  4003720  0 . . . ...«  li 


;•  -ft 


Der  Vmfansr  der  Ku^el  ist  gleich  der  Cubikwurzel'  aus  ihrem 

® ® -;.5  3 -i  -i 

körperlicheu  Inhalt,  multiplicirt  mit  ... 

^6];^  = 3,8977770  8972075  3958963  4709177 

9985674  - 4015612  2958390  56 

Die  Oberfläche  der  Kugel  ist  ^gleich  dem  Quadrat  der  Cubik- 

Wurzel  aus  ihrem  körperlichen  Inhalt,' multiplicirt  mit  l/36;r. 

2=  4,8339758  6204940  8922130  9005399 

■ 1785481  6833842  - 2169715  ' 85 ' ‘ 


. . 


I '•  * 


I 

, . ’ 

' A 1-  1 I A t H*,» 

I • . - 1 * \ ■ 
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/ 1 


1^  -t  » 1..  'ivjj.i'M'.  »i/l 


1^.” ' I • • » » 

• I . . i-v 


■>  J 


» t 


l. 


\ • : i 


i I 


111. 


I ■ > ! , 


i!  ;.  : » ' , • ( .,  ! • . ;i 

Nene  Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiteii 
Grades  mittelst  der  goniometrischen  Formeln 


i * *M.%. 


und  Tafeln. 

;•  • • r^.  • 

Vom  ^ J <’« 


/ • V Herausgeber. 

' * ‘ • W I ■ . ^ W ^ » I fl  , 


• V- 1* 

t <?»• 


I ' 


’<i  > t!  I 


. '1. 


• . ‘ . i Oi*  ‘ . . ' ' ' r.  , 

Die  Auflösung  d^r  Gleicltu^eo  des  ^weiten  Grades  mittelst  der 

oniometriscbeo  Formeln  und  l^ifeln,  welche  ich  in  diesem  kleinen 
ufsatze  nittlieilen  werde,  scheint i noch  .«lieht  bekannt  zu  sein, 
empliebit  sich  ab^r  diirch  die  Kürze  und  Leichtigkeit  der  [Rechnung, 
weiche  tfieselbe  in.  Anspruch  nimmt,  und  durch  andere  Vorzüge  vor 
den  sonst  gewöhnlichen  Methoden  gar'sehri' 

Die  allgemeine  l^or|n  einer  quadratisches  Gleichung  sei'  i.i.k 

a:*  — ma:  -f-  » =:  0. 

Unter  der' vorläufigen  Voraussetzung  nun , dass  beide  Wurzeln 
reell  sind,  können  wir  .dieselben  unter  der. Form  tang  ^ und  tang  9, 
darstellen. I Dann  ist  bekanntlich 

-I  ' f i : * , 1 ? ».f  ..t  t 

tang  9-f-  tang  9,  =/»,  tang  9 tang  9,  =». 

Weil,  wie  die  Goniometrie  lelirt, *'  ‘ ' • ’ >.  *tij  * 1 ./  . 

' ■ ■■  . tang  («.  + «..)  =i  .• 

6 1 — ;taftg9  tang9, 

ist:  so  ist 

- ■ W'  i*  .•■•.»'.,1,-  1 I 'Vi'”  • . -I 

tUng  (9 -h 9,)  ==  r~,  cot  (9 -f- 9i)  = -^r“* 


Ferner  ist 


1 . . cos  (9  — 9,). , I 

1 -4-  tang'  9 tang  9,  ;=  1 •+■ «, 

■ ® ^ ,0x1  0Q8  yt  00^9 1 


tang  y + tang  y . = ;;  = *»i 


sin  (y-t-yi) 

COS  9 cos  9i 

woraus  sich  durch  Division 

cos  (9  — 9 , ) 1 -4- « . , 1 _l_ « . 

^ ^ = > coa-Mü^  (p.)  =r= sin  (9-H9,) 

sin  (9-4-91)  m ” M vr  • Ti/ 

ergiebt.  Also  bat  man  zur  Berechnung  von  9 und  9,  die  beiden 
Gleichungen 

tang  (SP-4“9Pi)  = ]f3^,  cos  (9  — 91)=:-^  810.(9-1-91) 
oder 


s 
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' ' cot  (y  + 9P,)  = -^r-.  e»>  (f  — 9’i)  = ^^’«n  (»-l-fi)-.  ' 

Hat  man  nämlich  mittelst- dieser  Formeln  und  y — y,  ge- 

funden, so  erhält  man  y'und  yj  auf  bekannte  Weise  mittelst  der 
Ausdrücke  , v..  ^ 

y ='i(y H- y ,) i4y  — y xX,  SPi .==  4(9  + 9i) 4(9  — 9i )• 

* ''  Wir  liab^’oben  gesagt/'dass  wir  von  der  vorläufigen' Vor« 
Busse tzu II g, ' dass  Uieide') Wurzeln  der  aufaulösendeii  Gleichung  reell 
seien, 'aufigeheO"Woliten , ibemerkeni  aber^<  dass  man  beiider <wtrk- 
liclien  Rechnung  diese  Voraussetzung  gar  nicht  ,zum  Grunde  zo 
legen  braucht,,  indem. ^die  'Auflösung  seihst  jederzeit  eig  Kriterium 
enthält',  mittelst  dessen  ' man  mit  'grösster  .Leichtigkeit  entscheiden 
kann,<ob(die  beiden<.ge8uchten ^Wurzeln  reell  .sind  oder  nicht.  ; 

Wenn  nämlich  der  absolute , Werth  von  cos  (y^ — 9i)i>  welchen 
'man  durch  die  obige  Auflösung  findet,  nicht , grösser  , als  die  Ein- 
heit ist,  so  sind  die  Wurzeln,  der  gegebenen  Gleichung  offenbar 
beide  reell,  wie  die  Auflösung  selbst  zeigt. 

VVenn  aber  der  in  Rede  stehende  absoigte  Werth  von  cos  (y~yi) 
die  Einheit  übersteigt,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  imaginär,  wie > auf  folgende ' Art  leicht  gezeigt  wer- 
den kann.  ‘ ' ■ 


, Wegdet  man>’aBf  die  gegebene  quadratische  Gleichung  die  ge- 
wöbnlichO  algebraische  Auflösung ’iin,  so  erhält' man '*  ' 


a:  = rt  \/'\m*  — «. 


'^Nack  dem;  Gbj^’n  ist^  ab.er 


I < 


» ■ V 


- ' f 


* (1  I rr)* 

•.t  ' cos  (y--y,)*  = — — sin  (9Tf-9i)?»  > , 

*.  ’tang  (y.:4-'y,)«  ' m* 

sin  (y  y i ) I ^ I»*  -i-  (1  — «)*’  V 

und  folglich  ' ' 

' cos  ty  - y, )» = -,^4:  (7  r „).•  ' 

-i‘<‘i|st- nttw>  der 'absolute -Werth  ^vou  cos  (y  — y/)  grösser  als  die 
Einheit,  so  ist  • ' im.  . . ; !■ 

(y-i-n)\ 


1 1 - . ^ 


also 


{l-ny 


■>  ’■  . 

! - , I • » I * • 


i:. 


* (1  //I*  -4-  (1  — oüer  ■+•  (1  — »)*  — (1  “+"  ")*  <Ü  0, 

woraus  sich,  wenn 'man 'die  Quadrate  von  1 — » und  1+»,  ent- 
wickelt, sogleich  JT_  \ ^ 

i03*  — 4«'-«;^  P oder  :yOT*  — »<^0 

ergiebt,  und  folglich  mittelst  des  Obigen  erhellet,  dass  die  beiden 
Wurzeln  der  gegebenen  quäiiratischen  Gleichung  imaginär  sind,  wie 
behauptet  wurde.  ’ ' ' . • • . 

Sind  aber  die  beidenCWurzclü  imaginär,  so>  stellt  man  diesel- 
ben am  besten  unter  der  Form-r*:  ; -.f-  ^ 

Q (cos^©r*rsin  0^’ — 1) 

dar,  welches  bekanntlich  immer  möglich  ist.  ' Dann  ist 

' » ■<  • ' j V - V 


> o:*— «w.r-4-»==(a:— •^co80-7'ßsin0p/-^l)  (iZr—pcosö-f-^sinöV/— l), 

d.  i.  T .'o  .»'t.i  - 
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a:* — sin©*  = ,3;* — 2^^cos@+ö*, 
und  folglici)  ''  ” * . 

. ; '^»  ==«,  2^  cos  © = «»;  • * 

also  1-“  . 


) '>■ 


I . 


mittelst  welcher  Formeln  ?raan  ^ und  0 leicht  berechnen  kann.  Da 
man  indess  vorzüglich  die  Grössen  < ^ cos’0  und  q sin  0 zu  ken- 
nen wünscht)  so.  kann  man  • die  Formeln  auch  zweckmässig  unter 
der  Form  ^ * / , , . f 

cos  0..— C cos  0 = .‘«2,  ^ sin  0 = sip  .0  . y/« 

darstellen unter  welcher  sie  eine  sehr  bequeme  Rechnung  gestat- 
ten, wie  sogleich  in  die.  Augen  fallen  wird.  > »'  . / • 

Hat  man  die  allgemeine  Gleichung 

aufzulösen,  so  ist  im  yorliergelieoden ' ’ ^ ' 


1 .* 


X u 

m:=.  — , nz=:i^‘ 
x;  .X,: 


I I * I 


ZU  setzen,  wodurch  man  leicht 

t«ng  (y'4-SP.)  = ;^:::;r;;,,cosXy  — = sin'  (9+'g>,). 

oder  ! j.  . _ 

cot  (5p-+-5pjz=— cos  (y  — 5p,)=3T^^::pf  sin  (y-t-5p,) 

erhält.  Das  Kriterium,-  mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  oh 
die  VVurzeln  beide  reell  oder  imaginär  sind,  ist  dasselbe  wie  oben.  ' 
Sind  die  beiden  Wurzeln  ^magiuär,  so  bat f mau  zu  ihrer  Be- 
rechnung die  Formeln  ’ ’ ‘ ‘ 1 * • 


cos 


' A 


(»  cos  0 = Q sin  0 = sin  0 . \/ 


. { f * « ' • 


' ‘ Cm“  die  im  Vorhergehenden  entwickelte  Methode  auf..  ein  Bei-  ^ 
spiel  anzuwenden,  sei  die  Gleichung 

7,285  .r*  -F- 19,749  or  ~ 115,638  = 0 

gegeben,  ln  diesem  Falle  ist  ‘ : 

X = 7,285 

' 'X==z—  19,749 

-1- • ■ ••  'I  ' . . n*=i= --115,638.;  ..  . 

X— /z=  122,923 

» • x-|-.w  = — 108,352 

. , log  (x—/i*)  = 2,0896332 
••  ./  . . . , log.(xH-A)  ==  2 9348409  " 

cd  log  A ==  8.7044549  n .,j.. 

•4og  cot  (5P-4- q», ) = 19,7940881  u 
log  sin  (95 -I- y,)  =.  9)2003780  f» 
lou:  cos  (5p*— 9,9396738  m 
, ‘'y  -H  ■=  — 9®.  7'.  38^03 
9>  — 9»,  = 150.  29.  40:75 " ‘ ‘ ’ 

’ 2y  = 7i41.  22  2,72  ~ 

29),  = — 159.  37.  18,78 


. . » 
I . 


<i;  .it 


>1  i , 


< t) 
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i’*  -.s 


< . . ■ y,.==-i-79..  48.  39,39 

log  tang  9 = 0,4552944 

log  tiiifg  <jp,x=:  0,7453764  ft  ’/  * * 

tapg  5p  =,  2,852952 

.t  • -*.*  ■'  ’i.,  tapg  SPi  .='  — 5,563863  - - • < . 

Diese  beiden  Wertbe  von  tuog.  9 und  tang.9>|.  siud  die  gesucb- 
tcn  .Wurzeln.  Zur  Probe  hat  man  , ,**  . 

lang  9 + tang  5p,  ^^2,710911  und  -^^^2,710913. 

Die  Leichtigkeit  und  Kürze  der  obigen  Keclinung  wird  einem  Jeden 
sogleicK  von  selbst  in  die  Augen  fallen' • Wenn  97*^  9,  .'der  Null 
sehr'^nalie  kommt, -so  lcann:9P  — mittelst  der -Formel 

. .«  . ^ * l.  ’3f-l—  yU 

cos  (9  — 9,)  = — sin  (9-4-9,)  ..  .%• 

4 

bekanntlich  nicht  mit  der  erforderlichen  .Genauigkeit  gefunden  wer- 
den. ln  einem  solchen  Falle  kaUn^man  sicii  aber  aut  folgende  Art 
helfen  Man  berechne  den  Hülfswihkel  9 mittelst  der  Formel 

tang  = sin  (94-9J. 

Dann  ist 

cos  (9  — 9,)  =r  tang  9, 
und  folglich  ' 7 

1 — cos  (9  — 9, ) = 1 — tang  cos  (9  — 9,)  = 1 •+•  tang  9; 

alsQ(.r  » T, 

J1  * K » S M f t 5 I ***  * i 


M x:  ^ ; 


1 -^cos  (y.— V/>,)  ' 1 — tang  9 

1 -f-  cos'  (9  — 9,)  ~ 1 ■4- tcüjg  9 * 

d.  i.  nach  bekannten  Formeln  ' . ' . , _ 

4(y  — yi)*  = tang  'f45*^  ' 

also  tang  *(9  — 9,)==\/^tang  (45" — 9).' 

ln  diesem  Falle  sind  > folglich  die  Formeln  ; durch  welche  die  Auf. 
gäbe  aufgelöst  wird, 


X — ^ 


, tang  9 


s‘n  (SPH-SPi)^ 


oder 


tang  (9-4-9,)  = 

tang  ‘(9  — 9,)  = V/tang  (45®— 9) 


cot  (9  + 9,)  = —^—,  tang9  = — — sin  (9-4-9J, 
tang  ^(9  — 9, ) = V/  tang  (45®  — 9),, 


und  die  Rechnung  wird  nun  allerdings  etwas,  aber  doch  nicht  be- 
deutend weitläuüger.  \ 

Auf  Gleichungen  von  der  Form 

' ' ^ a-i-lta;  a -i-ßg;  ’ ' 

4“  «,4“^i^  ■ * 

wird  man  bekanntlich  häutig  bei.  der  Auflösung  von  Aufgaben  ge- 
führt, und  diese  Gleichui^en  führen,  gehörig  entwickelt,  jederzeit 
zu  einer  quadratischen  Gleichung,  nämlich  im  vorliegenden  Falle 
zu  der  Gleichung 

{6ßi — d^ß)  -4- a:•i*aa^  — «,«  = 0. 


/ 
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Wendet  man  nun  lAifi  diese  Gleichung  die  obige  Auflösungsmethode 
an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der.-Winkel  9 und  9,  die  Formeln 

cot  (y  + y.)  _ - 

/ \ .(^^1  ^iß)  ~k~  • f m \ 

COS  (y  - y .)  = - (A,.  - A.o)  (»■  + «>.)- 

mittelst  welcher  sieh  also  die  Winkel  9 und  9i,*'utid  folglich  aucii 
die  beiden  Wurzeln  tang  9 und  tang  y>^  unmittelbar  aus  den'acht 

f gegebenen  ,Coefficienten  ,und  ^1,  «i,  berechnen 

assen.  Die  Öerechnung  der'Grössen  '''  ' 

, ■ ."«1— «1«»  Äa,  — ; ,(f 

könnte  man  sich  .noch'  durch  die  Finfiibrung  von  Hiilfswinkeln'  er- 
leichtern, wobei  wir  aber  liier  nicht  länger  verweilen,  da  sich  die 
zweckmässigste  Methode  einem^  Jeden  leicht  von  selbst  darbie- 
ten wird.  ' ■ V . «'*  ' ■ { • v‘ 


• J> 


' ' ‘ 


• IV 

; «n  >i:  i I-  1 , -,s  »'  ) . . * , ■ ' . • . .. 

Amp^re’s  Auflösung  der  Gleichungen  des ’* 

vierten  Grades.  , . 

* * r , J ^ 

Nach  Correspondance  mathematique  et  physique  publiee  par  A.  QueteleL 
, T.  IX.  p.  147  frei  bearbeitet  von 


< i 


dem  Herausgeber. 


»’  f 


r-  V 


. 1 


1 

Die  gegebene  von  ihrem  zweiten  Gliede  schon  befreite  Gleichung 
des  vierten  Grades  sei  ■ 


, . 


» » 


ü ;r-  M 


.< . 


* ‘ 1.  .2T*  H-  -f-  c ==  0, 

i _ 

und  />,  r,  r 'seien  die  vier  Wurielni  dieser  Gleichung,  so  hat 
man -bekanntlich  die  vier,  folgenden  Gleichungen:  . . <■  * .. 

2.  />-f.9^-f-r-hr  = 0, 

3.  'pq  -+-  pr  -i-  ps  qr  qs  -h  rs  =1  a, 

4.  ' pqr pqs  prs qrs  z=  — 

• ' * 5.  pqrs  = c.  , . ; . . 

Aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  erhält'  man  leichte 

6.  r-f-r  = — {p~^^)i  ‘t 


I ‘ 
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ünd  folglich,  wenn  man  den  Werth  von  r-+-«  aus  der  Gleichung  6. 
in  die  Gleichung  7.  einführl:.  ' ^ 

pq  + rs  = a {p -\r  qY- 

Ferner  ist  nach  4. 

pq  {r  •+•■#)  r8{p  + q)^  — b, 

und  folglich  weged  der  Gleichung  6.  ' 

{7f7\rq)(pq  — r8)=ib, 

oder  . ‘ 

- Nach.  8,  und  9.  ist  nun 


{pq-hr8Y  = \a-+‘{p+qYY^  {pq-^^Y 


und  folglich,  wenn  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  suh-' 
trahirt, 

' /y2  ■ 

• ^pqr8=\a’^ip  + qYY^^^-^i 
also  nach  der  Gleichung  5. 

4<?  = I«  + (;>  -h  qY I * — ’ 

oder  nach  gehöriger  Entwickelung 

10.  ip  4-  qY  4-  2«  {p  4-  qY  + («*  “ iP  + 9Y  — = 0. 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  (p~{-qY  unbekannte 
Grösse  vom  dritten  Grade;  und  (;>4-y)*  lässt  sich  also  mittelst 
derselben  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  be- 
stimmen. Bezeichnen  wir  nun  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  des 
dritten  Grades  durch  p,  so  können  wir  {p-\rqY  = p,  und  folglich, 

11.  p + q = {/p, 

also  nach  6.  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander 

12.  r4“^  = 4= 

setzen. 

V Nach  8.,  9.  und  11.  ist  nun 

pq r8  z=z  a -h  p,  pq  — r8  = zhz 

also 

, b ^ ‘ b 

2pq  = a-hpd=:  2r^  = « 4- 

und  wir  haben  jetzt  folglich  zur  Bestimmung  von  p und  q die  bei- 
den Gleichungen 

13.  p^q=^zh:\/p,  2pqz=za-^pzh:^, 

und  zur  Bestimmung  von  r und  8 die  beiden  Gleichungen  * 

b 

14.  r4--»  = =F  2rÄ  = «f  4-/4  =p 

Aus  den  beiden  Gleichungen  13.  ergiebt  sich  leicht  ; 

' b 

....  p-\rq=^^\/pAP’-qYF=  — P’—^^{^^^7))’> 

und  folglich  entweder 

. Theil  1.  . - 2 
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p-i-q=z\/fiy  /I  — y===fc |/~ — r^) 

oder  

p + g = — \/lt,p  — q = ^y  — l>'  — i{a—  j^); 
also  entweder  ^ 

%pz=z\/fidz  |/—  p — 2(a  -+-  pr^),  2^==  \//i  =p^— /i- — 2(a-t~^) 

oder  ' . 

2p  =z-\/p  db  |/— ^-~2(a—  2^— /t— 2(»— ^). 

Aus  den  Gleichungen  14.  ergiebt  sich  ganz  ebenso  respective 

2r=— /x~2(«— j^),  2#z=-V//u=f]/~^— 2(«-  j^) 

oder 

2r=:V//^d=|/— /*— 2(«-|r^;^),  2#=V/^=jp|/— ^2(«-f- p^): 

Also  sind  die  doppelten  Wurzeln  unserer  Gleichung  des  vierten, 
Grades  entweder  

2p  = \/pzh:\/^p  — 2{a-h  p^), 

2^  = \/p=p  |/—  ^ — 2 (a  + 

2r=:  — \/pd=\/^p^  2 (dar  — p^), 

2#  = — \/^  |/~ — 2 («  — p^); 

oder 

2;?  = — ^ — 2(«—  j^), 

2^=z  — \/p=p\/—p  — 2ia-^  ^), 

2r  = V/A^^dz|/— /A  — 2(«H-  j^), 

2«  = \/^=p|/— 4t  — 2(«+  ^). 

Da  nun  aber  das  zweite  System  von  dem  ersten  offenbar  nicht 
verschieden  ist,  so  sind  die  doppelten  Wurzeln 

2/?  = V//*  d=  |/— |tt  — 2 ( « -H  , 

. 2^  = \/p  =p  Y—  p — 2 (»  + p^), 

2r  = — \//td=|/— /t  — 2(«—  ^), 

2^  = — 2(«—  p^). 

Aber  auch  die  obern  und  untern  Vorzeichen  in  diesen  Formeln 
liefern  nicht  zwei  verschiedene  Systeme  von  Wurzeln,  und  die  dop- 
pelten Wurzeln  unserer  Gleichung  sind  also 
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2;»  = -4- 1/— A*  — 2 4- 

— — 2(g+  ^-), 

2r  = — V//i,-f-  |/— ^— 2(«— 

2^=  _^^  — |/_^  — 2(»  - j^). 

Folglich  sind  die  vier  Wurzeln  unserer  gegebenen  Gleichung  . 
des  vierten  Grades 

= + ^ — 2(«-f-  |^)|; 

— ^ — 2(»-f- j^)|, 

r = — 2(flP~  j^)j, 

e = — /i  — 2(«—  ^)}. 

Weil  jede  cubisclie  Gleichung  bekanntlich  mindestens  eine 
reelle  Wurzel  hat,  so  kann  man  immer  annehmen,  dass  (a  eine  reelle 
Grösse  ist. 


V. 

I 

lieber  die  Bestimiming  der  Anzahl  der  zwischen 

gegebenen  Gränzen  liegenden  reellen  oder 

imaginären  Wurzeln  der  algebraischen 

Gleichungen. 

% 

Nach  einer.  Abhandlung  des  Herrn  Abbe  Moigno  in  dem  Journal  de 
Matheinatiques  pures  et  appliquees,  publie  par  Josenh  Liouville.  Fevrier 

1840.  p.  75.  frei  bearbeitet  von  aem  ' . ..  / 

Herausgeber.  v 


A. 

Einige  vorbereitende  Sätze  von  den  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionen  und  von  den  Gleichungen. 

§.  1. 

Erklärung,  Wenn  man  jedes  Glied  einer  ganzen  rationa- 
len algebraischen  Function  der  veränderlichen  Grösse  x mit  dem 

2* 
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ExponenteQ  der  in  demselben  enthaltenen  Potenz  von  multipÜcirt/ 
und  diesen  Exponenten  der  Potenz  voa  a:  selbst  um  eine  Einheit 
vermindert;  so  heisst  die  auf  diese  Weise  aus  der  gegebenen  Func- 
tion erhaltene  oder  abgeleitete  Function  die  erste  derivirte 
Function  der  gegebenen  Function,  und  soll,  wenn  /(a:)  das  Sym- 
bol der  gegebenen  Function  ist , durch  bezeichnet  werden. 

Für 


ist  also,  wenn  inan  sich,  wie  dies  in  allen  Fällen  erforderlich  ist, 
das  erste  constante  Glied  unter  der  Form  ÜÄrgestellt  denkt, 

die  erste  derivirte  Function  , 


und  diese  erste  derivirte  Function  ist  also  im^er  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grade  als  die  gegebene  ganze  rationale  algebraische  Function. 

Die  erste  derivirte  Function  von  ganz  auf  dieselbe  Weise 

genommen  wie  vorher,  heisst  die  zweite  derivirte  Function 
der  gegebenen  Function  y*(.Z’)  und  wird  durch  y'"(.zr)  bezeichnet. 
Die  erste  derivirte  Function  von  /"(a’)  heisst  die  dritte  derivirte  . 
Function  von  /'{a:)  und  wird  durch  bezeichnet.  Die  erste 

derivirte  Function  von  /'"''(a*)  hei.sst  die  vierte  derivirte  Func- 
tion von  und  wird  durch  /""[.t]  bezeichnet.  Deberhaupt 

heisst  die  erste  derivirte  Function  der  (X- — Ijsten  derivirten  Function 
von  y'(.Z’)  die  Xte  derivirte  Function  von  y(.z*)  und  wird  durch 
bezeichnet. 


§.  2. 

Lehrsatz.  Wenn  f{a:)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function,  und,  indem  C eine  beliebige  con- 
stante Grösse  bezeichnet,  F {a:)  = Cf\ai)  ist;  so  ist 
jederzeit 

F'{a;)  = C/'ia;). 

Beweis.  Es  sei 

/{a:)  = «To  -f-  a^a;  a^a:"  a^a:^  .... 

und  folglich  nach  der  Voraussetzung 
F{a:}  = aoC-\-  ayCa:  -i-  a^Ca:^ 

so  ist  nach  §.  1. 

/''{a:)  =zz  ^a^a:'  ■+•...•+*  nan^”~^y 

F'{a:)  = ayC-\-  Ca:  3«,  C.x"^  -h  . . . *+•  nanCa:”-^^ 

also 

F\a:)  — €{ay  -+-  2«j.z:  -f-  3 . -h  ^), 

und  folglich  offenbar 

• F\a:)  = Cf\a:)y 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

3.  . 

Lehrsatz.  Wenn  /’(.r)  und  (p(a:)  ganze  rationale  al- 
gebraische Functionen  sind,  und 

F{a:)=zf{a:)^^(a;) 

t 


DIgitized  by  Google 


' \ 

• 21 

ist;  so  ist  jederzeit 

F'{a:)=if{  .v)  4-  <p'{a:) . 

Be^veis.  Bs  sei ' 

5p(^)  = «o  -H  «X^ -4-  «2^®  -f“  «3^’  -f-  »• . -h 

wobei  wir  annehmen  wollen,  dass  n'^x  sei;  so  ist  nach  §.  1. 

= «,  -h  -J-  3 ...  + 

5p'(o?)  = «,  -f-  2a2or  -4-  3«3.z:*  + . . . -4-  i, 

und  folglich 

-f-  ) 

= + a,  “|-2(flf2  4-aj)^-|-3(<r3 

-4-  (xHf-  1)  4-  (^*4-2)  flrx+2-*^'*''  + . • . H-  thOnOC:^^. 

Weil  nun 

^ r{a;)=f{a:)  + y>(a;) 

= «0  + «o  + (®x  + “i)  + (<ä?2  -f-  «»)  .2;®  + ...  Hh  («x  + «x)  • 

<4-  -I-  + • • • + a„a7*^ 

ist;  so  erhellet  die 'Richtigkeit  des' Satzes  unmittelbar  mittelst  §.  1. 

§.  4. 

Erster  Zvtatx.  Wenn  F(^)i  u*s*w. 

ganze  ratio iiale  algebraische  Functionen  sind  und 

F{a:)  = /(a’)  + 5P  (.ir)  1//  (.r)  + (.r)  -4- . . . . 

ist;  so  ist  jederzeit 

F%a:)  =/'(-^)  -h  + . . . . 

Von  der  Richtigkeit  dicvS^s  Satzes  überzeugt  man  sich  sehr 
leicift  durch  eine  successive  Anwendung  des  vorigen  Lehrsatzes. 

§.  5. 

Zweiter  Zvsatx.  Wenn  Fi'^)  '*“‘1  <p(^)  ganze  ratio- 
nale algebraische  Functionen  sind  und 

^W=/C^)~  spW 

isf;  so  ist  jederzeit 

F%a:)  =/V)  — 

Nach  der  Voraussetzung  und  nach  §.  3.  ist 
/(.r)  = F(a:)  + y (.r),  Fi^)  = 

also 

F^ia:)  =/'(^)  — SP'W, 

wie  behauptet  wurde. 

§.  6. 

Lehr%at%»  Wenn  f{a:)  eine  ganze  rationale  alg'e-  • 
braische  Function^  und,  indem  fi  eine  positive  ganze 
/Zahl  bezeichnet,  F{£c)^a:f^ f{x)' so  ist  jederzeit 

F’ijx:)  = f \x)  + lyC-r). 

Beweis.  Es  sei 
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^0  ■+•  ^ “h  ^2  "f"  Hh  • • • “f*  «n  £C**i 

80  ist  nach  der  Voraussetzung^ 

'F(a;)  = aa  ^ + «,  + ^^  + ...4-»«  a;f^, 

und  folglich  nach  §.  1. 

F\a:)  = fi49o  4:  (a*  + 1 )«,  ^ + (a*  4-  2)a,  4. . . . 

4“  4” 

= 4"  2<jr,  ^ 4-  3«,  ^ ^ .2?«--i) 

4-^^^*(«ro  4- «,  ^4-«»  ^*4-«i  4- . . . 4-«n^”), 

woraus  der  *zu  beweisende'  Satz  unmittelbar  erhellet. ' 

§.7. 

L^eÄrsatx,  VPenn  y(.2r)  und  9(.r)  ganze  rationale  alge- 
braische Functionen  sind,  und 

. ^(-^)  =/(«5P)  SP  W 

ist;  SO.  ist  j e de r^eit 

’ i^)  =/(^)  9'  (^)  4-  y (^)  Z'  (or). 

Beweis.  Es  sei 

/(•^)  = «o  4-«,^4-  «2^*  4-«j.a^*  4-. . .4-flr„^j 
und  folglich  nach  der  Voraussetzunsr 

r(a;)  = ao  5p(^)4- «i^spW 4- «2  •*^*9P(^)4-  ...  4-»«^y(^); 
so  ist  nach  §.  4.,  §.  2.  und  §.  6. 

F'(a;)  = ao  SP'(^)4-«,  l5p(.r)| 

4- «2  !-*^*SP^(.^)4-2.z:5p(.r)| 

■4«,  l.*^’SP'(«*^)4-3^*<jp(.2r)} 
u.  s.  w. 

4“«f«  |.27”5p'(.it?)  4“».*?”—^y(.ir)j  • 

= (»O  4-  «1  4-  «^2  4“  «,  4- . . . 4-  «n  .z:«)  g>'{a:) 

4-  (»,  4-  2»,  o:  4-  3«,  or*  4-  . . . 4-  /wzn  9(0:), 
woraus  mittelst  §.  1.  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  erhellet. 


§.  8. 

Erster  Zusatx.  Wenn  f{x)  und  9(0?) 
algebraische  Functionen  sind,  und 

E(a:)=/‘(a:)  g){a:) 
ist;  so  ist  jederzeit 


« 

ganze  rationale 


^(£) f(^)  , 

* . /(^)  ~*~9(o:)* 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  §.  7.,  wenn  man  auf 
beiden  Seiten  der  dort  bewiesenen  Gleichung  durch  E(a:)  — 
f{a;)  9(.r)  dividirt,  ® ^ ^ 


§.  9. 

ZttfCttCf  ZuattXt  Wenn  vf.*1 

rationale  algebraische  Fudctio^en^ind^und  ■ ‘ 
F(^)  =/{a:)  9p(a:)  y,(a:)  x{jr) 


ganze 


> 


I 


t ■ 
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ist;  so  ist  jederzeit 

/'(^)  I , V'X^)  _-_/(^)  . 

Fia:)  /(o:)  y(ar)  V»(^)  xi^)  

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  leicht  durch 
eine  successive  Anwendung  des  unmittelbar  vorhergehenden  Satzes. 

§.  10. 

I/cFirsatx,  Unter  der  Voraussetzung,  dass  n eine  po> 
sitive  ganze  Zahl  bezeichnet,  sei  = {a:  a)" so 

ist  jederzeit 

9 n(^)  ==  «(^  -+- 

Beweis.  Weil 

(.jr -f- «)”  = (.a?  + ä)  (.z* 
d.  i.  in  der^ingeführten  Bezeichnung 

' . ^ 9n(^)  = (.r  + «)  9«_i  (a;), 

und  nach  §.  1.  die  erste  derivirte  Function  von  + a der  Einheit 
gleich  ist;  so  ist  nach  §.  7. 

= (^  + «)  <p'n-i{a:)  -f-  9»-i(.r) 

oder  • 

g>n{^)  = (.r  -4-  «)  1 9 -f-  9n-2(.r)  j . 

Durch  successive  Anwendung  dieser  Relation  erhält  man 
9'i(^)  = l ' ' 

9'»(-a^)  ==  (^  4-  «)  1 9'i  (^)  4-  9o W I = 4-  «)  S 

y,(^)  = (;t4-«)  l9'a(^)4-9i(-*^)l  =3(.a?4-a)*, 

9'4(^)  = (•^4-«')  l9'3W4-9aW{  =4(.jp4-«)‘, 

9',(^)  = (.r4-«)  l9'4(**^)4-9i(*=*^)}  =5(o7  4-a)*, 

. u.  s.  w. 

Also  ist  offenbar  für  jedes  positive  ganze  n 

9 n(^)  = 4-  «)”“*, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  11. 

£je/irsat%.  Wenn  f{a:)  eine  ganze  rationale  algebrai- 
sch eFunction  von  ^ist,  und  also  die  ganze  ratio* 

nale  algebraische  Function  von  a:  bezeichnet,  welche 
man  aus  /{a:)  erhält,  wenn  man  für  oc  setzt;  so. 

wird  die  erste  derivirte  Function  von  in  Bezug 

auf  sc  als  veränderliche  Grösse  erhalten,  wenn'  man  in 
der  ersten  derivirten  Fmnetion  f\cc)  vony(.a;)  für  sc  die 
Grösse  sc-^-a  setzt. 

Beweis.  Es  sei 

' /(.jr)  = «o  4-  sc-\-  «I  4--«»  .r*  4-  . . . 4-  »n  ät”, 

und  folglich 

f'{pc)  = «j  4-  2«,  sc  4“  3«,  .r®  4-  « . • 4-  3C”^\ 

Setzen  wir  nun  /{cc-^a)  = 9(.*’)>  so  ist 

y>(sc)  =:  ito  Hr  ^ I (.a: -4- «)  4“  «a  4- 4-^«3  (.r4-»)*4"  •• 

4-<»n  (.t4-«)"5 
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t 


und  folglich  nach  §.  4.,  §.  2.  und  §.  10.  ' 

^'(ar)  = aj  +2«*  (^-f-<jr)-|-3flr3 

Weil  nun  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 

offenbar  aus  dem  obigen  erhalten  wird , wenn  man 

für  a:  setzt,  so  erhellet  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes. 

Anmerkung.  Vermöge  dieses  Satzes  ist  man  berechtigt,  die 
erste  derivirte  Function  von  iu  Bezug  auf  Jc  als  verän- 
derliche Grösse  durch  zu  bezeichueu. 


§.  12. 

Wenn 

/(.r)  = «o  “F*»i  ^-+-«8  -h  . . • + 

ist,  so  ist  nach  §.  1.  ■ > 

f'(a:)  =:  1 . «1  -I-  2«2  a:  + 3^3  .r*  -f-  ha^  or*  -j-  . . . >, 

f"{a:)  = 1 . 2/5f2  -1-2 . 3»,  ä’-1-3  . , +(» — 

f"'{cc)  = 1.2. 3«j  -1-2 . 3 . 4«4  »Z7-1- . . . — 2)  (n  — 

= 1,2.3. 4^4  -1- . . . -1-  (»  — 3)  {n  — 2)  {/i  — 1)  «»«.r”— 

u.  s.  w. 


/("— ^)(.r)  = 1 . 2 . 3 . . . (ä  — 1)  an—i  -h  2 . 3 . 4 . . . na„a:,  , ‘ ‘ 


= 1 . 2 . 3 . 4 . . . 

woraus  sich  zugleich  der  Satz  ergiebt,  dass  die  ^te  derivirte 
Fu.nction  einer  jeden  ganzen  rationalen  algebraischen 
Function  des  /»ten  Grades  eine  const ante  Grösse  ist,  und 
alle  folgenden  derivirteu  Function  daher  verschwinden, 
weil  die  derivirten  Functionen  einer  jeden  coiistanten' 
Grösse  C,  die  man  immer  unter  der  Form  Ca:^  darstellen 
kann,  natürlich  sämmtlich  verschwinden. 

.Setzt  man  nun  aber  in  den  sämmtlicheu  obigen  Gleichungen 
a?  = 0;  so  erhält  man 


/(O)  =«„, 

/'(O)  =1«., 

/"(O)  = 1 . 2«., 

/"'(0)  = 1.2.3«,, 

u.  s.  w. 


/’(«— 1)(0)  = 1 . 2 . 3 . . . (y»  — 1)  «n— 1» 
/Xn)  (0)  = 1 . 2 . 3 . 4 . . . na„, 


und  folglich 

_ ' rm  , /'(o) 

«O=/(0),  «,=-^,  fl?2=-j-77,  «3 


rm 

1.2.3’  *• 


a„ 


1 • • 


Also  ist 

I.  A^)  =/(0) 


/(O)'  . /"(O) 


a: 


1.2 


r(o) 

1.2.3 


■a:* 


ßn)(0) 


n 


welches  ein  sehr  merkwürdiger  Ausdruck  einer  jeden  ganzen  ratio> 
nalen  algebraischen  Function  des  »ten- Grades  ist.  - 


\ 
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• r ^ 

Setzt  man  y*(^<+-«)  = gp(i),  so 'ist  nach  dem  so  eben  bewie- 
senen Satze,  weil  9(2)  offenbar  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function>des  ^ten  Grades  von  «.ist, 


4-  «)  = sp(0)  -4- 


£m 

1 ^ 

X • 


y'"w 

1.2.3 


1 « • • Tt 


#». 


Durch  successive  Anwendung  des  in  11.  bewiesenen  Satzes  er- 
hält man 

y(i) 

9'{*)  =f\^  -4-  *)> 

U.  8.  w. 

-4-  *)  ? 

und  folglich  ' ' ' • ’ 

5P(0)  =/{a:),  <jp'(0)  =/X^),  9''(0)  =/"(^),  . . . </)(«)(0)  =/(«)(^). 


Also  ist  nach  dem  Obigen 
II.  y(.2:-4-j)  = 

welches  ebenfalls  eine  sehr  merkwürdige,  und  an  Folgerungen  sehr 
fruchtbare  Formel  ist. 


/'W 

1.2 


.*2 


r\^ 

1.2.3 


o'3 


1 


n 


13.  ■ 

Um  eine  Anwendung  der  Formel  11.  in  • dem  vorigen  Paragra- 
phen zu  zeigen,  sei  /’(^)==;r”,  wo  u eine  positive  ganze  Zahl 
sein  soll,  und  folglich 

-4-  i)  = (ir  H-  «y. 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  und  nach  §.  1. 

f(a;)  =o:”,  . • • 

' ' 

f"{a;)  = n{n  — 1 ) # 

/'"{x)  = n(n  — 1)  (n  — 2)  ^«-3^ 

u.  s.  w. 

= fi(ji  — 1)  (:»  — (ä'*  — 3)  ...  2 . 1 

ist;  so  ist  nach  §.  12.  11. 


/ .V  » «(w—l)  . ^(n~l)(n — 2) 

_ 1 


n(n  — 1) ...  2 
1 ...(w  — 1) 


n(n — 1)...  1 
l...n  . 


welche  Gleichung  der  analytische  Ausdruck  des  Binomischen 
Lehrsatzes  für  positive  ganze  Exponenten  ist. 


§.14. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  /‘(a^)  und  y>(a:)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sind,  wollen  wir  nun  noch  das  allgemeine 
Gesetz  der  höbern  derivirten  Functionen  der  ganzen  rationalen  al- 
gebraischen Function  . ‘ ' ' 


\ 


I 
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F(a:)  =/(ä?)  y(^) 

entwickeln.  , 

Wendet  man  auf  diese  Function  die  aus  dem  Obigen'  bekannten 
Regeln  zur  Entwickelung  der  derivirten  Functionen  au^  so  erhält 
man  nach  und  nach: 

F'{a:)z=zf[a:)  y'(.2r)  sp(^), 

F(a:)  =/{a;)  y"(^)  SP'(^) 

=/(^)  SP"(^)  4-  SP'(^)  4“/"(^)  SP(^)»  • 

u.  s.  w. 

Ueberlegt  man  nun,  dass 
a:  ^ i z=z  a: *i 
• = ÄT*  -H  .Tf 

-f-  4-  »*  * , 

==  o?*  4“  2^/  4- 
(;r  4-  *)*  = -a?*  4-  2:r*e  4-  .r#* 

4-  4“  2.ZT#*  4-  P 

= or*  4“  3.r*/  4-  ^a:i*  4“  **» 
u.  s.  w. 


ist;  so  wird  man  sich  sogleich  überzeugen,  dass  die  numerischen 
Cocfficienten  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelungen  der  deri- 
virteii  Functionen  der  Function  F{^)  nach  und  nach  ganz  eben  so 
entstehen,  wie  die  numerischen  Coefücieiiten  der  einzelnen  Glieder 
der  Entwickelungen  der  Potenzen  von  Daher  sind  die  nu»- 

merisclien  Coefllcicnten  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung  von 
jF'(^)(^)  einerlei  mit  den  numerischen  Cocfficienten  der  einzelnen 
Glieder  der  Entwickelung  von  (o:4-i)^,  und  es  ist  also  nach  dem 
Obigen  und  nach  §.  13.  olfenbar 

t 1 


(x-l)(;r-2) 

1.2.3 


9 


( 


u.  s.  w. 


. - Jf(x — l)(x— 2) ... 
i X 

A • • • • A 


5p(.r). 


§.  13. 

Wenn  man  iu  der  aus  §.  12  bekannten  Gleichung 

A^+i)  i +-^  <*+... 


1...» 


in 
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für  a:  und  i respective  a und  j7-^a  setxt;  so  wird  dieselbe 


A^)  =/](«)  ■+• 


Ist  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  mdn^)  ist, 

/(«)— 0, /'(«)= 0,  rv)  = 0.  •••/'”■-«(«)= Oi 

so  ist 

und  folglich  die  Function  A^)  offenbar  durch  {a: — a)°*  ohne  Rest 
tbeilbar. 

■ Wenn  umgekehrt  die  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  zrten  Grades  A^)  durch  (a: — ay^  ohne  Rest  tbeilbar  ist;  so'  ist 

' A^)  ==  (•*^-7«)''*  sK^) » 

wo  9>(^)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  a:  be-/ 
zeichnet;  und  nach  §.  14.,  §.  2.  und  §.  10  ist  folglich,  wenn  nur 
» nicht  grösser  als  m ist, 

==  (o:— «)”*  9>C*)(o:) 

-4-  "j-  . 9p(^*”l)(.jp) 

+ . m{m — l)(.z? — 

^ 2 ^‘2  ^3  • »*(f» — l)(«i — 2)(.r — a)**— 3 5p(*—3)(;r) 

u.  s.  w. 


x{x — l)(x— 2)  ..2.1 

1 • • • ♦ X 


Hieraus  siebt  man,  dass  die  Entwickelungen  der  derivirten 
Functionen 

' /'(^),/v)./"'(-^);  • • • ./‘"-«(.r)  • 


in  allen  ihren  Gliedern  die  Grösse  a; — a als  Factor  enthalten^  wor-* 
aus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  diese  derivirten  Functionen,  so 
wie  die  Function  A'^)  wölbst,  für  ^ = a sämmtlich  verschwinden, 
oder  dass 

/(«)  = 0,  /'(«)  z=  0,  f"{a)  = 0,  . . ./(«-!) (ä)  = 0 

ist.  • 

Aus  dem  Bisherigen  ergiebt  sich  also  der  folgende  Satz:  . 

Wenn,  unter  der  Voraussetzung,  da8s'»?<^»  ist, 

. f(a)  = 0,  y(a)  = 0,  /"(«)  = 0,  ...  /(«-0(»)  = 0 

ist;  so  ist  die  Function  A"^)  jederzeit  durch  ohne 

Resttheilbar,undumgekehrt. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar,  dass,  wenn 
A-^)  durch  keine  höhere  Potenz  von  a: — a als 
tbeilbar  ist,  nur 


®)  Weil,  wenn  an  der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  ganzen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  /"{a:)  des  «ten  Grades  ist,  welcher  also 
nicht  verschwindet,  bekanntlich  J^(»)(;r)ät:  1.2.3. und  folglich' 
auch  /(")(«)  = 1.2.3...  nan  ist ; so  ist  nie  /(»)(«)  0. 
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' yt») = 0.  f(») = «.  /"(») = 0, . . . >—«(») = 0, . - 

nicht  auch /^")(»)  = 0 ist. 

§.  16.  . 

Lehrsatz,  Wenn  jdie  veränderliche  Grösse  .ir,  von 
welcher  die  ^anze  rationale  algebraische  Function  des 
nten  Grades  /(.a?)  mit  lauter  reellen  Coefficienten  ab- 
hangt,  sich  von  a bis  6 stetig  verändert;  so  verändert 
sich  die  Function  /'{•ic)  von  bis  stetig. 

Beweis.  Dass  jede  ganze  rationale  algebraische  Function  für 
jeden  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werth  ihrer  veränderlichen 
Grösse  einen  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werth  erhält,  ist 
für  sich  klar. 

Nach  der  Formel  §.  12.  II.  ist  allgemein 


/{a;  H-  i)  =/(^)  -f- 


und 


/vj . . r(^). 

1.2 


f\x)  r X)  fix)  , , fMix)  ■ 


ist  folglich  die  V'eränderung,  welche  yi-x)  erleidet,  wenn  x sich 
um  i ändert.  Bez|||^nen  wir  nun  den  absoluten  Werth  derjenigen 
unter  den  Grössen  . ' > 

yi(£)  .n^  rix)  • 

1 ’ 1.2’  1.2.3’  *•  1.../»  ’ 

welche  den  grössten  absoluten  Werth  haben  ^),  durch  F,  und  den 
absoluten  Werth  von  i durch  /, ; so  ist  der  absolute  Werth  von 


1 1.2  * "'■1.2.**  ■ •••  ■ !...„ 

nicht  grösser  als 

-f- * -H  ’ 4- . “1- «i”)» 

d.  i.  nicht  grösser  als 

ri.  (i+i. + i.  > ^ ...+ 

Nehmen  wir  nun,  was  offenbar  verstattet  ist,  kleiner  als  die 
Binheit;  so  ist 

pg|(l— g'i”)  ^ Fe, 


1-e,  1-e,  ’ 

und  folglich  der  absolute  Werth  von 


kleiner  als 


J 

Fe, 

1-eV 


I ^ 

X • ^ 


1.2.3 


rXx)  . 

** i ^ 

1 ...^ 


Bezeichnet  jetzt  fi  eine  beliebige  positive  Grösse,  'SO  ist  die 
Bedingung 

Fe. 


1- 


77<F 


*)  Mehrere  dieser  Grössen  können  gleiche  Werthe,  also  auch  mehrere  den 

grössten  absoluten  Werth  haben.  • • 
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jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

Fi, 

erfnirt  ist,  und  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Be- 
dingung 

. -{-V)  i ^ ti.  oAtr 

erfüllt  ist.  Nimmt  man  als»  ^ 

i ' ' 

und  folglich,  wie  es  nach  dem  Obigen  erforderlich  ist^  auch 
so  ist  ' 

» 

und  nach  dem  Obigen  folglich  der  absolute  Werth  von 


/l£). 

1 ^1.2  ^1.2.3 


l.„n 


kleiner  als  fi.  Da  man  nun  die  Grösse  /u  beliebig  klein  annehmeii 
kann,  so' sicht  man,  dass  die  Grösse 

1 1.2  * ^1.2.3  i.„n 

der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  t nahe’ 

fenug  bei  Null  annimmt,  und  der  Null  unendlich  nahe  kommende 
eräiiderungeii  der  veränderlichen  Grösse  a:  führen  also  offenbar 
der,  Null  unendlich  nahe  kommende  Veränderungen  der  Function 
y(.r)  herbei.  ' 

Weil  nun  jedem  endlichen  völlig  bestimmten  reellen  Werthe 
der  veränderlichen  Grösse  oc  ein  endlicher  völlig  bestimmter  Werth 
der  Function»/’(.r)  entspricht;  weil  ferner  der  Null  unendlich  nabe 
komn^.nden  \ eränderuugen  der  veränderlichen' Grösse  jc  der  Null  un- 
endlich nahe  kommende  Veränderungen  der  Function  /{xi)  entspre- 
chen; weil  endlich  f{a)  und  f{lß)  die  Werthe  sind,  weiche  die  Func- 
tion für  jc-=.a  und  a;-=:.b  erhält;  so  ist  klar,  dass  die  Function 

/“(.zr)  sich  von  /'(«)  bis  f{(*)  stetig  verändert,  wenn  die  veränderliche 
Grösse  ac  sich  von  a bis  b stetig  veräbdert,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  n. 


Erster  lMsat%.  • Die  ganze  ■ rationale  algebraische 
Function  , , 

f(x)  ==  aQ-\~ayOC  «„o:" 

mit  lauter  reellen  Coeffici enten  nähert  sich  der  Grösse 
tfools  ihrer  Grän zc,  wenn  .r  sich  der, Null  nähert,  und  ^ 
' kann  dieser  Gränze  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  a:  nahe  genug  hei  Null  annimmt. 

Da  die  ganze  rationale  algebraische  Function  für  .r=:0! 

den  Werth  erhält,  und  sich  nach  dem  vorigen  Lehrsätze  von.<So' 
an  stetig  verändert,  wenn  man  sich.^  von  Null  an  stetig  verän- 
dern lässt;  so  erhellet  die  Richtigkeit  des  Satzes  mit  völliger 
Deutlichkeit.  ’ 


/ 


DIgitized  by  Google 


30 


18. 

Zweiter  2kteatz.  Für  a:  lassen  sich  immer  der  Null  so 
nahe  kommende  Werthe  angeben,  dass  das  Vorzeichen 
der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

/{a:)  = *+•  H-  ...  -H 

mit  lauter  reellen  Coe^icienten,  wo  nicht  verschwin« 
' den  soll^  mit  dem  Vorzeichen  ihres  ersten  Gliedes 
einerlei  ist.  , 

Es  ist 

f(a:)  = H-  -H  ...  -1- 

Nähert  sich  nun  a:  stetig  der  Null,  so  nähert  die«  Function 

sich  nach  dem  vorigen  Zusatze  stetig  der  Grösse  als  ihrer 
Gränze,  und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
man  nur  a:  nahe  genug  bei  Null  aonimmt,  wird  also  für  der  Null 
• sehr  nahe  kommende  Werthe  von  x.  oti'enhar  mit  gleiches  Vor* 
Zeichen  haben,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Function 

f{a^)  = o;"*  («o  “F-  «2-2?*  H-  «3^*  -4-  ...  -H  an^x^) 

für  der  Null  sehr  nahe  kommende  Werthe  von  a:  mit  glei- 

ches Vorzeichen  hat,  wie  behauptet  wurde. 


f.  19. 

Dritter  Zusatz.  Für  x lassen  sich  immer,  absolut  ge* 
nommen,  so  grosse  Werthe  angeben,  dass  das  Vorzei* 
eben  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

/(^)  = «0*2^  4-  1 -I-  -j,  , gfn—i 

mit  lauter  reellen  Coeffici enten  mit  dem  • Vorzeiehen 
ihres  höchsten  Gliedes  a^x**  einerlei  ist. 

Es  ist 


/(•*) = («< 


«I 

O! 


On-i  , an 


xn—\ 


xn 


) -2^”, 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen  — = ^ gesetzt  wird, 

f{x)  = («o  *+*  ^ "4"  «2^*  H- . . . -4“  H-  an^”)  x^. 

Für  der  Null  unetidlich  nabe  kommende  Werthe  von  $ hat  nach 
dem  vorigen  Zusätze  die  Grösse 

«o  -F-  »1$  -F-  + . ..  “h  -4- 

mit  <7o)  ^1^30  Grösse 

f(x)  = (»o  -F-  «1^  «2§*  -4- ...  -4-  *4-  »«?”)  X”- 

mit  a^x*^  gleiches  Vorzeichen,  woraus  die  Richtigkeit  des  zu  be- 
weisenden Satzes  unmittelbar  erhellet,  weil  der  Null  unendlich  nahe 
kommenden  Werthen  von  % offenbar,  ohne  Rücksicht  auf  die  Vorn 

Zeichen,  unendlich  grosse  Werthe  von  x^z-j  entsprechen. 


1 
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^.20. 


Es  sei  jetzt  * 

/(  2=  ^ (a: — ay"  (a: — 1>)P  (ar — cyt  {a: — ... . , 

\ 

wo  u4  eine  beliebige  constante  Grösse  bezeichnet,  und  die  Grössen 
ay  6,  Cy  dj  sämmtlich  unter  einander  ungleich'  sein  sollen. 

Durch  Entwickelung  der  ersten  derivirten  Function  dieser 
Function  ßndet  man  leicht 

, p ._i_  . 

/(x)  — x-a  ^ x-b  ^ x-c  ^ x-d  ^ 


m {a:-fi){a:-c){x-d) . . ♦ ■+-p{a:~ä){x-c){a:-d) . « . -f-  y {x-a){x-b)  {x-d) 

i^ac-a)  {x-h)  {x-c)  {x-d) .... 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  der  Kürze  wegen  respective  durch 
’ F{a:)  und  Fy(a:)  bezeichnet, 

.f(x)__  F{x) 
f{X)  Fy{xy 

Sei  nun  tp{a:)  der*  grösste  gemeinschaftliche  (algebraische) 
. Divisor  von  /(’HC)  und/‘'(.zr);  so  sind,  wenn  wir 

fi^)  / X /(^)  / ^ 

setzen,  uud  Vi(jc)  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 

nen von  XTy  die  für  keinen  Werth  von  a:  zugleich  verschwinden, 
weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  offenbar  nicht  der  grösste 

gemeinschaftliche  Divisor  von  f{x:)  und  f{<x)  sein  würde. 

Ans  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich 

Fix) F(;r)  q>(x) 

fix)  F{{x)  (f>^ix)‘ 

Weil  jP,(a)  = 0 und  nach  der  Voraussetzung,  wie  sogleich  in  die 
Augen  fallen  wird,  nicht  F[a):=0  ist;  so  muss  wegen  der  vor- 
hergehenden Gleichung  offenbar  ^,(<3r)  = 0 sein,  woraus  sich,  weil 
g>(x:)  und  für  keinen  Wörth  von  .r  zugleich'  verschwinden, 

ferner  ergiebt,  dass  nicht  0 ist. 

Weil  9>/(tf)  = 0 ist,  so  gebt  a:  — «in  SPi(^)  ^^<1 


Viix) 
X — a 


==  9,(or) 


ist  folglich  eine  ganze  rationale  algebraische  Function. 
Obigen  ist  nun 

Fjx)  (fix) 

Fy{x)  :{x  — a)  9p, (x)  : (x  af 


d.  i.,  wenn  wir 

(a:  — 6)  (a:  — c)  (x:  — d)  , , 


= -f’.M 


setzen, 


Fix)  (fix) 

F^ix) 


Nach  dem 


\ 
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Weil  weder  y>{a)  = 0,  noch  JF’^(a)  = 0 ist,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Gleichung,  dass  .auch  9>,(a)  nicht  verschwindet.  • 

, Nimmt  man  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  klar, 
dass  a eine  Wurzel  der  Gleichung  5p,(.r)==:Q  ist,  dass  aber  diese 
Gleichung  die  io  Rede  stehende  Wurzel  nur  ein  Mal  enthalt,  und 
auf  ganz  ähnliche  Art  überzeugt  man  sich,  dass  auch  jede  der 
Grössen  c,  . eine  Wurzel  der  Gleichung  5p,(.a;)  = 0 ist, 

dass  aber  diese  Gleichung  jede  der  in  Rede  stehenden  Wurzeln  nur 
ein  Mal  enthält. 

Zeigen  lässt  sich  nun  auch  noch  ohne  Schwierigkeif,  dass  die 
Gleichung  5p,(.2;)==0  ausser  a,  ä,  <?,  //,  . . . ._  gar  keine  Wurzel 
weiter  hat.  Wäre  nämlich  g-  eine  nicht!  unter  «,  . 

vorkommende  Wurzel  der  Gleichung  9) , (.r)  =:  0 , und  folglich 
9)j(^)  = 0;  so  müsste,  weil  nach  dem  Obigen 

f 

ist,  offenbar  auch 

9)(g-)  ••/’,(§•)  = 0, 

und  folglich  entweder  ^{g)z=zO  oder  = 0 sein.  Beides  ist 

aber  nicht  möglich,  weil  die  Functionen  und  (pi(-xr)  für  kei- 

nen Werth  von  a:  zugleich  verschwinden,  und 

= («■—«)  («■— i)  («-—e)  (s-—rf) 

offenbar  nicht  verschwindet,  weil  die  Grösse  g unter  den  Grössen 
Iff  Cf  (l,  ...  . nicht  vorkommt. 

Man  sieht  also , dass  jede  der  Grössen  6^  Cy  df  . , . , eine* 
Wurzel  der  Gleichung 

. SP,(^)  = 0- 

ist,  dass  aber  diese  Gleichung  .jede  der  in  Rede  stehenden  Wurzeln 
nur  ein  Mal  enthält,  und  ausser  denselben  gar  keine  Wurzel  hat. 

Die  Function  ist  der  Uuotient,  welchen  man. erhält, 

wenn  man  f{^)  durch  den  grössten  gemeinschaftichen  Divisor  von 
A^)  und  /'(  a:)  dividirt,  und  man  kann  also  nach  dem  Obigen  aua 
jeder  gegebenen  Gleichung 

/w  = ® 

s* 

immer  leicht  eine  Gleichung  ableiten,  welche  alle  ungleichen  Wur-‘ 
zelu  dieser  Gleichung  nur  ein  Mal,  und  ausser  denselbeu  gar  keine 
andere  Wurzel  weiter  enthält. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  5P,(jr)  = 0 erhält  man  alle  un- 
gleichen Wurzeln  der  ,Gl®ic^*uiig  A^^  = “”<1  wird  nun  auch  in 

allen  Fällen  durch*  mehrmalige  successive  Division  mit  a:  — ar, 
X — Cy  x — r/,  ....  in  die  Function  /’(.r)  bestimmen  kön- 
nen, wie  oft  die  Gleichung  A^^  ~ ^ dieser  Wurzeln  enthält. 

Hiernach  kann  man  hei  der  Auflösung  der  Gleichungen  immer 
von  der  Voraussetzung'  ausgehen,  dass  alle  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  unter  einander  ungleich  sind.  * 


^ y(g:)  . F^{x) 


\ 
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B. 

Von  dem  Bxcess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen. 

§.  21. 

Erklärung.  Wenn  die  gebrochene  rationale  algebraische 
Function  wo  und  SP,(.r)  ganze  rationale  algebraische 

Functionen  sind,  indem  die  veränderliche  Grösse  a;  sich  von  a bis 
6 stetig  verändert,  n Mal-  unendlich  wird  und  dabei  von  dem  Ne- 
gativen zum  Positiven  übergebt,  und  ausserdem  Mal  unendlich 
wird  und  dabei  von  dem  Positiven  zum  Negativen  übergeht j so 
heisst  die  Differenz  n — n\  welche  wir  durch  bezeichnen,  also 
n — n' ■=  E setzen  wollen , der  Excess  •)  der  gebrochenen  ratio- 
nalen-algebraischen  Function  für  die  Gränzen  a und  b. 

Wenn  r/==0  ist,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Gränzen  a,  b die 

' • ‘ CD  f 

gebrochene  rationale  algebraische  Function  indem  dieselbe 

unendlich  wird  und  ihr  Zeichen  ändert,  immer  vom  Negativen  zum 
Positiven  übergeht,  so  ist  Wenn  /«  = 0 ist,  d.  h.  wenn 

zwischen  den  Gränzeu  b die  gebrochene  rationale  algebraische 

Function  indem  dieselbe  unendlich  wird  und  ihr  Zeichen 

ändert,  immer  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht,  so  ist 
E—  — n!. 

Für  gebrochene  rationale  algebraische  Functionen,  welche 
zwischen  zwei  bestimmten  Gränzeu  niemals  unendlich  werden,  ist 
der  diesen  Gränzen  entsprechende  Fxcess  Null.  Für  eine  ge- 
brochene rationale  algebraische  Function,  welche  niemals  unendlich 
wird,  also  z.  B.  für  jede  gebrochene  rationale  algebraische  Function, 
deren  Zähler  durch  ihren  Nenner  ohne  Rest  theilbar,  und  die  also 
eigentlich  eine  ganze  rationale  algebraische ' Function  ist,  ver- 
schwindet der  Exccis'  für  jede  zwei  ganz  beliebige  Gränzen. 

•§.22. 

Eehrsatx-,  Für  zwei  absolut  gleiche,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzte  gebrochene  rationale  alge- 

. . . ..  ..  . j j.  1 ♦ i‘ 

braische  Functionen  und  — sind  die,  gleichen 

Gränzen  entsprechenden  Excesse  jederzeit  absolut 
gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzt,  oder 
die  Summe  dieser  beiden  Excesse  ist  gleich  Null. 

Beweis.  Wir  wollen  annehmen,  dass  zwischen  zwei  gewis- 
sen Gränzeu  die  F'unction  indem  dieselbe  unendlich  wird. 


*)  Den  Ausdruck  exces  gebraucht  Herr  Moigno  nach  Sturm  und  Liou- 
ville.  Caueby  uennt  dieselbe  Grösse  indice  integral. 
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n Mai  vom  Negativen  zum  Positiven  und  V Mal  vom  Positiven 
zum  Ni'gativen  übergehe*;  so  geht  zwischen  denselben  Gränzen  die 

Cf'  ( 

indem  sie  unendlich  wird,  offenbar  /«  Mal  vom 


Function 


Positiven  zum.  Negativen  und  Mal  vom  Negativen  zum  Positiven 
über,  und  nach  §.21.  ist  folglich  /«—/«' der  Excess  der  ersten, /«' — n 
der  Excess  der  zweiten  Function.  Weil  nun  n’ — ,/«  = — (//  — /«'), 
oder  (/«  — /»')--}-(/«'  — /«)  = 0 ist,  so  erhellet  die  Richtigkeit  des 
zu  beweisenden  Satzes. 

§.  23. 

Ltehrsatx,  Wenn  E und  die  Excesse  der  beiden  ge« 

• / \ 

brochenen  rationalen  algebraischen  Functionen 

I ^ y 

und  — ; — r,  deren  zweite  das  Reciproke  der  ersten  ist,  für 

die  G ranzen  b sind;  so  i'St  immer 

^ H-  iE'  = 0,  oder  .C-|-  ==  4-  1 » oder  E-\~  E'  = — 1 , 

.1  !•  1 .1  7'i(")  yi(^)  , r. 

je  nach  dem  die  beiden  t>rauzwcrtbe  — rrr»  — ttt  der  runc- 


</(«)’  (f{b) 


tion  gleiche  Vorzeichen  haben,  oder  der  erste  die- 

y(^)  ” ... 

ser  beiden  Gr änzw’erthe  negatrv  und  der  zweite  posi> 
tiv,  oder  der  erste  dieser  Granzwerthe  positiv  und  der 
zweite  negativ  ist. 

Beweis.  W'ir  w^ollon  annehmen,  dass  zwischen  den  Gränzen 
CT*  C 

Ä,  b die  Function  — 7— r,  indem  sic  unendlich  wird;  n Mal  vom  Ne- 

. . .y 

gativen  zum  Positiven  und ' /«'  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen, 

dagegen  die  Function  indem  sie  unendlich  wird,  /«,  Mal  vom 

Negativen  zum  Positiven  und  /«i'  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen 
übergehe;  so  ist,  wenn  wir  die  den  Gränzen  «,  entsprechenden 
Excesse  unserer  beiden  Functionen  durch  E und  E'  bezeichnen, 

Ez=.u-r-  jE'  ==  /«,  — /«,'. 

t 

Beide  Funtionen,  welche  für  gleiche  W’^erthe  von  jc  offenbar  immer 
gleiche  Vorzeichen  haben,  können  ihre  Zeichen  nur  dann  ändern,' 
wenn  sic  entweder  unendlich  werden  oder  verschwinden.  Ud  nun 
die  erste  Function  offenbar  immer  dann  verschwindet,  wenn  die 
zweite  unendlich  wird,  so  ist  klar,  dass  zwischen  den  Gränzen  »,  b 
(!•  { 

die  Function  indem  sic  verschwindet,  /«,  Mul  vom  Negativen 

zum  Positiven  und  /«,'  Mal  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht. 

f/'  I 

Geht  ober  die  Function  zwischen  den  Gränzen  «,  b vom  Ne- 

gativen  zum  Positiven  überhaupt  /u  Mal,  vom  Positiven  zum  Negati« 
ven  überhaupt  /u'  Mal  über,  so  ist  nach  depi  Vorhergehenden 
offenbar 


und  folglich 


jinzz /«-+-/«,,  fl' z=zn' ^ ni', 

= — — »,')i 
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<1.  i.  nach  dem  Obigen 

E-i-  E'=zfi  — fl’.  . 
Haben  nun  die  beiden  Gräuzwertbe 


<f{a) 


und 


yiW 


CT  1 

der  Function  gleiche  Vorzeichen,  so  gebt  dieselbe  zwiscbeu 

den  Gränzen  a,  b offenbar  eben  so  oft  vom  Negativen  zum  Positi- 
ven wie  vom  Positiven  zum  Negativen  über,  wie  augenblicklich 
aus  der  blossen  Anschauung  einer  Reibe  von  der  Form 


erhellet,  und  es  ist  folglich  fi  z=z  fi' ^ also  nach  dem  Obigen 

E-^E’=z{i. 

Wenn  der  erste  der  beiden  Gränzwerthe 


v.(Ä) 


y(«) 


<f{h) 


7i(^) 


der  Function  negativ,  der  zweite  positiv  ist,  so  geht  diese 

Function  zwischen  den  Gränzcn  a,  b ofl’enbar  ein  IVIal  öfter  vom 
Negativen  zum  Positiven  als  vom  Positiven  zum  Negativen  über, 
wie  augenblicklich  aus  der  blossen  Anschauung  einer  Reihe  von 
der  Form 


erhellet,  und  es  ist  folglich  /Ur  = /u>' -f- 1 , also  noch  dem  Obigen 
E-\-E’  = -{-\. 

Wenn  endlich 'der  erste  der  beiden  Gränzwerthe 


y,(;r) 


iM  u„a 
»(«) 


der  Function  positiv,  der  zweite  negativ  ist,  sö  geht  diese 

Function  zwiscbeu  den  Gräuzen  a,  b ufl'cnbar  eiu  Mal  öfter  vom 
Positiven  zum  Negativen  als  vom  Negativen  zum  Positiven  über, 
wie  augenblicklich  ans  der  blossen  Anschauung  einer  Reihe  von 
der  Form 


erhellet,  und  es  ist  folglich  fiz=fi’ — 1,  also  nach  dem  Obigen 
£-{-E'=2  — 1. 

Hierdurch  ist  nun  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

§. 

Wenn  zwei  Grössen  B gleiche  Vorzeichen  haben,  so  sagt 
man,  dass  ihre  Vorzeichen  eine  Folge  bilden;  wenn  dagegen  zwei 
Grössen  B ungleiche  Vorzeichen  haben«  so  sagt  mau,  dass  ihre 
Vorzeichen  einen  VVechsel  bilden.  Dies  vorausgesetzt,  kann  man 
nun  den  vorhergehenden  wichtigen  Lehrsatz  auch  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 

Wenn  .Kund  E’  die  Excesse  der  beiden  gebrochenen 

1 I L • I ü ' j , 

rationalen  algebraischen  Functionen  — und  de-  . 


V 


i 
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reu  zweite  «las  Reciproke  der'ersten  ist,  für  die.Grän> 
zen/ir,  ^sind;soistiinuicr 

E-^E'  — Q,  oder  E-^E'  = -\-\,  oder  E~hE'  — ~l, 

wenn  respcctive  die  Vorzeichen  von  y(«),  SPi(«)  und  „ 
«/>(  4 ) , T’ , ( ^ ) z u I e i c li  eine  V o 1 c oder  z u 1 e i c It  e i n «*  n 
\V«*clis«*l  hild<Mi;  w(Min  die  Vorzeichen  von 
einen  Wechsel,  di  e.  V orzei  chen  von  9i(^)  eine  Folge 

bilden;  wenn  die  Vorzeichen  von  SPi(«j  eine  Folge, 

die  Vorzeichen  von  <^(^),  y,(^)  einen  VV'^echsel  hi  Iden. 


§.  25. 

Wenn  der  Nenner  der  ganzen  rationalen  algebraischen 

Function  - / v von  einem  niedriirern  oder  eben  so  hohen  Grade  als 

. ... 

der  Zahler  ist;  so  kann  man  mit  dem  Nenner  in  den  Zähler  dividi- 
ren,  und  wird,  wenn  mau  den  Quotienten  durch  Q,  den  Rest  durch 
bezeichnet,  eine  Gleichung  von  der  Form 

yi(-y) fj, 

y(.r) 

\ 

wo  nun  der  Bruch  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
eine  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Function  ist,  erhalten. 

Die  Functionen  und  werden  zugleich  unendlich,  und 

y(x)  y(.r)  » 

für  den  VVerthen  von  .r,  für  welche  die  beiden  in  Rede  stehen> 
den  Functionen  unendlich  werden,  benatübartc  Werthe  von  Jr  ist 

• 

offenbar  der  absolute  Werth  der  Function  grösser  als  der  ab-' 

solute  Werth  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  ö» 
w^clche  immer  einen  endlichen  Werth  hat,  so  dass  also  für  die  in 


Rede  stehenden  Werthe  von  ^ die  Functionen 


bar  gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  das 
bloss  durch  bestimmt  wird. 


y(f) 

Zeichen 


und 


offen- 


V(a')  , 
der  Grösse 


zusammen 


yU) 


Nimmt  man  alles  dieses 


so  erhellet  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  für  dieselben 

ff,  • 

Gränzen  die  Kxcesse  der  Functionen  und  einander  gleich 

sind,  und  der  Kxcess  der  erstem  Function  also  immer  durch  die 
Berechnung  des  Excesses  der  letztem  gefunden  werden  kann. 

Hi  er  (furch  sind  w^ir  berechtigt,  im  Folgenden  die 
Regeln  für  die  Berechnung  des  Excesses  der  gebroche- 
nen rationalen  . algebraischen  Functionen  zwischen  ge- 
gebenen Gränzen  auf  echte  gebrochene  rationale  alge- 
nraischo  Functionen,  deren  Zähler'  von  einem  niedri- 
gem Grade  als  ihre  Nenner  sind,  einzuschränken. 


§.  26. 


y.,(.z) 


Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen.  dass  «>ne  echte,  folglich 

eine  unechte  gebrochene  rationale  algebraische  Function  sei, 


yUO 


\ 


I 


*\ 
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und  wollen  wie  oben  die  den  Gränzeu  a,  b entsprecliendeii  Excesse 
dieser  beiden  Functionen  durch  E und  bezeichnen;  so  ist 

E -*f-  E’  = f , 

wo  e eine  nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
Regeln  immer  mit  völliger  ^icberheit  bestimmbare  Grösse  ist.  Di- 
vidireu  wir  nun  mit  in  y(A’)  hinein,  bezeichnen  den  Quotien- 

ten durch  Q,  und  den  mit  entgegengcsetzem  Vorzeichen  genomme- 
nen Rest  durch  5Pa(^),  so  ist 


y(^)  — Q_ 


(f‘  J (.x) 


Der  Excess  von  ^ für  die  Gränzen  «r,  ^ sei  so  ist  — E^ 
nach  §.  22.  der  Excess  von  — für  dieselben  Gränzen. 


Weil  nun 


(fl{x) 

y(^) 

yi(^)  7i(^) 


ist;  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  E'z=. — und 
folglich  nach  dem  Obigen  « 

. E—E,=:€  ' 

oder  wo  E,E^  die  Excessc  von  ^ sind, 

und  € eine  nach  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Regeln  jederzeit 
mit  völliger  Sicherheit  bestimmbare  Grösse  ist. 

§.  27. 

Nach  Vorausschickuug  dieser  Principien  lassen  sich  nun  die 
Regeln  zur  Bestimmung  des  zwei  gegebenen  Gränzen  «r,  b entspre- 
chenden ‘Excesses  der  echten  gebrochenen  rationalen  algebraischen 

Function  ohne  Schwierigkeit  entwickeln. 

Man  dividire  mit  9)](^)  in  und  bezeichne  den  Quotienten 

durch  Cl,  den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommenen  Rest 
durch  92(.r),  so  ist 


(fi£c) 


Q- 


(fiia:) 


yi(^)  . yiW 

Ferner  dividire  man  mit  in  5P,(^),  und  bezeichne  den 

Quotienten  durch  (i^  , den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ge- 
nommenen Rest  durch  9>,(.z:),  so  ist 

^(£)  ö _ 

' y2(^)’ 

Auf  ähnliche  Art  dividire  man  mit  9,(^)  in  ^>2(0:)^  und  be- 
zeichne den  Quotienten  durch  Q,,  den  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen genommenen  Rest  durch  0^4(0:),  so  ist 

ya(^)  O — ^ 

y»(^)  * y*(^) 

Geht  man  auf  diese  Art  weiter,  so  wird' man  immer  endlich 
auf  einen  verschwindenden  Rest  kommen,  und  Jederzeit  eine  Reihe 
Gleichungen  von  der  Form  ' 
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y(^)  _ ^ y»(^) 

, yi(a?) n — 

y2(^)  ysC^)’ 

ya(^) ^ _ yu(^ 

ys(^)  y3(^)’ 

U.  8.  W. 

^ ' y«(.r) 

y«— l(or)  yn— i(ar)’ 


yn-i(:r) 


— Ö«— 15 


y«(ar) 

wo  Ö«—i  eioe  ganze  rationale  algebraische  Function  von  a:  ist, 
erhalten. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  den  Gränzeu  «,  b entsprechenden 
Excesse  der  Functionen 


yi(^)  y»(^) 


y»(^)  g>n-i{x) 


(f’{x)^  yi(or)’  y2(^)*'*‘  y«— 1(^)  ’ yn(a:) 
respective  durch 

Ej  E|,  ...  En—li  En', 

so  ist  nach  §.  26.  und  §.  23. 

ErrzzEy  ■+•€,  ^=£2  1 } • ••  2» 

— 1 — En-\-^ti — 1 5 

, WO  f,  f,,  e,,  «^3,  ...  gewisse  mittelst  der  aus  dem  Vorhergehen- 
den bekannten  Regeln  mit  völliger  Sicherheit  bestimmbare  Grössen 
sind..  Durch  Addition  der  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man 
aber,  wenn  man  aufliebt  was  sich  auDieben  lässt,  und  überlegt,  dass 
nach  §.  21.,  weil 

yn-i(ar)  ^ 

..  — — "n — 1 

eine  ganze  rationale  algebraische  Function  ist,  E,c==z^  sein  muss, 
sogleich  die  Gleichung 

und  sieht  also,  dass  zur  Berechnung  des  Excesses  E nur  eine  völ- 
lig  sichere  und  möglichst  einfache  Regel  zur  Bestimmung  der 
Grössen  e,  c,,  e,,  e,,  ...  erforderlich  ist,  die  wir  nun  zu  ge- 
ben versuchen  wollen. 

Zu  dem  Ende  schreiben 'wir  die  Werthe,  welche  die  Functionen 

t 

•••  9n(^) 

für  ar=za  und  für  ar=.b  erhalten,  in  zwei  Zeilen,  wie  folgt  unter 
einander: 

y3(«),  ....  y»(«); 

(2)  ^(b),  y,(Ä),  y>^(b),  y,(Ä),  ....  ^n{b). 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  irgend  eine  der  Grössen  £,  ^,,£2)^3) 
‘••fn  die  wir  im  Allgemeinen  durch  £^3  bezeichnen  wollen  , so 
ist  nach  dem  Obigen 


•m 


E, 


»H-l 
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wo  Em  und  die  Excesse  der  Fuoctiooeu 

. y»H-2  (^) 

für  die  Gräoz^n  'a,  b sind.  yVeil  abeir 

^ ywi-i-2(^) 

Hm  — 


• ' (fm+1  (o;)  . 

ist,  so  ist  nach  §.25.  der  Excess  von  — 


f/  m+l  (o;) 

y^/H-2  (^) 


ffm-¥-i  {a;)  ’ 


d,  i.  — E 


ffn-rx  \*^/  , 

nach  §.22.,  dem  Excessc  von  Heich.  Bezeichnen  wir  also 

den  Excess  der  letztem  Function  durch  £';/i,  so  ist  — Em-\-\—E m 
oder  Em^iz=:  Em,  und  folglich  nach  dem  Obigen 

Ein  E rn  **F"  odcr  Em  —f~  E rn  f//i  • 

Also  ist  nach  §.  24. 


^m  0,  oder  ini  • ■'  "~t~  ^ > oder  — 

wenn  respective  die  Vorzeichen  von  y>m+i(a)  und  g>m{b)j 

zugleich  einen  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
wenn  üie  Vorzeichen  von  einen  Wechsel,  die  Vor- 

zeichen von  ^m(b)f  ^m^i(b)  eine  Folge  bilden;  wenn  die  Vorzeichen 
von  5Pwi(«),  SPot-kC»)  eine  Folge^  die  Vorzeichen  von  g>m(b),  Wm-i-i(b) 
einen  Wechsel  bilden. 

Ganz  dasselbe  lässt  sich  auf  folgende  Art  auch  von  der  Grösse 
€n—i  beweisen.  Nach  dem  Obigen  ist 

— 1 — — 1 oder  En — i — F ^n— 1» 

w'o  E„—i  und  E!,i  die  Excesse  der  Functionen  * 

sind.'  Also  ist  nach  §.24.' 

6«_l=0,  oder  oder  = — 1, 

wenn  respective  die  V'orzeichen  von  ^n(a)  und  5p«_i(Ä), 

^n{b)  zugleich  einen  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
wenn 'die  Vorzeichen  von  <p«— 1(«) , y;i(«)  einen  Wechsel,  die  Vor- 
zeichen von  ^n-.i{b)y.ifn{b)  eine> Folge  bilden;  wenn  die  Vorzeichen 
von  y«(«)  eine  Folge,  die  Vorzeichen  von 

einen  Wechsel  bilden;  welches  Alles  ganz  mit  dem  Obigen 'über- 
einstimnit. 

Seien  nun  w und  f die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Folgen 
in  der  Reihe  (1),  w und  f die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol- 
gen in  der  Reihe  (2).  Die  Anzahl  der  F'älle,  w'O  einem  W'echsel  in 
der  Reihe  (1)  eine  Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x;  die 
Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (Ij  ein  Wechsel  in 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x';  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einem 
Wechsel  in  der  Reihe  (1)  ein  Wechsel  in  der  Reihe  (2)  entspricht, 
sei  x";  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  eine 
Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x'";  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden offenbar 


$ 
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w 


X , / =X-|-X  ; 

to  — tc  =x  — x',  f — f=x  — X. 


also  £ = x — x'.  Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  erhellet, 

m 99  ^ 9 m 999 

IO  = X -f-  X , / ==  X -I-  X 

und 
also  ' 

Daher  ist 

E = IO— io'  =/'—/, 

und  zur  Berechnung  des  Excesses  einer  echten  gebrochenen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  ergiebt  sich  also  die  folgende  Regel: 

Man  bilde,  wenn  die  gegebene  echte  gebro- 

chene rationale  algebraische  Function  ist,  nach  der 
oben  gegebenen  Anweisung  .die  beiden  Reihen 

X«),  5P,(«),  92W»  SPsW»  ••••  5P«(«)i 
5P(Ä),  5pn(Ä); 

und  zähle  in  jeder  dieser  beidenReihen  die  vorkommen- 
den  W echsel  lo,  10'  und  Folgen  y,/* ; dann  ist,  wenn  der 
gesuchte,  den  Gränzen  n,  6 entsprechende  Excess  der 
gegebenen  Function  wie  gewöhnlich  durch  E bezeichnet 
wird, 

E = IO — w =/—/'. 


Weil  nach  dem  Obigen 

frM  ^ yi(^)  ’ 

yi(^) fj,  — y»(^) 

• 

ys(or)  y,(o:)  ’ 

y»(^) . — y»(^) 

U.  8.  w. 

ist;  so  sieht  man,  dass  die  Grössen 

welche  im  Folgenden  überhaupt  Divisoren”)  genannt  werden  sol- 
len,, erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  beiden  Functionen  g>{a^) 
und  yi(^)  die  bekannte  Methode  zur  Auffindung  des  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theilers  zweier  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  anwendet,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  in 
den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt  übrig  gebliebenen 
Reste  selbst,  sondern  vielmehr  mit  dem  Entgegengesetzten  dieses 
Restes  dividirt,  und  hierauf  alle  bei  dieser  Operation  gebrauchten 
Divisoren  vom  ersten  bis  zum  letzten  in  natürlicher  Folge  in  einer 
Reihe  neben  einander  schreibt,  wodurch  man  unmittelbar  die  ge- 
suchten Grössen  erhält.  " 


**)  Herr  Moigno  nennt  diese  Grössen,  mit  Ausnahme  der  ersten,  Reste; 
. uns  scheint  die  obige  Benennung  sachgemässer. 
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Bei ^der  Ausführung  dieser  Rechnung  kann  man,  um  numerische  .< 
Brüche  in  den  Quotienten  zu  vermeiden  und  sich  dadurch  die  Rech- 
nung zu  erleichtern^  die  Dividenden  mit  zweckmässig  gewählten 
positiven  Zahlen  multipliciren , weil  dadurch  die  Vorzeichen  der 
Reste,  und  also  auch  die  Vorzeichen  der  auf  einander  folgenden 
Divisoren,  auf  die  es  hier  allein  ankommt,  keine  Aenderung  erleiden. 

' . 28.  • 

Bis  jetzt  haben  wir  stillschweigend  angenommen , dass  kein 
Glied  der  beiden  Reihen  (1)  und  (2)  verschwinde,  und  müssen  daher 
jetzt  noch  zeigen,  wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  wobei  wir  jedoch  voraussetzen  wollen,  dass  keine  der 
beiden  Gränzen  ö selbst  eine  Wurzel  der' Gleichung  5p(o:)  = 0, 
und  also  weder  9(<7):==0,  noch  y>[d)  = 0 ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  können  nie  zwei  benachbarte  Glie- 
der der  Reihen  (^1)  und  (2)  zugleich  verschwinden,  wie  auf  folgende 
Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Wäre  nämlich  z.  B.  g>n{a)z^O 
und  auch  y>m+i{a)  = 0y  so  würden  wegen  der  Gleichungen 

vW  = ÖSPi(^)  — SPaW,  . 

u.  s.  w. 

Qm-t 

^ Ö»i  5Pwi-f-l(<^)  — 

^ U.  S.  W. 

(Pn-ai^)  = SP«-2(^)  — 5P«  t{^)i 

\ ^ 

5Pn-2(^)  = Qn-l  g>n-l(^)  — 9«(^) 

offenbar  die  Grössen 

y(«)»  9>i(«)>  spa(«)  SP *(")»•••  y«(«) 

säromtlich  verschwinden,  welches  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung ^{a)  nicht  verschwindet. 

Wenn  also  ein  Glied,  z.  B.  (pmM,  verschwindet,  so  verschwin- 
det keins  der  beiden  Glieder  und  und  diese  bei- 

den Glieder  haben,  weil  wegen  der  Gleichung 

sp»»--i(*^}  — — ö»i— 1 sp*»!*^)  — sp®H"i(*^} 

offenbar  y,»_i(«)=: — »ot-hC«)  ist,  jederzeit  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen, welches  Alles  für  jede  der  beiden  Reihen  (l)  und  gilt, 
wenn  nur,  wie  immer  angenommen  wird,  keine  der  beiden  Grössen 
y(<ar)  und  ^{6)  verschwindet. 

Wir  wollen  nun  der  Einfachheit  wegen  den  Fall  besonders 
betrachten,  wenn  in  der  Reihe  (l).das  eine  Glied  in  der 

Reihe  (2)  kein  Glied  verschwindet.  Bezeichnen  wir  aurch  «r, 
eine  Grösse,  welche  von  der  Grösse  a nur  um  eine. der  Null  un- 
endlich nahe  kommende  Grösse  verschieden  ist,  so- wird  in  der 
Reihe 

(1*)  9Ps(«i)j  5Pn(«i)  • 

kein  Glied  verschwinden,  und,  mit  Ausnahme  des  Gliedes 
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werden  alle  Glieder  mit  den  entsprechenden  Gliedern  der  Reihe  (1) 
gleiche  Vorzeichen  haben , den  gesuchten  Cxcess  der  gegebenen 
Function  für  die  Gränzen  h wird  man  aber  offenbar  erhalten) 
wenn  man  den  Excess- derselben  für  die  Gtänzen  sucht,  so 

dass  also,  wenn  E der  gesuchte  Excess  ist,  und  durch  und  td 
respective  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reibe  (1“)  und  (2)  be- 
zeichnet wird,  » 

' E-=.Wy  — w 

ist. 

Vergleicht  man  nun  aber  die  beiden  Reihen 
spW»  •••  spwi-iWj  5P/n+i(»)>  •••  y/i-iW?  SP«!«); 

Sp(»i).  SPi(«i)>  •••  SP»«-i(«i)>  SP«»(«i)?  ...  SP«(»,) 


mit  einander;  so  ist  aus  dem  Obigen  klar,  dass  in  den  Tbeileii 

SP(«)»  SPi(«)»  5P*(«)»  SPm-i(»); 

SP(«i)>  SPi(«i)?  SP2(«i)  •••  5P/«-i(«i) 
und  • 

' SP'w-f-i!«)?  sp««+2 («)».*.  sp«-i(«)9  9«(«); 

5Pot4-2(»i),  ...  SP«-l(«i),  SP«(«i) 

derselben  gleich  viele  Wechsel  Vorkommen.  Lässt  man  in  der 
ersten  Reihe  das  verschwindende  Glied  y>m(a)  ganz  weg,  so  geben 
die  Glieder  5p,n_i(«),  welche  nach  dem  Obigen  nicht  ver- 

schwinden und  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  einen  Wechsel. 
Die  Zeichen  der  drei  Glieder  5p„,_i(«r,),  SP//<(«i)>  SP«»+l(«i)  der  zwei* 
ten  Reihe  sind  aber  entweder  , 


H — i , oder  H , oder h + ) oder h? 

und  bieten  daher  immer  nur  einen  Wechsel  dar,  woraus  sich,  in 
Verbindung  mit  allem  Vorhergehenden  ergiebt,  dass  die  Anzahl  der 
Wechsel  in  (1”)  jederzeit  der  Anzahl  der  Wechsel  in  (1),  wenn 
man  bei  der  Zahlung  der  Wechsel  das  verschwindende  Glied 
dieser  letztem  Reihe  ganz  ausser  Acht  lässt,  völlig  gleich,  oder 
dass,  wenn  tv  die  Anzahl  der  W’^echsel  der  Reihe  (1)  mit  völliger 
Beseitigung  des  verschwindenden  Gliedes  ^m{a)  bezeichnet, 
und  nach  dem  Obigen  folglich  E=zjv  — ///  ist. 

Wenn  also  ein  Glied  der  Reibe  (1)  verschwindet,  so  kann  mau 
für  die  Gränzen  «,  h den  Excess  E der  gegebenen  Function  so  be- 
stimmen. dass  man  die  Anzahl  der  Wechsel  in  den  beiden  Reihen 
(1)  und  (2)  durch  unmittelbare  Zählung  derselben  bestimmt,  wobei 
man  das  verschwindende  Glied  der  Reihe  (1)  ganz  aus  der  Acht 
lässt,  und  dann,  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  w die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reihe  (I),  w aber  die  Anzahl  der  VVechsel  in 
der  Reihe  (2)  ist,  E=z  w — w setzt. 

Dass  übrigens  ein  ähnliches  Verfahren  bei  der  Zählung  der 
Folgen  in  den  beiden  Reihen  (1)  und  (2)  nicht  angewandt  werden 
dartj'geht  aus  dem  Obigen  unmittelbar  hervor. 

Zugleich  aber  ergiebt  sich  * aus  der  obigen  Darstellung  ganz 
unzweiaeutig,  dass  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  vorher  immer 
in  Anwendung  gebracht  werden  kann , wenn  beliebig  viele  Glieder 
der  Reihen  (1)  und  (2)  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten*  verschwin- 
den , und  die  allgemeine  Regel  zur  Bestimmung  des  Excesses  einer 
echten  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Function  zwischen  ge- 
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gebenen  Gränzen  wird  sich  nun  auf  den  folgenden  Ausdruck  brin- 
gen lassen:  {■  * 

Wenn  die  gegebene  echte  gebrochene  rationale 

algebraiscfie  Function  ist,  und  die  Grössen  a,  welche 
nicht  selbst  Wurzeln  der  Gleichung  (p{a:)=:0  sein  sollen, 
die  gegebenenGränzen  sind;  so  wende  man,  um  den  die- 
sen Gränzen  entsprechenden  Fxcess  E der  gegebenen 
Function  zu  finden,  anf  die  beiden  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functionen9(^)  und  ^i{^)  dieMethode  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  an,  jedoch  mit 
dem  Unterschiede,  dass  man  in  den  vorhergehenden  Di- 
visor nie  mit  dem  zuletzt  übrig  gebliebenen  Reste  selbst, 
sondern  vielmehr  immer  mit  dem  Entgegengesetzten 
dieses  Rests  dividirt,  und  schreibe  alle  uei  dieser  Opc- 
ration  gebrauchte  Divisoren  in  Verbindung  mit  der 
Function  5p(^)  in  einer  Reihe  neben  einander,  wodurch 
man  die  Reihe 

5p(or),  SPa(ir),  SP,(^), 

erhält,  aus  welcher  sich,  wenn  man  für  a:  die  beiden  ge- 
gebenen Gränzen  a und  6 setzt,  ferner  die  beiden 
Reihen 

, sp(«),  sPiW>  sPaWi  sPsWi . • • 

y(/y),  • • • 9nW 

ergeben.  Zählt  man  nun  mit  völliger  Beseitigung  aller 
verscliwindenden  Glieder  die  in  diesen  beiden  Reihen 
vorkommenden  Wechsel,  und  bezeichnet  deren  Anzahl 
respective  durch  w und  w\  so  ist  jederzeit  E=:w — w\  • 


Bestimmung  *d er  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Gräu- 
zen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  ' 

” Gleichung. 

. * * / ■*  , * 


29. 

Es  sei  jetzt /“(o:)  = 0 eine  Gleichung  eines  beliebigen  Grades, 
und  a sei  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung , weldie  dieselbe 
/a  Mal,  aber  nicht' öfter,  enthalten  mag,  so  dass  also  die  Function 
durch  (ä* — a)“,  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  a: — a, 
ohne  Rest  theilbar  ist.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nach  §.15. 

/(«)  = 0 f(a)  = 0, ./:"(«)  ==■  0,  . . . ==  0,  , ' 

aber  nicht  (a)  = 0.  Also  ist  nach  §.  12,  II. 


/(«TH«) 


1.,.^ 


+ iS  + 


I 
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/(a-i-fj  — j ^ ,-t-  1...M  * ^l...(AiH-l)  


und  folglich 


/t« 


il 


/f/^2)(«) 


^ /(/^X«)  * (jU  H-  1)  /(^)(«) 


f» 


^■) 


/0“+D(«) 


/f//+2)(«) 

Cu-f-1)  (/^-+-2)/W(a)* 


(/iH- i)/0“)(a)  ^ 

/"(a  -f- 1)  . ' 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Bruch  77 — — r(  für  i = 0 unend- 

’ /(« -+- «) 
f*(cc^ 

lieh  wird,  so  dass  also  der  Bruch  jederzeit  unendlich  ist.  Zu- 
gleich aber  ergiebt  sich  aus  §.  18.,  dass  für  der  Null  unendlich 


mit  dem  Bruche  also  mit 


nahe  kommende  i der  Bruch 

der  (ürösse  f,  gleiches  Vorzeichen  hat,  und  daher  von  dem  Negati- 
ven zum  Positiven  übergeht,  wenn  i vom  Negativen  zum  Positiveo 
übergeht. 

Wenn  also,  indem  jetzt  i eine  unendlich  kleine  positive 
Grösse  sein  soll,  a:  sich  von  a — i bis  a~^i  stetig  ändert,  so 

wird  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Bruch  für' 

a:  = a jederzeit  unendlich,  und  geht,  indem  er  unendlich  wird, 
vom  Negativen  zum  Positiven 'über. 


§.  30. 

Wenn  nun  zwischen  den  Gränzen  a und  d,  wo  jetzt  a-c^b 
sein  soll,  die  sämmtlich  von  einander  verschiedenen  m reelleu 
Wurzeln  a^,  «4,  ....  a,n  der  Gleichung  /’(.zr)  = 0 liegen, 

so  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  der  Bruch  für 


X 


X 


«„  X 


a 


3> 


X 


a 


m 


unendlich,  und  geht,  wenn  x sich  von  a bis  b stetig  ändert,  in- 
dem er  unendlich  wird,  jederzeit  vom  Negativen  zum  Positiven 


über.  Nimmt  man  hierzu,  dass  der  Bruch 
zen  a und  b offenbar  nur- für 


nx) 

/(^) 


zwischen  den  Grän- 


.r  = «,,  x = a^,  .r  = «,,....  o:  = «;/i 

unendlich  werden  kann,  so  ist  klar,  dass,  wenn  £!  den  Bxcess  der 
in  Rede  stehenden  gebrochenen  Function  für  die  Gränzen  a,  b be- 
zeichnet, jederzeit  m=z  E ist,  wodurch  wir  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  überaus  wichtigen  und  merkwürdigen  Satze  geführt 
werden ; 

Die  Anzahl  der  zwischen  den  Gränzen  «,  b,  wo  a<^b 
sein  soll,  liegenden  von  einander  verschiedenen  reel- 
len Wurzeln  der  Gleichung /*(.2:)  = 0 ist  jederzeit  dem 
diesen  Gränzen  entsprechenden  Excesse  der  gebroche- 

nen  rationalen  algebraischen  Function  gleich. 

Setzen  wir  aber  mit  diesem  Satze  die  in  §.  bewiesene  Regel 
für  den  Excess  in  Verbindung,  so  erhalten  wir  das  folgende  Theorem : 
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, Cm,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a^b  ist,  die  An- 
zahl der  zwischen  den  Gränzen  welche  nicht  selbst 

Wurzeln  der  Gleichung  sind,  liegenden  von 

einander  .verschiedenen  reellen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung zu  finden,  wende  man  auf  die  beiden  ganzen  ra- 
tionalen algebraischen  Functionen und  deren 

zweite  jederzeit  von  einem  niedrigern  Grade  als  die 
erste  ist,  di'e  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Theilers  an,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  man 
in  den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt 
übrig  gebliebenen  Reste  selbst,  sondern  vielmehr  im- 
. mer  mit  dem  Kntgegengesetzten  dieses  Restes  dividirt, *  * 
und  schreibe  alle  bei  dieser  Operation  gebrauchte  Di-  1 
visoren  in  Verbindung  mit  der  Function /*(^)  wie^folgt 
in  eine  Reihe: 

' . • ' ' 


Sotzt  man  dann  in  dieser  Reihe  /v=za  und  actzzb^  so  er- 
hält man  die  beiden  Reihen 


A!>\ /'(*), /.(«),  fm  fM),  ■■■  ■■■, 

und  die  gesuchte  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen 
Gränzen  b liegenden  von  einander  verschiedenen  re- 
ellen Wurzeln  der  Gleichung  /’(^)  = Ö ist  nun  jederzeit 
der  Differenz  gleich,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Anzahl  der  in  der  zweiten  der  beiden  obigen  Reihen 
vorkommenden  Wechsel  von  der  Anzahl  der  in  der  er- 
sten der  beiden  obigen  Reihen  vo r k o mmenden' Wech sei  '' 
abzieht,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  bei  der 
Zählung  der  in  Rede  stehenden  vorkommenden  Wechsel 
verschwindende  Glieder  dieser  beiden  Reihen  ganz  un- 
berücksichtigt gelassen  werden. 

Mittelst  dieses  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdigen  Satzes, 
dessen  Erfinder  Sturm  ist,  lässt  sich  also  die  Anzahl  der  zwischen 
jeden  zwei  gegebenen  Gränzen  liegenden  von  einander  verschiede- 
nen reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  in  allen  Fällen 
mit  völliger  Sicherheit  bestimmen  ®). 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Wechsel  in  den  Reihen  der 
Vorzeichen,  welche  die,  die  höchsten  Potenzen  von  ac  enthaltenden 
Glieder  der  Functionen 


/W.  /'W>  /aW»  /sW»  AM, 


'•)  Herr  Moigiio  leitet  in  seiner  Abhandlung  aus  der  Lehre  vom  Excess 
• der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Functionen  auch  noch  die 
' Sätze  von  Rolle,  Budan,  Fourier,  Descartes  über  die  Anzahl 
der  zwischen  gegebenen  Gränzen  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Glei- 
chungen mit  grosser  Leichtigkeit  ab.  Da  aber  diese  Sätze  nur  Grössen 
angeben,  welche  die  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen  Gränzen  lie- 
genden reellen  Wurzeln  nicht  übersteigen  kann,  so  gehören  sie  jetzt 

• weniger  zu  nnserm  Zwecke,  und  wir  werden  dieselben  daher,,  um  die 
vorliegende  Abhandlung  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudebnen,  zu  dem  Gegen- 
stände eines  spätem  eignen  Aufsatzes'^machen,  in  welchem  wir  uns  in 
Betreff  der  Lehre  vom  Lxcess.auf  den  vorliegenden  beziehen  werden. 
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erhalten ) wenn  man  für  ' eine  beliebige  negative  oder  positive 
Grösse  setzt,  respective  durch  N und  J®,  und  überlegt,  dass  nach 
19.  die  Vorzeichen  der  Grössen 

/(— CO), /'(- QD), /,(— OB), /,(- CC), /,(— OC), ; ' . 

\f{~h  QO),  ®)>  /»(■+■  CC),’^3(+  OC),  /a(-+-  ®),  .... 

mit  den  Vorzeicheu  ihrer  die  höchsten  Potenzen  von  — QD  und 
-f-  Qt  enthaltenden  Glieder  einerlei  sind,  also  die  Anzahl  der 
Wechsel  iu  der  ersten  dieser  beiden  Reihen  offenbar  die  Anzahl  ' 

der  Wechsel  in  der  zweiten  Reihe  JP  ist;  so  wird  man  sich  mittelst 
des  obigen  Satzes  auf  der  Stelle  überzeugen,  dass  A' — jP  die 
Anzahl  der  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung = 0 ist,  und  also  auch 
diese  Anzahl  auf  diese  Weise  immer  mit  völliger  Sicherheit  be- 
stimmt werden  kann. 

Bezeichnen  wir  endlich  durch  0 die  Anzahl  der  in  der  Reihe 

/(O), /'(O), /»(O), /,(0), /.(O) •<' 

vorkommenden  Wechsel;  so  ist  nach  dem  obigen  Satze  A — 0 
die  Anzahl  der  sämmtlichen  von  einander  verschiede- 
nen negativen,  0 — JP  die  Anzahl  der  sämmtlichen  von 
einander  verschiedenen  positiven  Wurzeln  der  Glei- 
ch u n g /(^)  ==  0. 


I 


D. 

Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Grän- 
zen liegenden  imaginären  Wurz  ein  einer  gegebenen 

Gleichung. 

r 

31. 

Wir  wollen  zuerst  zeigen,  • dass  jede  imaginäre  Grösse 

«-+-V  \/ — 1,  in  welcher  übrigens  auch  t>  = 0 sein  kann,  wenn  q 
eine  gewisse  positive  Grösse,'  tu  einen  gewissen  Bogen  oder  Win- 
kel bezeichnet,  unter  der  Form  q (cos  w-f-sin  (x)  \/  — 1),  so  dass 
u-\-v  \/  — l=:p  (cos  tu  -4-  sin  (x)\/  — 1) 

ist,  dargestellt  werden  kann.  Die  vorstehende  Gleichung  isit  näm- 
lich erfüllt,  wenn  sich  die  beiden  Grössen  q und  tu,  deren  erstere 
positiv  sein  soll,  so  bestimmen  .lassen,  dass  sie  den  beiden  Glei- 
chungen 

Q cos  (j==i/,  Q sin  w = 

genügen.  Quadrirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  und  addirt  sie 
dann  zu  einander,  so  erhält  man 


/ 


Digitized  by  Google 


I 


47- 


wo  die  Quadratwurzel  positiv  geDommen  werden  muss,  da  g posi- 
tiv sein  soll.  Dividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  obigen  Glei- 
<;bungeu  in  die  zweite,  so  erhält  man.- 

/ ' V 

tangw  = — , 

\ 

und  folglich,  wenn  wir  durch  Arctang  ~ den  der  goniometrischen 

Tangente  entsprechenden  Bogen  bezeichnen,  welcher  den  klein- 
sten absoluten  Werth  hat, 

. V ■ 

o)  = Arctang  — -+-  xtt, 

wo  X eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  über  die  nun  noch  die  folgende 
Bestimmung  gegeben  werden  muss. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

cos  u)  = ( — 1)’' . cos  Arctang  — , sin  w =r  ( — 1)’* . sin  Arctang  — . 


Da  nun  Arctang  — den  der  goniometrischen  Tangente  — ent- 
sprechenden Bogen  bezeichnet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 
Werth  hat,  so  ist  cos  Arctang immer  positiv,  sin  Arctang  •—  da- 

gegen  ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  — positiv  oder  negativ 


ist.  Also  ist 


V 

cos  Arctang  — 


V 


sin  Arctang  “ = 


u 


die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 


V 


cos  Arctang  ~ = zh: 


u 


Vu^ 


:,  sin  Arctang  — = 


V .-4 
V 


\/u^ 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  u positiv 
oder  negativ  ist,  woraus  sich  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dass 
immer 


V 


cos  Arctang  — = i±: 


u 


V 


\/u^ 


V* 


:,  sin  Arctang  — = =*:: 


V 


' und  folglich  , 

^ cos  Arctang -^  = =t ^ sin  Arctang — = =fc 

ist,  wenn  man  nur  immer  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  u positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nach  dem 
Obigen  • , 

g cos  w = d=  (—  1)^  . g sin  o>  = =Jh  ( — 1)* . V, 

« wenn  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  u 
positiv  oder  negativ  ist.  Nimmt  man. nun  aber  nur  die  ganze  Zahl 


\ 
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» {gerade  o<ler  ungerade,  jenachdem  w pqsitiv  oder  negativ  ist, 
ist  jederzeit 

Q cos  0)  Q sin  M = P,  I 

wie  es  dem  Obigen  zufolge  erforderlich  ist. 

Also  ist 


V 


({>=Arctang  — H- 


so 


\ 


wenn  man  nur  die  an  sich  übrigens  ganz  willkührliche  ganze  Zahl 
X gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenachdem  die  Grösse  ?/  positiv  oder 
negativ  ist,  wodurch  nun  sowohl  p,  als  auch  m,  vollkommen  be- 
stimmt ist.-  ' . ‘V  ' 

§.32.  . 

Lehr«at%,  Es  seien  und  zwei  Functionen"  der 
veränderlichen  Grösse  die  zwischen  den  Gränzen 
s = und  8 = s^  stetig  sind,  ' und  deren  jede  für  s 
j?  = #,  gleiche  VVerthe  erhält,  so  dass,  wenn  wir  die  den 
Wertheu  äq,  der  veränderlichen  Grösse  8 entsprechen- 
den Werthe  dieser  beiden  Functionen  respective  durch 
v/q,  Vq  und  t'i  bezeichnen,  und  e;,,  = ist;  so 

ist,  wenn  wir 

— 1 = p (cos  £0 -f- sin  w — 1) 


setzen,  und  annehmen,  dass  auch  derBogen  w eine  zwi- 
schen den  Gränzen  8=zSq  und  « = stetige  Function 
von  4T  sei,  die  den  Gränzwerthen^oUnd^r^  der  veränderli- 
chen Grösse  s entsprechenden  Werthe  von  m aber  durch 
O/Q  und  bezeichnen,  der  den  Gränzen  «o  und  ent- 

sprechende  hxcess  der  bunction  — der  Grosse  — 

gleich,  wo  Tr  die  bekannte  Bedeutung  bat. 

Beweis.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist 


(j)\ 


V 


lArctang—  -f-  xtt 


wo  die  an  sieh  willkührliche  ganze  Zahl  x gerade  oder  ungerade 
zu  nehmen  ist,  jenadidem  u positiv  oder  negativ  ist.  So  lange  u 
sein  Zeichen  nicht  verändert,  ist  also  x constant,  oder  kann  we- 
nigstens immer  als  eonstant  angenommen  werden ; ändert  aber  u 
sein  Zeichen,  so  muss  jederzeit  x um  eine  Einheit  vermehrt  oder 
vermindert  werden , oder  man  muss  auf  der  rechten  Seite  der  obi- 
gen Gleichung  tt  addiren  oder  subtrahiren ,-  wobei  es  übrigens  an 
sich  ganz  wilikührlich  ist,  ob  man  das  Erste  oder  das  Zweite  thun 
will. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass 


5 cü  Wo  ==  Arctang 


V . - 

Arctang  — <+•  Xtt 


ist,  wo  die  ganze  Zahl  X so  lange  constant  ist  oder  wenigstens 
immer  als  constant  angenommen  werden  kann,  so  lange  u sein 
Zeichen  nicht  ändert;  ändert  aber  u sein  Zeichen,  so'  muss  jederzeit 
X um  eine  Einheit  vermehrt  oder  vermindert,  oder  es  mussauf  der 
rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  ts  addirt  oder  subtrahirt  wer- 
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ilen,  wobei  cs  ao>  sich. ganz  willkührlich  ist,  ob  man  das  Erste  oder 
das  Zweite  thut. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  9 sich  von  «q  bis  9j  stetig 
verändere,  so  verändern  sich  den  gemachten  Voraussetzungen  ge- 


tf 


mäss  auch  die  Grössen  und  Arctang  -^-Arctang—  stetig. 

Da  nach  der  Voraussetzung  die  Function  et  sich  stetig  verändert, 
wenn  s sich  von  bis  stetig  ändert,  so  wird  zwischen  den 
Gränzen  9 — Sq  und  s = 9j  mit  jeder  Aenderung  'des  Zeichens  der 
Function  w ein  Durchgang  derselben  durch  Null  verbunden  sein, 

und  die  Function  — wird  daher  jederzeit,  aber  auch  nur  dann, 

ihr  Zeichen  ändern  und  durch  Unendlich  gehen,  wenn  sein  Zei- 
chen ändert,  wenn  nur  zwischen  den  Gränzen  9 = 9^,  und  « 
die  Functionen  4*/  und  nie  zugleich  verschwinden,  welches  aber 
mit  der  Voraussetzung,  dass  co,  und  folglich  natürlich  auch 

Arctang  — , sich  stetig  verändern  soll,  wenn  9 sich  von  9^  bis 

stetig  verändert,  in  Widerspruch  stehen  würde,  indem  einem  solchen 
gleichzeitigen  Verschwinden  der  Functionen  und  v der  völlig  un- 

bestimmte  Werth  Arctang  von  Actang  — entsprechen  würde.  Für 


w = Wo,  Arctang  = Arctang  ~ , 


u. 


also 


w— o>o  = Arctang  ~ — Arctang  — , 

oder  A==Ö,  und  diese  Gleichung  bleibt  so  lange  richtig,  so  lange 
u sein  Zeichen  nicht  ändert,  oder,  was  nach  dem  Obigen  dasselbe 

ist , — sein  Zeichen  nicht  ändert  und  durch  das  Unendliche  geht. 

Aendert  nun  aber  das  erste  Mal  u sein  Zeichen,  oder  findet,  was 
nach  dem  Obigen  dasselbe  ist,  das  erste  Mal  eine  Aenderung  des 

Zeichens  und  ein  Durchgang  durch  das  Unendliche  der  Function  — 

« 

.Statt,  so  muss  man  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  n 
addiren  oder  subtrahiren.  Geht  vom  Negativen  durch  das  ,ün- 

V 

endliche  zum  Positiven  über,  so  springt  Arctang  mit  einem  Mule 
von  — ln  zu  -f-  {TT'über,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um  n 

V 

zu;  gebt  dagegen  — vom  Positiven  durch  das  Unendliche  zum  Ne- 


gativen über,  so  springt  Arctang  mit  einem  Male  von  ^ tt  zu 

— ^n  über,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um  tt  ab;  weil  uun  to  nach 
der  Voraussetzung  zwischen  den  Gränzen  « = «o  « = .9|  stetig 
sein  soll,  so  muss  man  offenbar  auf  der  rechten  Seite  der  obigen 
Gleichung  im  ersten  Falle  n subtrahiren,  im  zweiten  Falle  dagegen 
'n  addiren,  oder  es  wird 

• tß  tß  ^ 

' CO  — Wo  = Arctang'—  — Arctang^  -f-  (— n 
Titfil  I.  4 


\ 


\ 
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' sein,  wenn  man  nurftir  fii  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl* 

setzt,  jenacbdem  durch  das  Uoendlichc  vom  Negativen  zum  Posi« 

tivcn  oder  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht.  Hieraus  ergiebt 
sich  aber  sehr  leicht,  dass,  wenn  zwischen  den  in  Rede  stehenden 
Gränzen  überhaupt  i mit  einer  Aenderubg  des  Zeichens  verbundene 

Durchgänge  der  Function  durch  das' Unendliche  Statt  finden,  je- 
derzeit 


w,  — Wo 


rrrArctang^  — Arctang^  . jr-|-( — 

(—lyi.TT 


Vo 


oder 


0»,  — 0>o 


= Arctang—  - Arctang  ^ 

sein  wird,  wo  in  der  Reibe  H'n  1^21  alle  ungerade  Zahlen 

V 

Durchgängen 'der  Function  — durch  das  Unendliche  vom  Negati- 
ven zum  Positiven , alle  gerade  Zahlen  dagegen  Durchgängen  der 
Function — durch  das  Unendliche  vom  Positiven  zum  Negativen 
entsprechen.  Ist  nun  s der  den  Gränzen  «09  entsprechende 
Excess  der  Function  — , so  ist  ofTenbar 

'U 

und  folglich 

w,  — Wo  = Arctang  — — Arctang  — — «tt. 

» » ^ O ^ 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  «o  =»,,  t'©  = t', , also  na- 

fJ 

türlich  auch  Arctang  ^==  Arctang  und  folglich 

: — fTT. 


w,  — Wo 


1/ 


Bezeichnet  jetzt  e den  Excess  der  Function  ^ für  die  Gränzen 


«o  und  so  ist  nach  §.23.,  weil  die  Grössen  — und 


Vo  Vi 


einander 


gleich  sind,  also  natürlich  auch  gleiche  Vorzeichen  haben,  ,ß+£=:0, 
— f,  und  folglich  w, — Wo  = <?7t,  also 


wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  33. 


Liehrsatx,  Wenn,  indem  «/,  e/;  r/,  t>';  n.  s.w. 

Functionen  von  s sind,  welche,  so  wie  die  auf  analoge 
Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  bezeichneten  Func- 
tionen w,  w',  w",  w" , ....,  sämmtlich  den 'Bedingungen 
des  vorigen  Satzes  genügen,  und  ' 
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1=  — 1)  1)  — 1) 

ist,  die  iden'Gränzen  «o  ■ und  «I  entsprechenden  Excesse 

j b • u , u'  u"  u'"  ' 

der  rnnctionen  — , — 5 — > ? u.  s.  w.  und  xr  aber  re- 

^ v v v v V 

spective- durch  <?'",,u.  s.  w.  und  E bezeichnet  wer- 

den; so  ist  jederzeit 

E €’*  -f-  — I“  .... 

**  » • 

Beweis.  Man  setze 

n -\-v  \/- — 1 (cosca  -|-sin(u  \/ — 1). 

w'  +?/.  \/ — 1 = q (cos ta'i sin  w'  \/ — 1),  • 

\/—\  = ^"(cosw"-|-sin  w"  ' 

='^'"(cosw'"-hsin(a"V~l)>' 

' II.  s.  w. 

also 

'(f/Hh*'  \/ — 1)  \/-r^)  (//""+•€/'  \/ — 1) <:.... 

(coso>+sina>^ — 1)  (cosw'-l-sinw'^ — 1) 

• (cosa>"-f-sinft)"^ — 1) 

so  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  iindet, 

— l)  {n'-\~v’\/ — 1)  — 1)  ..... 

\ t 1 ^ 

= ^ ^" ...  I cos  (tu  -I-  tu'-f*  tu"-+- . . .)  H-  sin  (tu  74-  tu'-f-  tu"-f- ...)[/' — 1 1 , 

und  folglich,  wenn 

E-+-  V \/~l  = Ä(cos  sin  S2\/^) 

gesetzt  wird, 

E = g g'g''g‘", . . und  i2  = tu  Hf-  tu'-4-  tu"-|-  tu"'-f- . . . , 

% * » 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  die  Functiohen  -Ü,  V,  Si 
den  Bedingungen  des  vorigen  Satzes  vollständig  genügen.  Bedient 
man  sich  nun  ähnlicher  Bezeichnungen  w^ie  beim  vorigen  Satze,  so 
ist  nach  diesem  Satze 


e ■=. 
und 


(U, — tu 


n 


^ e' 


I '! 


(Ol  — (Of 

n 


ft  99  , . 999  _ ^ 999 

tu.  — tu_o_  _ tu,  — CUn 


71 


71 


E — 


Ä,  — .Äo 


n 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 

f2j=r cUj— 4“ tu tu tu ....  SIq  cUo-|-cUo^-|-tUo^^-f-tUQ^^^-f-, .. , 

und  folglich 

i2i 


n 

ist,  so  ist 


tUi  — (0^ 

7t 


(O,  (Of 

n 


CUt  — tUp 

71 


999  999 

W,  — tu„ 


71 


E = € ~f-  ^ “4“  “f*  “H  • . • • ? 


wie  bewiesen  werden  sollte. 
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§.  34. 

Wir  wollen  unu  jetzt  iu  einer  Ebene  eine  gescblossene  Curve 
denken,  wollen  in  derselben  einen  beliebigen  Punkt  ilf  als  Anfangs- 
punkt der  Bugen  annelimen,  und  wollen,  indem  wir  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  zum  Grunde  legen,  die  Cuordi- 
iiaten  .r,  y eines  jeden  Punktes  dieser  Cur\'e  als  Functionen  des 
von  dem  Anfangspunkte  M an  nach  einer  bestimmten  Richtung  bin 
genommenen , und  bei  dem  Punkte  (-0:7/)  sich  endigenden  Bogens  g 
derselben  betrachten.  Der  ganze  IJmfang  der  Cur\'e  soll  durch  c 
bezeichnet  werden.  Ist  nun  der  durch  die  Coordinaten  ce,  ß be- 
stimmte Punkt  A ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  der  Curve, 
so  sind  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinaten  a: — «,  y—ß  die  Coordinaten  des  Punktes  (.a:y) 
der" Curve  in  Bezug  auf  ein  dem  primitiven  paralleles  Coordinaten- 
system,  dessen  Anfang  der  Punkt  A ist,  und,  wenn  w’ir 

\ a:  — a = ^cosw,  7j — j?  = p sin  cu 

setzen , so  sind  cu,  q die  polaren  Coordinaten  des  Punktes  (.ry)  in 
Bezug  auf  den  Punkt  A als  Pol  und  den  positiven  Theil  der 
Ahscissenaxe  des  secuudären  rechtwinkligen  Systems  als  Axe  der 
polaren  Coordinaten , von  w'elcher  an  die  Winkel  oder  Bogen  tu 
nach  der  Seite  der  positiven  secuudären  rechtwinkligen  Ordinaten 
hin  gezählt  w'erden.  Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  annehmen,  dass 
ü)  sich  stetig  verändert,  wenn  s sich  von  0 bis  c stetig  verändert, 
die  den  Werthen  0 und  c des  Bogens  s entsprechenden  VVertbe 
von  w durch  und  so  ist  nach  §.  32.  ofl'enbur  > 


(0|  — <Oq 
71 


X—tt 

y-ß’ 


der  den  Gränzen  0 und  c entsprechende  Excess  der  Function 

Hierbei  ist  angenommen  worden,  dass  n sich  von  0 bis  c stetig 
verändert,  oder  dass  der  Radius  Vector  q den  ganzen  Umfang  der 
Cun  e von  Aßf  an  bis  wdeder  zu  AM  durchlaufen  habe.  Liegt 
nun  der  Punkt  oder  {aß)  innerhalb  unserer  Curve,  so  ist  offenbar 


W,  = Wo  -f-27T,  Wj  — Wo  = 27T,  € = 


W,  — ft) 


71 


^ = 2. 


Liegt  dagegen  der  Punkt  A oder  (a/S)  ausserhalb  unserer  Cune, 
so  ist  offen u^ar 


w 


W I " ""  A 

, =z  Wo,  w,  — Wo  = 0,  e=  = 0, 

7» 


Der  den  Gränzen  0 und  c entsprechende  Excess  der  Function  — — ^ 

ist  also  2 oder  0,  jenachdem  der  Punkt  (aß)  inoerbalb  oder  ausser- 
halb der  Cur\e  liegt. 

Wir  wollen  nun  annehmen , dass  die  Gleichung  des  nten 
Grades  _ 

/ (-2^4-y  l/— 1)  = 0 

die  fl  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  reellen  oder  imaginären 
Wurzeln 

a+ß\/~i,  a'+ß'\/~h  .... 
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/ 


% 


V hübe;  so  ist  bekanatlich  « . 

V/ — T)  

==  1^  — a-h(y  — /S)l/  — 1|  — 

1^  — a"-f-(y  — /S")  1/ — Ij 

Die  deu  Ciränzen  0,  c entsprecheuden  Excesse  der  Functionen 
a:  — « o:  — «'  o:  — «"  a:  — 

y-/T’  y-/?"’  7^^’ 

wollen  wir  durch  e,  e\  e'',  e"\  . * . . bezeichnen,  und  wollen  auueh' 
nien,  dass  keiner  der  Punkte  (a  /?),  (a'  /S'),  (a"  )S"),  (w'"  . . . . 

ein  Punkt  unserer  Curve  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergeiienden 

• = 2 oder  <?  ==  0, 

e',  = 2 oder  e'  =0, 

. =2  oder  e"  =0, 

e'"  = 2 oder  e"'  = 0, 
u.  s.  w.  / 


jenacbdem  die  Punkte  (a  ß),  ß'),  {a"  ß'')^  (a'" /S"'),  ....  innerhalb 

oder  ausserhalb  der  Curve  liegen.  Bezeichnen  wir  daher  die  An. 
zahl  der  innerhalb  der  Curve  liegenden  Punkte  durch  m,  so  ist, 
w’cil  die  Excesse  e,  e*,  e",  ....  der  2 gleich  sind  oder  ver- 

schwinden, jenacbdem  die  entsprechenden  Punkte  innerhalb  oder 
ausserhalb  der  Curve  liegen,  oiFenbar 


und  folglich 


2/w  = e -I-  c'  -I-  -h  e'"  -h  .... 
6 ^ “4“  ® ^ “4”  .... 


m 


Setzen  wir  nun  aber 


V/  — 1)=  ^-+*  F V/— 


also  nach  dem  Obigen 

V^V  V/~1|  ••••> 

’ u 

und  bezeichnen  den  Excess  der  Function  -p  für  die  Gränzen  0,  c 
durch  JEi  so  ist  nach  §.  33. 

JE € “F“  €*  — f“  "F"  ^ ' “F“  • . • 

und  nach  dem  Obigen  folglich  woraus  sich  der  folgende 

merkwürdige  Satz  ergieht: 

Es  sei  /(^*+-y  U V \/  — 1=0  eine  belie- 

bige Gleichung  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln.  .Wenn 
nun  in  einer,  Ebene  eine  geschlossene  Curve,  deren  Um- 
fang c sein  mag,  beschrieben  ist,  und  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  der  Punkte  dieser  Curve  als  zwischen 
den  Gränzen  0 und  c stetige  Functionen  der  entspre- 
chenden von  einem  gewissen  Anfangspunkte  an  gerech- 
neten Bogen  der  Curve  betrachtet  werden  können;  so 
ist  die  Anzahl  der  innerhalb  dieser  Curve  liegenden 


/ 


. 54  . 

I 

/ ' 

Punkte,  deren  Coordinaten,  für  x und  y in  die  Glei* 
c h u n g /"(or -+- 2^  — 1)=:0  gesetzt,  dieser  Gleichung  ge- 

nügen, jederzeit  'dem  halben  Exicesse  der  Function  ^ 

für  die  Gränzen  0,  “c  gleich,  wenn  nur  die  Curve  so  be- 
schaffen ist,  dass  die  Coordinaten  keines  ihrer  Punkte, 

für  X und  y gesetzt,  der  Gleic  hung  /(^-4-y  V/  — 1)  = 0 
genügen. 


§.  35. 

Wenn  uns  nun  die  lauter  ungleiche  Wurzeln  habende  Gleichung 

/(.r-hy  V~^)  = /7-+-Fl/'=n  = 0 

gegeben  ist,  so  wollen  wir  jetzt  zu  bestiuiraeu  suchen,  wie  viele 
Wurzeln  dieser  Gleichung  es  giebt,  deren  reeller  Theil  zwischen 
den  Gränzen  x^^^  X,  und  deren  Factor  der  imaginären  Grösse 

\/  — 1 zwischen-  den  Gränzen  yo>  ^ enthalten  ist,  wobei  wir  aber 
annehroen  wollen,  dass  x-^y  \/' — 1 weder  für  xzzrzXf^y  noch 
für  x-=.  X,  noch  für  y = yo,  noch  für  y=  Y eine  W(urzel  unse- 
rer Gleichung  wird.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  uns  Xq,  y^  und 
X,  Y als  die  rechtw^inkligen  Coordinaten  zweier  Funkte  in  einem 
beliebigen  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  denken,  und  wollen 
durch  die  Endpunkte  der  den  Ordinaten  y^,  Y entsprechenden  ge- 
raden Linien  Parallelen  mit  der  Abscissenaxe  ziehen,  so  werden 
diese  Parallelen  in  Gemeinschaft  mit  den,  den  Ordinaten  yo,  Y ent- 
sprechenden, DÖthigenfalls  verlängerten  Linien  jederzeit  ein  Recht- 
eck einschliessen.  Die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  innerhalb 
dieses  Rechtecks  liegen  offenbar  zwischen  den  Gränzen  Xq,  X 
, und  yo)  X,  und  unsere  Aufgabe  wird  daher  oflfenbar  gelöst  sein, 
wenn  wir  bestimmen  können , wie  viel  Punkte  innenialb  dieses 
Rechtecks  es  giebt,  deren  Coordinaten  für  x und  y gesetzt,  der 
gegebenen  Gleichung  . 

/(.zr -f- y V/^)  =z=  r V/^  = 0 

genügen,  auf  welche  Bestimmung  wir  demnach  jetzt  unser  Augen- 
merk allein  werden  zu  richten  haben. 

Die  durch  den  Endpunkt  yon.,yo  gehende,  der  Abscissenaxe 
parallele  Seite  unsers  Rechtecks  soll  als  die  erste;  die  durch  den 
Endpunkt  von  X gehende,  der  Ordinatenaxe  parallele  Seite  soll 
als  die  zweite;  die  durch  den  Endpunkt  von  Y gehende,  der  Ab- 
scisseuaxe  parallele  Seite  soll  als  die  dritte;  die  durch  den  End- 
punkt von  x^  gehende,  der  Ordinatenaxe  parallele  Seite  soll  als 
die  vierte  Seite  unsers  Rechtecks  angenommen  werden.  Für  jeden 

Punkt  in  der  ersten,  zweiten,,  dritten,  vierten  Seite  ist  respective 

• 

y = y„,  .r=  X,  y = y,  = ‘ > ' 

und  weil  nun  nach  der  Voraussetzung  nie 

V/— • ■ ■ 

, f(X+y  V/-1)  = 0, 
y V/_1)  = 0, 
l/  — l)z=0 


1 
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sein  soll,  so  genügen  die  Coordinaten  keines  Punktes  iti  dem  Ciu- 
fange  unsers  Rechtecks  der  gegebenen  Gleichung/^^r-f-y 
und  der  Umfang  dieses  Rechtecks  kann  also  als  die  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtete  geschlossene  Cur\e  angenommen  werden. 

Die  Längen  der  vier  Seiten  unsers  Rechtecks  seien  nach  der 
Reihe  c,,  c,,  Cj,'C4,  und  <?  = <’, -l-rj -+-c 3 sei  der  ganze 
Umfang  des  Rechtecks.  Der  Kürze  wegen  wollen  wir 

setzen,  lind  der  den  Uränzen  # = 0,  « = c,  wobei  der  vorige  Pa- 
ragraph zu  vergleicben.  ist,  entsprechende  Excess  dieser  Function 
sei  so  ist  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 

Satze  \E  die  Grösse,  welche  wir  suchen,  und  es  wird  nun  darauf 
ankommen,  zu  zeigen,  wie  der  Excess  E gefunden  werden  kann. 

Für  jeden  Punkt  der  ersten  Seite  'ist  und  folglich 

y(.r,  y)  = (p{a:,  yo)*  Für  #=0  und  «==c,  ist  respective  a?:s=za^^ 
und  X;  also  ist,  der  Excess  von  5p(o:,  y)  für  die  Gränzen 

#z=0  ’ünd  Ä = offenbar  dein  Excessc  von  y©)  Für.  die 

Gränzen  ac  ==  a:^  und  .jt  = X , welchen  wir  durch  Ey^  bezeichnen 
wollen,  gleich. 

Für  jeden  Piinkt  der  zweiten  Seite  ist  .r=:X,  und  folglich 
9p(.r,  y)  = 5p(X,  y).  ’ Für  st=ic^  und  Ist  yrrry©  und 

y=zY\  also  ist  der  Excess  von  sp(a:,‘  y)  für  die  Gränzen  # = 
und  sr=c^-\-c^  dem  Excessc  von  <p(X,  y)  für  die  Gränzen 
y = yo  und  y::^Y,  welchen  >vir  durch  durch  ]Sx  bezeichnen  wol- 
len, gleich.  ■ ■ ' ' 

Für  jeden  Punkt  der  dritten  Seite  ist  y=Y,  und  folglich 
5p(o:,  Wj  = 5p(o:,  Y).  Für  #=:c, -l-Cj  und  = c, -F  c, -f- c,  ist 
und  a:  = a:o'i  also  ist  der  Excess  von  y(.r,  y)  für  die 
Gränzen  ^ = c, -f-^2  ““<1  # = Cj -F  <?2  <1®™  Excesse  von 

5p(.r,  I^)  für  die  Gränzen  .r=  X und  a:=za:oi  welchen  wir  durch 
E’y  bezeichnen  wollen,  gleich. 

Für  jeden  Punkt  der.  vierten  Seite  ist  or=:.ro,  und  folglich 
y(.a:,  y)=9(.z?05  .v)* . Für  +^2+^,^  und  *=r,-Fc2+r,H-C4==c 
ist  y=  y und  yz=yQ\  also  ist  der  Excess  von  y)  für  die 

Gränzen  ,»  = c, -F  «^2  H“  und  # = c, -F  c» -F  c, -F  C4  = c 'dem^ 
Excesse  von  y)  für  die  Gränzen  y=  Y und  y=y©,  welchen 

wir  durch  bezeichnen  wollen,  gleich. 

Auf  der  Stelle  erhellet  nun  aber  aus  dem  allgemeinen  Begriffe 
des  Excesses  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

E = Ey^  ~F  Ex  “F  E"  Y ~F  x©» 
wo 

Ey^y  Ex,  E'y,  Efx^ 
die  Excesse  der  Functionen 

yo)>  5p{-^»  y)>  F),  ^{^o,  y) 

für  die  Gränzen 

*^o>  yo)  X,  .z?o  j F,  y© 

sind,  weldie  nach  den  in  der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhand- 
lung gegebenen  Regeln  immer  berechnet  werden  können. 


56 


Bezeichnen  wir  nun  aber  die  den  Gränzen  und  Y 

entsprechenden  Excesse  der  Functionen  F)  und  y)(a:o,  y) 

durch  Ey  und  Ex^\  so  erhellet  aus  dem  ailgeiiicinen  Begriffe  des 
Bxcesses  auf  der  Stelle,  dass  ' 

ist,  und  nach  dem  Obigen  ist  folglich  . 

Ez=:{Ex-E^,)-{EY-Ey^), 
und  also  die  Grösse,  welche  wir  suchen, i 

wo 

Ex,  Ex^,  Ey,  Ey^ 
die  Excesse  der  Functionen 

5P(-^>  y)>  y)j  5p(*^>  F),  yo) 
für  die  Gränzen  ‘ 

Vo,  Vo"  F5  «^o?  i ^o>  \ 

sind,  welche  nach  den  in  der  zweiten  Abtheilung  dieses  Aufsatzes 
entwiclielten  Regeln  jederzeit  gefunden  werden  können. 

Das  in  dem  Vorhergehenden  enthaltene,  von  Cauchy  gefun- 
dene, in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  und  wichtige  Theo- 
rem ist,  in  Verbindung  mit  dem  Satze  von  Sturm,  und  den  im 
Obigen  entwickelten  atlgemeinen  Regeln  zur  Berechnung  des  Ex- 
. cesses  gebrochener  Functionen,  im  eigentlichen  Sinne  als  neu  ge- 
wonnenes Lund  in  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  betrachten, 
und  wird  als  eine  der  wichtigsten  Erfindungen  auf  dem  Gebiete 
der  Mathematik  dem  gegenwärtigen  Jahrhundert  jederzeit  zur  Ehre 
und  zum  Ruhme  gereichen,  wobei  auch  noch  die  ganz  elementare 
Darstellung,  weldie  man  im  Obigen  kennen  gelernt  hat,  ganz  be- 
sonders hciv'orgehoben  zu  werden  verdient.  Ganz  richtig-  sag^ 
Herr  Abbö  Moigno  im  Eingänge  seiner  Abhandlung:  ,,Lagrange 
et  Legendre  auraient  en  effet  eu  de  la  peine  ä croire  qu’on  arrive- 
rait  par  des  proc^d^s  tres  ^l^mentaires  ä döterminer-,  pour  une 
^quation  de  degrö  quelconque,  le  nombre  des  racines  imaginaires, 

dont  la  partic  reelle  et  le  coefficient  de  \/  — 1 sont  compris  enfre 
des  limites  donn^es'';  womit  wir  unsere  Darstellung  dieses  höchst 
wichtigen  Gegenstandes  beschliessen  wollen. 
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Neue  Beweise  einiger  Sütze  und  allgemeine 
Bemerkungen  über  eine  in  der  Analysis  in  ge* 
wissen  Füllen  gebrüucbliche  Art  der  Beweis- 

füliruiig. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Stern 

• ^ 

zu  Göttingen. 


> 


Eine  grosse  Anzahl  'combinutorischer  t..ehrsätze  wird  bis  jetzt 
in  den  [.«^irbUcheru  dadurch  bewiesen,  dass  man  sie  an  die  Be- 
trachtung einer  nach  den  Potenzen-  einer  beliebigen  Grösse  x fort- 
schreitenden Reihe  anknüpft.  Dahin  gehört  z.  B., , um  nur  ganz 
Elementares  zu  erwähnen,  das  übliche  Verfahren,  wie  man  die  ,Re- 
'cursionsformel  für  die  Coefficienten  der  /zten  Potenz  eines  Polyno- 
niums,  den  Zusammenhang  der  Coefficienten  in  der  Gxponentialreihc 
und  Aehnliches  findet.'  Auch  die  merkwürdigen  Untersuchungen 
über  die  Theilung  der  Zahlen,  welche  Euler  in  dem  10.  Cap. 
seiner  Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendlichen  ungestellt  hat, 
beruhen  gänzlich  auf  Betrachtung  solcher  Reihen  und  es  ist  bis 
jetzt,  so  viel  mir  bekannt  ist,  nicht  gelungen,  die  dort  gefundenen 
Sätze,  die  elementarsten  abgerechnet,  ohne  Hülfe  der  Reihen  abzu- 
ieiten.  So  fruchtbar  auch  diese  Art  der  Beweisführung  ist,  so 
scheint  sie  doch  einen  wissenschaftlichen  Mangel  zu  haben,  inso- 
fern sie  ein  Element  x einführt,  welches  in  den  zu  beweisenden 
Sätzen  gar  nicht  vorkommt.  Sie  hat  hierin  Aehnlichkeit  mit  dem 
Verfahren  der  synthetischen  Geometrie,  die  Hülfslinien  einführt, 
welche  ebenfalls  den  zu  beweisenden  Sätzeu  fremd  sind.  So  wie 
es  aber  in  neuerer  Zeit  gelungen  ist,  solche  Hülfsconstructionen 
fast  gänzlich  entbehrlich  zu  machen,  so  scheint  es  auch  wünschens- 
werth,  dass  man  alle  Sätze,  die  nicht  zu  der  Theorie  der  Reihen 
gehören,  ohne  deren  Hülfe  finde.  Ich  hoffe  bei  einer  anderen  Ge- 
legenheit nachzuweisen,  wie  dies  bei  allen  erwähnten  Euler  sehen 
Sätzen  geleistet  werden  kann  und  will  hier  vorläufig  nur  tür  einen 
derselben  einen  sehr  einfachen  Beweis  geben.  Dieser  sehr  bekannte 
Satz  sagt, 

dass  man  alle  ganzen  Zahlen  aus  den  Gliedern  der 

nach  den  Potenzen  von  2 fortgehenden  geometri- 
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sehen  Progression,  so  dass  jedes  Glied  nur  einmal 
vorkommt,  durch  Addition  bilde n kann  und  ^.war  nur 
auf  eine  einzige  Weise. 

Die  Anzahl  der  Comhinationen  ohne  Wiederholungen,  die  mau 
aus  den  hllementen  i,  2,  2^  . . . bilden  kann,  ist, 


m-\-\  .?n  \ *m  »m  — 1 

m+i  + -YTY--*- — rrm — 


2«i+l  — 1. 


Unter  diesen  Combinationsformen  können  nie.,  zwei  ^ dem  Werthe 
nach  gleich  sein,  wenn  mau  sich  die  Elemente  durch’ Additioh  ver- 
bunden denkt.-  Die  zwei  Formen,  welche  gleich'  sein  sollten, 
müssten  entweder  beide  oder  keine -von,  beiden Element  1 ent- 
halten. Sei  nun  die  eine 

2^1  2^* , . . -f-  2^>  — ü/, 

die  andere 

2^4-2^ 4-2^. 4- iV; 

wo  M die  Summe  der  Elemente  bezeichnen  soll,  die  beiden  Grup- 
pen gemeinschaftlich  sind,  so  dass  also  A:  j,  ^25  •••  ^ I i ^ ti  ...  Aji 

sämmtlich  unter  einander  verschiedene  Zahlen  sind.  Man  hätte 
mithin 

, 2^. 4- 2^. . . . 4-2^-  = 2^4-2^  . . .4-2^-. 


Bezeichnet  nun  Xr,  den  kleinsten  Exponenten,  so  hätte  man 

1 “4—  2^‘»"“^i ...  — E"  2^v  2^1  4~  2^*“^‘» ...  4~  2^» 

was  unmöglich  ist-,  da  keine  der  Zahlen  — X,,  kr  — X,’, 
/, — X,  ...  ln  — Xj  gleich  Null  sein  kann.  Jede  der  — 1 
Combinationsformen  muss  also  einen  anderen  Werth  haben.  Nun 
ist  der  Werth ‘ der- ersten  und' kleinsten  Combinatioiisform  =1,  der 
' der  letzten  und  grössten  =14-24-2*  ...  4-2«»  = 2'»+-i  — 1; 
mithin  müssen  die  dazwischen  liegenden  Comhinationen  alle  gan- 
zen Zahlen  zwischen  1 und  2'"-+*i  — 1 ‘ und  zwar  jede  nur  einmal 
geben.  , ■ . 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  anderen  bekannten 
Satz  beweisen,  dass  mau  jede  Zahl  aus  der  nach  Potenzen 
von  3 aufsteigeuden  geometrischen  Progression  durch 
Addition  und  Subtraktion,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise, 
bilden  kann. 


In  den  Nov.  Act.  Acad.  Petr.' T.  IX.  p.  44 'findet  Euler  mit. 
Hülfe  der  Integralrechnung  den  Ausdruck  . / 

*2  — 7 7 • 11  7 • 11  • 15 

< . . * » • ' I • 


Die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks ' lässt  sich  auch  leicht  termit- 

telst  der  Theorie  der  Kettenbrüche  nachweisen.  Es  ist>  nämlich 

7.5  ft  11.9  20  15.13  ' 

9z=z— — 16  z=:  — — 7^  u.  s.  w.,  mithin 


7-5’ 


je— 9’ 


24—13’/ 


32—17 


/ 
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2 7-7.5  ; 

' 15—11 .9 

^ - I -•  24—15 . 13  . 

, 32  etc. 

Verwundelt  niun  diesen  Kettenbruch  nach  der  bekannten  Methode 
in  eine  Reihe,  so  erhält  man  den  obigen  Ausdruck. 


VII. 

I 

i * 

Turners  Eigenschaft  der .. ungeraden  Zahlen. 


Mitgetheilt  und  bewiesen  vom 

Herausgeber. 


ln  der  Versammlung  brittischer  Gelehrten , welche  im  Septem- 
ber 1837  zu  Liverpool  gehalten  wurde,  theilte  Sir  W.  Hamilton 
folgende  von  Turner  gefundene  Eigenschaft  der  ungeraden.  Zah- 
len mit: 

Wenn  man  die  Summen  der  lsten;,der  2ten  und  3ten; 
der  4ten,  5ten  und  6ten;  der  7ten,  8ten,  9teu  und  ' 
lOteu;  u.  s.  w.  ungeraden  Zahl  bildet;  so  erhält  man  ■ 
die  Cubi  der  natürlichen  Zahlen  nach  der  Reihe. 

Es  ist  nämlich 


2»=  3-4-5, 

3»=  7-4-9-4-11, 

4»  = 13-M5-4-17-4-19, 

5»  =:  21 -4- 23 -4- 25  4- 27 -4- 29, 
u.  s.  w. 


welches  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann:  • 

Die  ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihen,  deren  Summen 
durch  die  Cubikzahlen  1*,  2*,  3*,  4*,  ....  »*  dargestellt  werdeu 
sollen,  sind  • 

1. 0-4-1,  2. 1-4-1,  3.2-+-1,  4. 3-4-1,  5 . 44-I, . . ., l)-4-l; 

welches  leicht  durch  den  Schluss  von  n auf  »-4-I  bewiesen  wer- 
den kann,  indem  nämlich,  wenn  dieses  Gesetz'  für  it  gilt,  das 
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erste  Glied  der  aritbmetiscbea  Reibe,  deren  Summe  nach  dem 
Turnerscben  Satze  durch  dargestellt 'werden  soU,  nach  ■ 

der  Lehre  von  deu  arithmetischen  Progressionen  offenbar 

— 1)-4~  1 1 \ 1)  — 1)  — 1 äH—  1 

ist,  so  dass  also  das  bemerkte  Gesetz  für  /«  + 1 gilt,  wenn  es  für 
n gilt,  und  daher  allgemein  richtig  ist.  ■ • 

Hiernach  kommt  es  nun,  um  den  Turnerscben  Satz  zu  be> 
weisen,'  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  dass 

= \n[n  — 1)  -f- 1|  -I-  {»(^  — 1)  -f-  3|  -f-  \n{n — 1)  -f-  5|  Hh  . . . 

-f“  I n{n  — 1)  -f-  2«  — 1 1 

' ist.  Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
aber  eine  gewöhnliche  arithmetische  Reihe,  deren  Summe  be- 
kanntlich ' 

ist,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

Mittelst  dieses  Turnersrheo  Satzes  kann  man  nun  auch  leicht 
die  Reihe  der  Cubikzahlen  l*,  2*,  3*,  4%  ....  /«*  summiren. 

Nach  demselben  ist  nämlich  offenbar 

-4- I (» -f- 1)  » — 1 1 , 

und  folglich,  weil 


(»  -H  1)  » — I =s  2 . 


(«  -f- 1)« 


-l, 


also  die  Anzahl  der  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 

auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist,  nach  der  Lehre 
von  den  arithmetischen  Progressionen 

1 . + 2.  -H  3-  + 4»  + ...+«■  = t-t 


wodurch  die  Summe  der  dritten  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
gefunden  ist. 

Als  eine  Kigenschaft  der  geraden  Zahlen  kann  man  sich  fol- 
genden ebenfalls  leicht  zu  beweisenden  Satz  merken: 

P-M  = 1(1»4-1)=  2, 

2» -f- 2 = 2(2» -*-!)=  4-f-6, 

3»-+-3zz£3(3»4-l)==  8-H10-M2, 

4*  4 = 4(4» -h  1)  = 14  + 16 -M8 -4- 20, 

3 « -+.  5 = 5 (5 » 1 ) = 22 -h  24 26 28  4- 30 , 

u*  s.  w.  - 
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VIII. 

Einige  ResnUate  aus  verglichenen  Barometer - 
Beobachtungen  in  Berlin  und  Neustadt- 

Eberswalde. 

Von  dem 

Herrn  Professor  F.  W,  Schneider 

an  der  Königlichen  hohem  Forst-Lehr>AiistaIt  zu  Neustadt-Ebemvaide. 


Eine  Reihe  fortlaufender  meteorologischer  Beobachtungen,  die 
ich  in  den  Jahren  1835  und  1836  auf  Veranlassung  des  Herrn  Prof. 
Berghaus  am  hiesigen  Orte  (Keustadt-Eberswalde)  sechsmal  täg- 
lich unstellte,  verglich  ich,  soweit  sie  das  Barometer  betrafen,  für 
den  Zeitraum  vom  1.  Januar  bis  11.  März  1836  durch«  grafdiische 
Darstellung  mit  den  gleichzeitigen  Beobachtungen  des  Herrn  Prof. 
Mädler  in  Berlin.  Der  Nullpunkt  meines  Barometers  (Pistor'sches 
mikroskopisches  Heber- B.  Nr.  135,  der  hiesigen  Königl.  Forstlehr- 
anstalt gehörig)  lag  64,89  pariser  Fuss  über  der  Ostsee  bei  Nwine-  , 
münde,  wie  durch  einen  von  dem  K.  lngenieurgeogra|ihen  Herrn 
Bertram  und  mir  bewirkten  Anschluss  an  das  Nivellement  des 
Herrn  Majors  Baey-er  zwischen  Swinemünde. und  Berlin,  und  zwar' 
an  die  Station  Pimpinellenberg  bei  Oderberg,  ermittelt  worden  war. — 

Die  analoge  Bestimmung  für  das  Mädl ersehe  Barometer  ist  mir 
nicht  bekannt  geworden;  nur  so  viel  ist  gewiss,  dass  eine  Höhen- 
ditt'erenz  beider  Beobachtungsorte' vorhanden  war,  und  diese  wenig- 
stens 45  Fuss  (Berlin  über  Neustadt)  betragen  musste.  (Vergl.  Ni- 
vellement zwischen  .Swinemiinde  und  Berlin,  von  J.  J,  Baeyer, 

Berlin  1840,  Seite  112.) — Die  Mädlerschen  Beobachtungen  ent- 
nahm ich  aus  der  Berliner  Vossischen  Zeitung,  wo  sie  für  -f->  10*^/{. 
Normaltempcratur  des  Quecksilbers , täglich  mitgetheilt  werden, 
nachdem  ich  sie  wie  die  meinigen  auf  0°  Normaltemperatur  reducirt 
hatte.  Die  horizontale  Entfernung  beider  Beobachtungsortc  beträgt  . . 

ohngefäbr '6  Meilen,  und  ihre  Verbindungslinie,  von  Berlin  aus 
nordöstlich,  fällt  in  die  Richtung  der  herrschenden  stärkeren  Winde 
und  Stürme. 

Die  Barometerstände  während  des  oben  bezeichnet en  Zeitraums 
waren  sehr  veränderlich;  Perioden  höherer  und  hoher  Stände  (über 
28  Zoll)  wechselten  in  kurzen  Uebergängen  mit  ausgezeichnet  nie- 
derem Luftdruck,  der  einmal  sogar  unter  27  Zoll  herabging  (den 
^ 30.  Januar  Mittags,  wo  ich  321,92'"  beobachtete). 

Den  gleichzeitigen  Gang  beider  Kurven  habe  ich  auf  Tafel  I. 
in  einer  Zeichnung  entworfen,  in  der  Art,  dass  ihre  Ordinaten  die 
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Barometerhöben  unmittelbar  in  pariser  Maass  längs  zwei  mit  und 
28^''  bezeiebneten  Abscissenaxen  darstellen,  woraus  derVortbeil  ent- 
steht, dass  man  den  Gang  der  barometrischen  Differenzen  sofort 
in'  demselben  Maassstabe  e^lickt,  wie  ihn  die  Scala  des  Instruments 
anzeigte.  Obgleich  der  Zeitraum  der  verglichenen  Beobachtungen 
nur  kurz  ist,  so  zeigen  sich  doch  als  deutlich  hervortretend  toi- 
gende  Phänomene; 

1)  Die  Neustädter  Kurve  liegt  fast  überall  höher  als  dieJBerlirr 
ner , wie  sich  ohnehin  nach  der  Höhendifferenz  beider  Orte  erwar- 
ten Hess.  Nur  am  17..  28.,  30.  und  31.  Januar  und  am  16,  Februar 
war  der  Barometerstand  in% Neustadt  kurze  Zeit  hindurch  niedriger 
als  der  in 'Berlin,  aber  mit  so  geringen  Unterschieden,  dass  sie  nei 
dem  Ma^ssstabe  der  Zeichnung  nicht  überall  sichtbar  werden. 

2)  Alle  bedeutenden  Aufgänge  und  Niedergänge  sind 
beiden  Kurven  gemein. 

3)  Aber  das  Phänomen,  welches  ich  hauptsächlich  hier  zur 
Sprache  bringen  wollte,  ist  die  Veränderlichkeit  in  derDiffe- 
renz  der  Barometerstände  an  beiden  Beobachtungsorten,  und  dabei 
das  Gesetz  dieser  Veränderlichkeit  in  den  mit  zahlreichen  IVind- 
und  Sturmperioden  durchzogenen  Monaten  Januar  und  Februar: 

Bei  jedem  bedeutenden  und  plötzlichen  Niedergang 
des  Barometers  nähern  sich  die  Neustädter  und  Berli- 
ner Kurven,  zuweilen  fast  bis  zur  Kongruenz  (s.  u.  a.  den 
18.,  23.,  24.,  29.' und  30.  Januar),  bei  jedem  Aufgange  trennen, 
sie  sich  wieder,  und  in  den  Perioden  der  höheren  Baro- 
meterstände und  bei  mehr  windstiller  und  beständiger 
Witterung  sind  die  Abweichungen  am  grössten.  Ein 
Gleiches  findet  Statt  bei  Niedergängen,  die  allmählich 
erfolgen,  und  bei  tiefen  Barometerständen,  welche  meh- 
rere Tage  mit  geringeren  Schwankungen  anhalteu. 

Allerdings  kann  die  Differenz  der  Barometerhöhen  an  zwei  Or- 
ten, die  nicht  in  demselben  Niveau  liegen,  nicht  konstant  bleiben, 
sondern  muss  sich  vermöge  des  Muriottischen  Gesetzes  bei  niederem 
Luftdruck  verkleinern;  dass  aber  diese  Ursache  nur  einen  fast  un- 
roerkliclien  .Antheil  an  dem  so  bedeutenden  Zusammengehen  der 
beiden  Kurven  in  ihren  tieferen  Regionen  haben  kann,  ergiebt  sieh 
aus  der  einfachsten  Rechnung,  und  bedarf  keiner  Erläuterung. 

Die,  in  Nr.  3 gemachte  Bemerkung  berechtigt  zu  folgenden 
Schlüssen:  / 

a)  Bei  stürmischem  Wetter  , mit  .welchem  ein  schnelles  Sinken 
der  Barometersäule  verbunden  zu  sein  pflegt,  .sind  die  Luftschichten 
von  gleicher  Dichtigkeit  nicht  horizontal,  sondern  ihre.  Lage 
nähert  sich  der  Parallelität  mit  dem  Boden. 

ln  der  Richtung  von  Berlin  her  erhebt  sich  das>  Terrain  von 
100  zu  150  bis.  200',  und  fällt  dann  in  das  Fiiiowthal  von  40'  abso- 
luter Höhe  ab;  die  Luft  wird  also  in  ihrer  Bewegung  von  Süd- 
westen her  zuerst  aufgestaut,  und  sinkt  dann  io  die  tiefere  Gegend. 
Hiermit  scheint  der  eben  ausgesprochene  Satz  in  ganz  “einfachem 
Zusammenhänge  zu  stehen,  insofern  die  wellenförmige  Gestalt  der 
Erdoberfläche  auf  den  Weg  der  bei  windstillem  Wetter  horizontalen 
Luftschichten  von  gleicher  Dichtigkeit  unmöglich  ohne  Einfluss 
bleiben  kann.  Sobald  aber  dieser  Einfluss  einzutreten  beginnt,  ist. 
die  Differenz  der  gleichzeitigen  Barometerstände  nicht  mehr  eine 
reine  Function  der  Höhendifferenz  beider  Beobachtungsorte  im  ei- 
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gentlicheD  Sinne,  sondern  sie  entspricht  zugleich  der  relativen 
Höhenlage  dieser iPun kte  gegen  den  Boden.  Der^Nullpunkt 
des  Instruments,  an  welchem' ich  in  Neustadt  beobachtete,  befand 
sich  pariser  Fuss  über  dem  Bodea;  wenn  nun  auch  das  Mädler- 
sche.  Barometer  (Vielleicht  20^- über  der  Erdoberfläche  in  Berlin-  be< 
findlich  war,  so  ist  eben  die  Differenz  doch  nur  so  gering,  und  der 
Unterschied  der  absoluten  Höhen  wieder  so  gross,  dass  die  Annäbe> 
rung  der  beiden  Beobuchtungskurven  mit  der  eben  versuchten  Er- 
klärung aufs  Beste  übereinstimmt. — Allerdings  war  das  Mädiersche  ' 
Barometer  mit  dem  roeinigen  nicht  verglichen;  da  sich  aber  bei  ru* 
higeni  Wetter  die  Difl'ereuzeu  des  beobachteten  Luftdrucks  dem  Hö- 
henunterschiede der  Stationen  angemessen  zeigten  (s.  die  Zeichnung), 
so  darf  daraus  auf  gute  Uebereinstimmung  beider  Instrumente  ge- 
schlossen. werden. 

6)  Wenn  man  die  Höhendifferenz  zweier  Punkte,  die  sich 
in  gleicher  oder  nahe  gleicher  Entfernung  vom  Boden  befinden,  aus 
einer  oder  einigen  gleichzeitigen  Barometerbeubachtungen.  ableitet, 
so  erhält  man  das  Resultat  um  eine,  weder  durch  Rechnung  noch 
durch  Erfahrung  jemals  mit  einiger  Sicherheit  zu  bestimmende 
Grösse  viel  wahrscheinlicher  zu  klein  als  zu  gross.-  Der  Fehler 
wächst  mit  der  Geschwindigkeit  des  Windes , wenigstens  wenn  der 
Strich  desselben  nahe  oder  ganz  io  die  Verbindungsliuie  der  beiden 
Stationen  fällt,  und,  wenn  der- Barometergang  am  Tage  der  Beob- 
achtung eine  scJinelle  Bewegung  aufwärts  oder  abwärts  erleidet. 

c)  Die  Berechnung  des  Höhenunterschiedes  derselben 
Punkte  ajis  den  durcli  mehrjährige  Beobachtung  gefun- 
denen mittleren  Barometerständen  giebt  um  so  gewisser 
falsche,  nämlich  zu  kleine  Resultate,  je  genauer  die 
Mittel  sind,  d.  h.  aus  je  längeren  Beobachtungszeiträu- 
, men  sie  abgeleitet  wurden"}.:  Denn'die  mittlere  Differenz  des 
Luftdrucks  an  beiden  Orten '(oder  der  Logarithmus  seines  mittleren  ' 
Quotienten)  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Mittel  der  normalen  >Dif- 
ferenzen  bei  hohem  Barometerstände  und  ruhiger  Luft,  und  aus 
den  viel  zu  kleinen  Differenzen  während  der  Stnrmperioden.  Eine 
Bestätigung  dieses  Satzes  glaube  ich  nachweisen  zu  könneu  durch  • 
die  Z^len , in  welchen  • Herr  Major  Baeyer  (Nivellement  zw.  ' 
Swinemünde  und  Berlin,  Seite  V)  die  Bergbaus* sehen  Berechnun- 
gen der  Höbe  Berlins  über  der  Ostseeflächc  zusammenstellt,  die  sich 
auf  zwei <-> bis  neunjährige  ßeobachtungsreihenr.  in  Berlin,  Swine- 
münde, Stralsund,  Danzig,  Königsberg.  Apenrade  und  Altona  grün- 
den.  Diese  Berechnungen  gaben  für  die  Höhe  von  Berlin  (Strassen-  . X- 

pflaster  im  Thorwege  der  alten  Sternwarte)- resp.  14,74,  14,33,  14,75, 

14,75,  15,23,  14,02,  im  Mittel  14,78  Toisen,  mithin  sämmtlich  um. 
Beträchtliches  zu  kleine Werthe,  da  durch  das  Baeyer*sche 
Nivellement  dieselbe  Höhe  = 17,376  Tois.  gefunden  ^ wurde. 

Mau  kann  also  diesen  Fehler  bezeichnen  als  denjenigen,  wel-  , 

eben  die  nicht  horizontale,  vielmehr  der  Parallelität  mit 
dem  Boden  sich  nähernde  Bew.egung  der  Luft  bei  hefti- 
geren Winden  h-erv orbr ingt,  und  es  dürfte  misslich  sein,  den- 
selben durch  eine  Korrektion  beseitigen  zu  wollen,  die  wohl  weit 


•)  Diesen  allerdings  etwas  paradox  scheinenden  Satz  empfiehlt  der  geehrte 
Herr  Verf.  in  einem  an  mich  gerichteten  Schreiben  der  sorgfältigen 
Prüfung  der  Leser.  . G. 
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unsicherer  und  im  Allgemeinen  weit  beträchtlicher  ausfullen  dürfte, 
als  etwa  die  Korrektion  wegen  Differenz  der  Breiten,  oder  die  we» 
gen  Abnahme  der  Schwerkraft  in  der  Richtung  der  Vertikalen.  Ich 
glaube,  man  würde  zuverlässigere  Nivellements  aus  Barometerbeob» 
achtungen  erhalten,  als  bisher,  wenn  man  die  Methode  der  vieljäh- 
rigen Mittel  gänzlich  verliesse,'  dafür,  zur  Erleichterung  der  Ueber- 
sicht,  die  korrespondirenden  Beobachtungen « graphisch  zusammen- 
stellte, und  alsdann  nur  diejenigen  Perioden  aus  den  Sommer-  und 
Herbstmonaten  auswäblte  und  zur  Berechnung  der  Mittel  verwen- 
dete,^ weiche  durchaus  keine  plötzlichen  Schwankungen  des  Luft- 
drucks gezeigt  hätten. 

Obgleich  ich  kaum  zu  hoffen  wage,  durch  Vorstehendes  gelehr- 
ten Meteorologen,  zu  weichen 'ich  mich  nicht  rechnen  darf,  etwas 
Neues  gesagt  zn  haben , so  bedaure  ich  doch  , dass  es  mir  nicht 
vergönnt  war,  die  graphische  Vergleichung  des  hiesigen  und  Berli- 
ner Barometergungcs,  während  eines  langem  Zeitraumes  fortzu- 
setzen. Bei  dem  jetzigen  Stunde  der  Wissenschaft  wäre  es  gewiss 
nicht  mehr  ohne  Interesse,  folgende  Fragen  durch  zahlreiche  kor- 
respondirende,  und  übersichtlich  zusammengestellte  Beobachtungen 
beantwortet  zu  erhalten  : 

Wie  verhält  sich  der  gleichzeitige  Barometergang: 

1)  Wenn  die  Station  A nahe  am  Boden,  die  Station  B ent- 
fernt vom  Boden  (z.  B.  auf  einem  hohen  Tburme)  aber  in  dem- 
selben Niveau  mit  belindlicb  wäre.  Sollte  hier  nicht  bei  ru- 
higer Luft  und  hohem  Druck  ein  gleicher  Barometerstand,  aber 
während  der  Windperioden  bei  niederem  Druck,  in  der^Station  A 
ein  höherer  Barometerstand  als  der  gleichzeitige  in  B zu  erwarten 
sein?  Die  Kurven  würden  also  die  entgegengesetze  Erscheinung 
zeigen,  als  die  der  beiliegenden  Zeichnung,  d.  h.  die  Berührung 
würde  in  den  Regionen  der  hoben  und  länger  anhaltenden  niede- 
ren, die  Abweichung  in  den  niederen  von  kürzerer  Dauer,  eintreten. 
Die  Berechnung  der  Höhendifferenz  aus  den  Mitteln  ergäbe  nicht  0, 
sondern  A tieter  als  B* 

2)  Wenn  die  Stationen  A und  B in  gleicher  Entfernung  vom 
Boden,  aber  in  verschiedenen  Niveaus  lägen  ? Ein  Beitrag  zur  Un- 
tersuchung dieses  Falles  war  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes 
und  der  heigegebenen  Zeichnung.  • 

3)  Wenn  sich  der  Boden  unter  A und  B in  demselben  Niveau  ' 
befände?  Hier  w^ürden,  wenn  A und  B verschiedene  absolute  Höbe 
hätten , auch  bei  schnell  abnehmendem  Luftdruck  mehr  normale 
Differenzen  der  Baroineterhöhen  zu  erwarten  sein,  mithin  die  Kur* 
ven  bei  den  Niedergängen  nur  geringe 'Konvergenz  zeigen,  und 
die  Berechnung  der  Höhendifferenz  aus  den  barometrischen  Mitteln 
Hesse  die  relativ  zuverlässigsten  Resultate  erwarten. 

4)  Wie  unterscheidet  sich  der  gleichzeitige  Gang  der  Barome- 

terstände, jenachdem  die  Verbindungslinie  der  Stationen  in  die 
Richtung  der  herrschenden  Winde , oder  mehr  rechtwinklig  mit 
dieser  Richtung  fällt?  Auch  dürfte  die  Lage  des  ‘Beobachtungs- 
ortes , auf  einem  langgestreckten  Erdrücken  oder  isolirten  Berge, 
welcher  den  bewegten  unteren  I.uftschichten  ein  Ausweichen  zur 
Seite  gestattet,  nicht  weniger  wesentliche  Modifikationen  in  die 
Erscheinungen  bringen.  , 
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lieber  Reisebarometer. 

Von  dem  ' 

Herrn  Professor  F.  W.  Schneider 

an  der  Königlichen  hohem  Forst-Lehr-Anstalt  zu  Neustadt-Ebersvyalde. 


Bekanntlich  ist  die  Reduction  der  Barometerstände  auf  eine 
feste  Normaitemperatur  des  Quecksilbers  eine  so  wichtige  Korrek- 
tion, dass  die  Vernachlässigung  derselben  barometrische  Beobach- 
tungen für  wissenschaftliche  Zwecke  fast  werthlos  macht.  Man 
versieht-  desshalb  jedes  Barometer,  das  zu  genauen  Dntcrsuchungen 
dienen  soll,  mit  einem  Thermometer,  Behufs  der  Temperaturangabe 
einer  Masse  Quecksilbers,  welches,  in  einer  kurzen  Röhre,  von  glei- 
chem Durchmesser  mit  dem  der  Barometerröhre,  sich  so  nahe  neben 
dieser  befindet,  dass  eine  gleiche  Temperatur  beider  vorausgesetzt 
werden  darf. 

Leider  aber  wird  noch  fortwährend  im  Bau. der  Barometer,  na- 
mentlich der  zu  Beobachtungen  auf  Reisen  bestimmten,  ein  Verse« 
hen  begangen,  durch  welches  die  Micherbeit  in  der  Korrektion  der 
Quecksilbertemperatur  bedeutend  gefährdet  erscheint.  Ich  meine  die- 
jenigen Instrumente,  welche,  wie  die  sonst  so  vortrefBicfaen  Grein  er- 
sehen und  Pistorsclien  mikroskopischen  Heberbarometer,  mit 
einer  etwa  auf  | der  Länge  fest  in  einen  Holzruhmen  verschlosse- 
nen, im  Uehrigen  frei  dem  Luftzuge  ausgesetzten  ^luecksilberröhre 
versehen  sind.  Bei  der  schlechten  Wärmeleitumg  des  Holzes  bedarf 
es  offenbar  einer  längeren  Zeit  (oft  sind  ^ Stunden  nicht  ausrei- 
chend), bevor  die  Temperatur  des  eingeschlossenen  Quecksilbers 
sich  mit  der  Lufttemperatur  ins  Gleichgewicht  setzt,  während  dies 
bei  dem  im  oberen  Tbeile  und  im  kürzeren  Schenkel  enthaltenen 
Quecksilber  viel  eher  geschehen  mu^s.  Hat  man  sich  nach  einer 
im  Freien  gelegenen  Beobachtungsstation  begeben,  ist  vielleicht  das 
Futteral  des  Barometers  und  somit  sein  ganzer  Inhalt  durch  die 
aufprallenden  Sonnenstrahlen  bedeutend  erwärmt  worden;  so  zeigt 
innerhalb  geraumer  Zeit  nach  dem  Aufhängen  des  Instruments  das 
Thermometer  desselben  eine  um  mehrere  Grade  höhere  Temperatur 
als  die  umgebende  Luft,  da  doch  ohne  Zweifel  derjenige  Theil  der 
Quecksilbersäule,  der  in  den  durchbrochenen  Räumen  der  Holzfas- 
sung liegt , bereits  einen  der  Luftwärme  näher  kommenden  Grad 
angenommen  haben  muss.  Man  hat  daher  durchaus  keine  Gewähr- 
schaft, dass  das  Quecksilber  des  Barometers  gleichförmig  er- 
Tb«u  1.  5 
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wärmt  sei,  wenn  man  nicht  einem- oft , sehr  lästigen  Zeitverlust 
durch  stundenlanges  Warten  sich  hingeben  will.  Selbst  dann  noch* 
möchte  .unter  gewissen  Umständen  zweifelhaft  sein,  ob  die  Tempe- 
ratur der  verschiedenen  Theile  der  Säule  unter  einander  und  mit 
der  Temperatur  des  Thermometers  bis  auf  Zehntelgrade 
übereinstiinmen,  und  cs  bleibt  eiue  Unsicherheit,  welche  der  sonsti- 
gen Einrichtung  des  Instruments^  (<ler  mikroskopischeu  Einstellung 
und  dem  Nonius  auf  50tel  Linien)  wenig  angemessen  ist. 

Beim  Gebrauch  ähnlicher  ßarom<‘Jer  zu'  Beobachtungen  im  Zim-  ■ 
mer  verliert  zwar  der  erwähnte  Nachtheil  an  Erhehlichkeit,  sobald 
man  in  ungeheizten  Zimmern  beohachtet,  wo  sich  die  Temperatur 
langsam  ändert;  in  geheizten  Zimmern  aber  ist  der  Uebelstand  um 
so  grösser,  weil  man,  an  bestimmte  Beubachtungszciten  gebunden, 
die  Ausgleichung  der  Temperatur- Differenzen  niclrt  abwarten  kann. 
Es  entsteht  also  die  Frage-,  ob  nicht  bei  der  Verfertigung  der  Ba-  ' 
rometer  folgende  Grundsätze  zu  befoigeji  wären: 

1)  Die  Quecksilbersäule  muss  nach  der  ganzen  Länge 
beider  Schenkel  frei  liegen,  entweder  in  einem  durch- 
brochenen, durch  sc h male  Meta iibä oder  zusammenge ha  1- 
tenen  Gestell,  oder  vor  demselben,  und  so  weit  davon 

, entfernt,  dass  sie  ringsum  von  der  Luft  bestrichen  wer- 
denkann. 

2)  Eine  ganz  gleichartige  Lage  muss  die  Quecksil- 
berröhre haben,  in  welcher  sich  die  Kugel  des  fixen 
Thermometers  befindet. 

Da  es  längst  transportable  Barometer  giebt,  deren  Böhren  frei 
vor  der  llolzwand  liegen , so  fällt  der  Einwand  weg,  dass  die  par- 
tielle Einschliessung  zur  Sicherung ' des  Instruments  unvermeidlich 
sei.  — Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  auch  uocli  behaupten, 
dass  ein  Thermometer  der  Skala,  womit  man  genauere  Instru- 
mente zu  versehen  pflegt,  ganz  füglich  entbehrt  werden  kann.  Denn 
wenn  angenommen  wird,  dass  die  Längenausdehnung  des  Messings 

beträgt  von  der  Ausdehnung  der  Quecksilbersäule,  so  genügt  es 
selbst  hei  den  genauesten  Messungen , die  Temperatur  der  Skala 
nur  in  ganzen  Graden  zu  wissen,  und  um  gauze  Grade  wird  das 
Thermometer  der  Skala  nie  vom  Thermometer  dos  Quecksilbers 
abwcichen,  wenn  .letzteres  nicht  im  Holze  eingesciilosseu  ist.  Man 
kann  folglich  die  Temperatur  der  Skala  vom  Thermometer  des 
Quecksilbers  ablescu  , ohue  fürchten  zn  müssen , die  reducirte 
Barometerhöhe  nicht  mit  eben  so-  vielen  Hnnderttbeilen  der  pariser 
Linie  zu  erhalten,  als  wenn  man  die  Temperatur  der  Skala  beson- 
ders gemessen  hätte. 
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X. 

Das  Binomialtheorem  für  positive  ganze  Expo- 
nenten, als  specieller  Fall  eines  allgemeinem 

Satzes  betrachtet. 

/ 

Vom 

4 • 

Herausgeber. 


Längst  ist  den  Mathematikern  der  merkwürdige  Satz  von  den 
Binomial-CoefficieDten  bekannt,  auf  welchen  Euler,  Segner, 
L’Huilicr,  Rothe,  Busse  und  andere  neuere  Geometer  den 
kürzesten  und  einleuchtendsten  Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  ^ 
in  seiner  grössten  Allgemeinheit  gegründet  haben.  Nicht  so  allge- 
mein bekannt  dürfte  aber  die  Bemerkung  sein,  dass  in  dem  in  Rede 
stehenden  Satze  von  den  Binomial-Coeflicienten,  wenn  man  densel- 
ben nur  auf  eine  zweckmässige  Weise  erweitert,  der  Binomische 
Lehrsatz  für  positive  ganze  Exponenten  selbst  als  ein  specieller  Fall 
enthalten  ist,  welches  zu  zeigen  der  Hauptzweck  des  vorliegenden 
kleinen  Aufsatzes  ist. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  die  Grösse  ' 

n{n  — 1—  Ä:)  {n  -f-  2Ar)  . . « (^  -f~  (/?  1) 

, I 1 . 2 . 3 . 4 . . . 

wo  n und  k beliebige  Grössen  sein  können,  p aber  eine  positive 

ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  durch  Up  bezeichnen,  so  dass  also 

^ i n(7i  -^k)  (w  -f-  2^')  ...  {n  h-  (;9  — 1)  ä;) 

U Hp  — . 1 . 2 . 3 . 4 . . . ;?  ’ , 

und  folglich  für  /.*  = — 1 

. 1 n{tt  — I ) (w  •“  2)  . • • {n  -f“  1) 

,t.p:=z  1 . 2 . 3 . 4 . . . 

ist,  welches  Letztere  die  bekannte  Form  der  Binomial- Coefficien- 
ten  ist.  ' . N 

Nach  1.  ist 

* n{n  (^  -+•  2Ar)  ...  — 1) 

— ~ 1 . 2 . 3 . 4 . . ’ 

* 7i[n  — k^  ~~f~  2^)  . « . (w  — f—  plc)  ^ 

Up^  = J.2.3.4...(p-*-1)  ’ 

5"  . 
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und  folglich  offenbar 


Weil  nach  1. 


* * n-\-pk 

^*P+l  — ^ _j_  1 * 


».  = ■:- 


n 

1 


ist;  so  muss  man,  wenn  die  Relation  3.  noch  für  ;;  = 0 gelten 
soll,  offenbar 

T V 4.  flo  = 1 

* . • 

setzen,  welches  im  Folgenden  auch  immer  geschehen,  wird. 

Nach  1.  ist  ferner 


(n  -f-  l:)p  = 


{n  («  -f-  2^')  . , ,{n~^  pk) 


1 . 2 . 3 . 4 . . .p 

und  folglich,'  weil  nach  dem  Obigen  offenbar 

* {n-\-  k)  {71  -t-  2^)  -f.  pk) 

— 1 . 2 . 3 . 4 . . . p 

ist, 

^ ^ 7t 

5.  = («  -f-  A:)p  . 

welche  Relation  auch  nur  dann  noch  für  p = 0 gilt,  wenn  man, 

wie  schon  In  4.  geschehen  ist,  allgemein  /<o  = f setzt. 

Nach  3.  ist 


/ .*,x  / t n-^pk  . 

(«  -{-k)p  = (/^  -f-  Xr)  fy-t  . ~ — , 


und  folglich 


(»  H-  k)p—\  “f“  (»  H“  k)p  = (»  -|-  ^)p— 1 • 


Nach  5.  ist  aber 

k k 


n-^p  1) 


np=:  k)p-.\  . ~ oder  c=  . A 

Also  ist  nach  dem  V orhergehenden 

* n-\-p  1) 


6.  {ft  ^ k) p—i  ^ [ft  k)p  ftp  . 


n 


eine  für  das  Folgende  sehr  wichtige  Relation.  Setzt  man  in  der- 
selben Xr==  — 1,  so  erhält  man 

-1  -1  -1 
7.  -|- (//  — 

worin  ein  sehr  bekannter  Satz  von  den  Binomial-CoefHcienten  ent- 
halten ist. 

Nach  dieser  Vorbereitung  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Summi- 
rung  der  in  vielen  Beziehungen  wichtigen  und  merkwürdigen« Reihe 

k k k k k , k k k k k 

fttp  “f~  fttp 1 , tty  fflp 2 • tt’i  “1“  ...  “f~  fft^  • ftp 2 1 “f“ 

beschäftigen.  Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  diese  Summe  durch 
/l(p),  und  setzen  also 
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Die  Summe  I^(p)  kann  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 
Es  ist,  wovon  man  sieb  durch  eine  ganz  einfache  Rechnung  auf  der 
Stelle  überzeugen  wird, 


tn-\-n-{~pk m -f-  pk 

P-^  1 P-^I 


n 


p-k- 1 

m-{-{p  — 1)^  ^ 

P-^I  ^p-^l 
m-\-{p  — 2)  /fc  , n-{~2k 

* • 

u.  s.  w. 


m-\-2k  . n-\-{p  — 2)  ^ 
p-^\ 

m-\-k 


n 


p-^l 

{p—\)k 


P-\-^  / p-i-l 
m . n~\~pk 


/ . 

‘ — 

p l p -+- 1 

Muldplicirt  mau  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  8.  mit  der 
Grösse 

wi  I 7t  "I  pk 

p -f-  1 * . 

indem  man  dabei  für  diese  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  der  Gleichung  8.  ihre  obigen  Zerlegungen  Bach  der 
Reihe  einführt;  so  erhält  man  die  Gleichung 


F\p). 


m-\-n-\-pk  * m~\-pk 

fflr  ‘ 


P-\-.  I 


P-hl 


m 


n 


^>4-1 


mp-x 


tn 


{p—i)k  * 


P “H  1 


7t^  ~\r  mp^x,n 


7t 


m 


\p  — 2)  Ä;  * 
. «- 


j • '•%. 

u.  s.  w. 

2/t  * ' * 


mp-/i . 


*>4-1 
* n-^2k 


, _ //<  4-  24:  * * * « 4-  > — 2)  4: 

• p-{-  \ * 2 * p-^-  l 

* 7n-^-k  * * * n-\-{p  — 1)^ 

771  * ^ 7t~\-pk 


Weil  nun  nach  3. 


p-k- 1 


. 7l  t 


mt 


m-^pk * m -^pk  p-\-  1 * 


’p  ■ ^ • ^1’ 

* 'tn-t-(p  — 1)A  * — 0^  P * P 

p^i  — mp-i,  ^ >4-1  — *”^>4-1’ 

* m-\-{p  — 2)A;  * 7H-\-{p — 2)k  p — 1 * p — 1 

B.  8.  W.  ■ 


"P-  p+1- 
* 

;>4“i 
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^p—1 
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i 
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* m^2k 

k 

/n  -1-  2^  3 

* 3 

• >-Hl 

= «»,  . 

3 * ;>4-  1 

-»•  >+i> 

* m-\-k 

* 

m-\-k  2 

* 2 

* p-\- 1 

= . 

2 >-hl 

m 

m 1 

* 1 

p-\-  1 

1 >4-1 

HZ  auf  ähnliche  Art 

\ 

n 

n 

1 

* 1 

P-\-  1 

— 1 * 

p-k-l 

-“•■p  + v 

* n-\-k 

k 

n-\-k  2 

k O 

"■•  v+i 

= 1 . 

2 >-Hl 

>4-1’ 

* n-\-2k 

k 

n-j-2k  3 

* ' 3 

n.  . 

* P-k-l 

j • 

3 * p-f.1 

— "■>-+-r 

u.  s.  w. 

. 

n^(p~2)k 

k 

— 2)Ä; 

p-\  * 

P -f-  1 

==  ^^2 

• 

% 

1 

• 

n-^{p  — l)k 

k 

n-i-(p  — l)k 

^ k 

P 4-  1 

1 

P 

• p+i-”p- 

n-{~pk 


k 

Uti 


P-+-1 

ist;  so  ist  nach  dem  Obigen 


F{p). 


p~\-\ 


n-^~pk 
- p^l 
\ 

* ;?-f- 1 

' p-^\ 


P—  i 

>4-1’ 

JB— 

>4-1’ 

z±l  — i ;>4"i 

z>  4- 1 >4-1 


1 


1 • 


nti 


k 

n 


V 


4“ 

k 


* >4-1 

* p — 1 

n 


* . * 
4~  — 1 • H 


;>4-i 

’ 

3 


k k 

» * -n  _l_  I “1“  ^ j . ^ j I 

* k k 4 


>4-1 

p — 2 

4-  mp-2  • . p_^i  "1“  • «4  • 

u.  s.  w. 

k 

Hp-Ji 


k 

m. 


k 

m 


k 

k 

m. 


>4-1 

2 ^ 

4-z», 


a • 


‘ 1 
^ ;?4-l 


'fip-~\ 

k 

"P. 


p—  1 


>4-1 

V 

>H-1 

* P-^  1 

";>+i  • 


m, 


4“  ^p — 1 • ft/ 


k 

m 


P *+■  1 

;>4- 1 

• 

* 1 

\ p y 1 * 

. W,  . 1 

* 1 

[p—\  2 ) 

• "a  • 1 

\p+l  ' 

* 1 

(;>  — 2 3 ) 

• «a  . ; 

[;?4-l”*”^4-li 

u.  s.  w. 
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m 


3 •.fhfti — X 


* \p-hi  P-h^ 


* * ' 1 . \ 


•+•  /w  j . np  . 

i ' 

‘ “+■  «jo-l-l  . 

« . i 


»-f-i 


p-i-i 


T'T  •’i  • • 

= //SP;7-K  -4-  tnp  . -f“  1 . ^2  ~h  ^—2  .»«+•••  + äWj  , i 

k i t 

*-|- a»  j . »jt> -4“  . 


So  wie  nun  oben  in  8. 

A A A A ' A 

i^(;p)  s=;  ^ -H  1 - 2 . »s 


A A 

. «i>3  . np—2 

A A a’ 

“f- 


gesetzt  werdeo  ist,  muss  natürlich  , . ^ 

A ' A A A A A A - ‘ 

ÄWjo-f-1  -|-  Mp.,  »I  »4-  Mp^x  • /Pj  — f~  M-p-Ji  * rPj  -H . • . 


«Jt>— 1 


A A 


* 


gesetzt  werden  , und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  daher  . 
unmittelbar  die  folgende  Relation: 

9.  AW-i)  = ^’(;») . 


Weil  nun  offenbar 


" " r/i  . •/*  "•"! 

/^l)  z=  OT,  -4-  «,  = -j-  + Y — — Y 

ist;  so  ist  nach  dieser  Relation 

F(i)=%=, 

/-(ä)= ■■  ■ 
m-\-n 


n 


m-\-n 


iV 


, < 


if’(3)==/’(2). 


m-+-n-\-2k 


m-\-n  tn-\-tu-{Jc ' m-\-n-\-7k 
“~i  * 2 * 3 ’ 


/’(4)=^(3):?s±^" 


m-\-n  m-\-n-\-k  m | n-  \-2k 

T^*  2 * 3*4^ 


’ f 


u.  s.  w. 


Wie  man  au^  diese  Art  weiter  gehen  kann , ist  klar , und  das 
Gesetz , nach  welchem  die  obigen  Ausdrücke  fortschreiten , liegt 
dentUch  vor  Augen.  Also  ist  Jiu,  völliger  Allgemeinheit 
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10.  f\p)  = 1.2.3.4....P 

d.  i.  Dach  1. 

11.  f\p)  = » 

und  folglich  nach  8. 

h k h k k k k k 

12.  zzn  fHp^\  . — |—  mp — <i , «j-f-  -4”  tn^  . M^p—2. 


m. 


ftp — 1 ■+•  ttp 


eine  auf  jeden  Fall  höchst  merkwürdige  Relation.  Für  kz=.  — 1 
wird  dieselbe 


-1 


-1 


-1  -1  -1  -1  -1 
13.  {fft~\“ft)p  fffp ~f“  fttp — 1 • fti  *4“  mp — 2 • ”4"  • ••  "4“ • tip — 2 

-I  -1  -I 

• ^p—i  ■+"  j 

welches  der  oben  erwähnte  längst  bekannte  Satz  von  den  Binomiai» 
Coefficienten  ist.  ' 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  12.,  wie  es*  yerstattet  ist, 
/r==0;  so  erhält  man 

0 OOOOÜ  00 

(m-\rn)p  z=zmp-\-  ftip—x  . -4-  mp^2  . Hh  . -4“ 

0 0 0 


Weil  nun  nach  1.  überhaupt 

® • np 

ftp . 


-4-  m , . ftp^x  “4“  np 


1 ...;9 

f 

ist;  so  ist  wegen  vorstehender  Gleichung 
{niJ^)P  mP  , mP—^  n 


i *9»  P l » w *P  1...  1 


mP'-^  n* 


1..0?— 2)1.2 


n* 


nP~^ 


m 


fTlP— 3 

1.2.3“* 

np—^  . nP 


• 1.2*1..0»-2)^  1 *1..0»-1)  ^ 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  l.../?  multiplicirt, 

X X.  ^ X • ^ • <o 

• . ;?(p— 1)...3  . p{p-\),..2  ^ _ 

l..,{p—2)  • l...(^— 1)  ^ l...p  ’ 

d.  i.  nach  1. 

—1  —1  ' —1 

14.  (m-+-n)P zzzmP -\^p^  ,mP-'^n  -H  Pt  • "^Pt  •fnP~~^/t*  H- 

—1  —1  * -I 

...*+•  Pp-^ . m^nP—'i-  -4“  pp—x . mnP^^  H-  ^ , 
in  welcher  Gleichung  das  Binomialtheorem  iiir  positive  ganze  Expo« 
nenten  enthalten  ist. 

Hieraus 'sieht  man  also,  dass  die  merkwürdige  allgemeine  Re« 
lation  12.  das  Binomialtheorem  für  positive  ganze  Exponenten  als 
einen  speciellen  Fall  in  sich  enthält. 
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XI. 

Bemerkung  zur  Trigonometrie. 

Vom 

Herausgeber. 


Wenn  der  Winkel  oder  Bogen  mittelst  der  Gleichung 
• cos  9>  = A oder  sin  9 = ui 

zu  finden  ist,  und  der  absolute  Werth  von  A der  Einheit  sehr  nahe 
kommt,  so  kann  9 mittelst  der  gewöhnlichen  goniometrischen  Ta* 
fein , nicht  mit  der ' erforderlichen  Genauigkeit  berechnet  werden, 
weshalb  man  aucb  beim  trigonometrischen  Calcul  solchen  Formeln 
den  Vorzug  zu  geben  pflegt,  bei  denen  die  gesuchten  Winkel  alle 
mittelst  ihrer 'Tangenten  oder  Cotan^enten  gefunden  werden.  Wie 
es  mir  scheint,  kann  man  sich  aber  in  solchen  Fällen  wie  die  obU 
gen  jederzeit  auf  folgende  Art  helfen. 

Man  berechne  einen  Hülfswinkel  0 mittelst  der  Formel 

tang  0 = Ay 

welches  jederzeit  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  geschehen 
kann.  Ist  dann 

cos  9 

so  ist  cos  9 ==:  tang  0,  und  folglich 

\ 

1 — cos  9 1 — tang  S 

I-I-C0S9  1-f-tangö’ 

also  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln^ 

tang|9^  = tang(45*’ — 0) , tang^9  = db  |/tang(45® — 0)f 

mittelst  welcher  Formel  9 jederzeit  mit  der  erforderlichen  Genauig- 
keit berechnet  werden  kann.  Ist  dagegen 

" sin  9 =r 

so  ist  sin  9 = tang  0,  und  folglich 

1 — siny  1 — tang  9 

lHhsin9  1-f-tangG* 

also  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 

$ 
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tang(45°-^y)*  = tang‘(45°-0),  tang-(45®-|9))  = ± \/'taug(45®-0), 

mittelst  welcher  Formel  9p  wieder  jederzeit  mit  der  erforderlichen 
Genauigkeit  gefunden  werden' k^uu. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  sei  aus  zwei  Seiten  0 eines 
ebenen  Dreiecks  und  dem  Gegenwinkel  a der  einen  a dieser  beiden 
Seiten  der  Gegenwinkel  ß der  anderen  Seite  b zu  linden,  und  es 
sei  gegeben 

..  o = 15?  . 14’ . 0"  und  log  — =:  0,5046112.  , 

.Weil  nun  bekanntlich  sin  ß = sin  u ist,  so  ist 

log  ~ = 0,5046112 

log  sin  a =;  0,4053883 
log  sin  ß = 0,0000005 

Ein  Blick  in  die  Call e tuschen  Tafeln,  deren  ich  mich  hier  be- 
dienen werde,  zeigt,  dass  ß in  diesem  Falle  mittelst  seines  Sinus 
nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  gefunden  werden  kann, 
weshalb  man  nun  die  Rechnung  auf  folgende  Art  führen  wird: 

. . j 0 ==  0,0000005  ' ’ 

. 0 ==  44®.  5y.  50",  88  ‘ i 

■■  45®— 0 = 0.  0.  0,12 

i)  . log  lang (45® — 0)  = 3,76475^2 
■ log  tang (45®^/?)  = 6,8823781  • - -*  •< 

45®— = 0®.  2'.  37"  30 
00®-^=  0.  5.14,  78 
/?■=  80.  54.  45,  ,22 

üebrige'ns  hat  ß im  vorliegenden  Falle,  wo  offenbar  a^b  ist, 
zwei  Werthe,  deren  Summe  180®  beträgt.  Der  zweite  Werth  ist 
die  Ergänzung  des  durch  die  vorhergehende  Rechnung  gefundenen 
Werths  zu  180®,  nämlich  00®.  5\  14",  78., 


f . i 
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* 


Digltized  by  Google 


75 


/ 


XII. 


Nivellement  zwischen  Swinemttnde  und  Berlin. 
Auf  dienstliche  , Veranlassung  , ausgeführt  von 
J.  J.  Baeyer,  Major  im  Generalstabe.  Mit 
einer  Uehersichtskarte.  Berlin.  1840.  4. 


Vom 

Herausgeber. 

i ' . 


Die  aus  zu  verschiedenen  2<eiten  angestellten  barometrischen 
Messungen  und  V'ergleichungen  für  die  Höhe  Berlins  über  dem 
Meere  gezogenen  Resultate , welche  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
zu  seinem  in  jeder  Beziehung  höchst  schätzbaren  Werke  zusam- 
menstellt,  waren  bisher  höchst  schwankend,  und  es  herrschte 
gerade  über  dieses  Element  noch  immer  die  grösste  Ungewissheit. 
Als  nnn  dasselbe  bei  der  im  Frühjahre  1835  von  Bessel  vorgenom- 
menen  Bestimmung  der  Länge  des  Secundenpendels  auf  der  Berliner 
Sternwarte  als  ein  wichtiges  Heductionselement  zur  l^rache  kam, 
ersuchte  Alexander  von  Humboldt  den  Chef  des' Generalstabes 
der  Armee  und  General  der  Infanterie' Herrn  Kraiiseneck,  zur 
endlichen  Entscheidung  der  flache  ein  trigonometrisches  Nivellement 
zwischen  der  Ostsee  und  Berlin  ausiiihren  zu  lassen.  Letzterer,  stets 
bereit  wissenschaftliche  Zw'eckc  kräftigst  zu  unterstützen  und  zu  for-i 
dem,  ging  sogleich  mit  der  grössten  Bereitwilligkeit  auf  den  Vorschlag 
ein,  und  ertheilte  dem  Veriasser  den  Auftrag,  in  Gemeinschaft  mit 
dem  in  Neu -Vorpommern  eben  mit  Messungen'  beschäftigten  Inge- 
nieur-Geographen Herrn  Bertram  als  zweitem  Beobachter  die 
Arbeit  im  Laufe  des  Sommers  1835  auszuführen.  Iiii  September 
1835  war  die  ganze  Operation  beendigt.  Die  Rechnungen  sind  mit 
Hülfe  des  Lieutenants  von  Mörner,  eines  jungen  thätigen  und 
kenntnissreichen  Offiziers,  sämmtlich  nach  Bessel s Vorschriften 
ausgeführt,  welcher  Letztere  • sich'  der  Sache  überhaupt  auf  das' 
Eifrigste  annohin  und  seinen  Rath  nie  fehlen  Hess.  > ■ . i 

Die  Instrumente  waren:  1)  Ein  Theodolit  von  Ertel  in  Mün- 
chen mit  15  zölligem  Azimuthaikreis  und  8 zölligem  Höhenkreis, 
deren  Nonien  unmittelbar  respective  2 und  4 Secunden  angaben. 

2)  Ein  Theodolit  von  Gambey  in  Paris  mit  einem  12zölligen  Azi- 
muthaikreise  und  einem  eben  so  grossen  Höhenkreise,  deren  Nonien 
eine  unmittelbare  Ablesung  der  Winkel  von  3 Secunden  gestatteten. 

3)  Ein  Box-Chronometer  von  Tiede  in  Berlin,  und  4)  ein  Taschen- 

Chronometer  von  Tiede.  Mit  Nr.  1.  und  3.  beobachtete  der  Ver- 
fasser, mit  Nr.  2.  und  4.  Herr  Bertram.'  ''  - ’ ’ •' 


I 
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Die  Dreiecksverbindung  zwischen  Berlin  uhd  Swinemünde  konnte 
durch  Anschliessung  an  eine  trigonometrische  Vermessung  der  Oder 
bewirkt  werden,  welche  das  Königliche  Ministerium  für  den  Han* 
del,  die  Gewerbe  und  das  Bauwesen  in  den  Jahren  1820  bis  1824 
.durch  den  Premier -IJeutenaut  As  mann  hatte  ausführen  lassen. 

Die  Höhenmessungen  wurden  natürlich,  um  den  Einfluss  der 
Strahlenbrechung  so  viel  als  möglich  zu  beseitigen,  auf  bekannte 
Weise  durch  gleichzeitige  Beobachtung  gegenseitiger  Zenithdistan- 
zen ausgeführt,  und  bei  der  Berechnung  die  folgenden,  dem  Wesent- 
lichen nach  Bes  sei  angehörenden , von  dem  Verfasser  aber  in  Be- 
zug auf  praktische  Anwendung  erweiterten  und  weiter  entwickelten 
Formeln  in  Anwendung  gebracht. 

Die  Höhen  zweier  Punkte  A und  B über  dem  Meere  seien 
h und  h' \ die  .in  A beobachtete  Zeuithdistanz  von  B sei  «,  die 
gleichzeitig  in  B beobachtete  Zenithdistanz  von  A sei  Be- 
zeichnen wir  nun  die  entsprechenden  Refractionen  durch  und 
so  sind  die  wahren  Zenithdistanzen  von  B und  A respective 

wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass 
durch  die  Strahlenbrechung  die  Höhen  vergrössert,  die  Zenithdistan- 
zen also  vermindert  werden.  Obgleich  nun  ein  Durchschnitt  der 
Vertikallinien  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellipsoid  nur  bedingungs- 
weise Statt  findet,  so  wird  doch  mit  Rücksicht  auf  die  geringe 
Verschiedenheit  der  Lage  zweier  von  einander  sichtbaren  Punkte 
der  Fehler,  unberücksichtigt  bleiben,  und  man  wird  also  den  von 
den  Vertikallinien  der  beiden  Punkte  A und  B eingeschlossenen 
W’^inkel  sowohl,  als  auch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  in 
Rede  stehenden  Vertikallinien  durch  C bezeichnen  können.  Denkt 
man  sich  nun  das  Dreieck  ABC^  so  wird  auch  ohne  Figur  auf  der 
Stelle  ersichtlich  sein,  dass  dessen  äussere  an  A und  B und  der 
Seite  AB  liegende  VVinkel  respective  ä-hA*  ä'-4~A*S  die 
innern  Winkel  dieses  Dreiecks  also  180® — (ä-+-A*)>  180®-^«'-1-A»0 
und  f^  sind,  welches  die  Gleichung 

360° -1- C' — (ä A*  “f"  A*0  ==  180° 

oder  ‘ 

» -f- A*  "1"  “H  A*"  = 180° -I- C' 

giebt.  Setzt  man  nun  ^ nach  Gauss  der 

Coefficient  der  Strahlenbrechung  ist,  unter  welchem  die 
französischen  Mathematiker  gewöhnlich  verstehen , so  erhält 
man  die  Gleichung 

*4-V-180°=r(l-.>^)C: 

Bezeichnet  r den  Radius  der  Erde,  die  wir  hier  als  eine  Kugel 
betrachten  wollen,  und  » den  dem  Winkel  C entsprechenden  Bogen, 
d.  h.  die  horizontale  Entfernung  der  beiden  Punkte  A und  /f,  so 
hat  man  die  Proportion 

8in  1"  ! — = 1 : C, 
r 

und  folglich  ' 

* 

— r sin  r’ 

oder  wenn  co=;  206264,8  gesetzt  wird, 


wodurch  man  C in  Secunden  ausgedrückt  erhält.  Führt  man  nun 
diesen  Ausdruck  von  C in  die  obige  Gleichung  zwischen  V,  k,  C 
ein,  so  ergiebt  sich 

f , * 

1— >t  = — (s  + V — 180»), 

welche  Formel  den  Coefßcienten  der  Strahlenbrechung  liefert,  aus- 

fedrückt  durch  die  gegenseitig  gleichzeitig  beobachteten  Zenith- 
istanzen  und  die  Entfernung  der  Beobachtungspunkte.  Natürlich 
muss  nun  auch'  in  dieser  GHeichung  die  Grösse  js  + V — ISO**  in 
Secunden  ausgedriiekt  gedacht  weraen.  Hat  man  auf  diese  Weise 
k gefunden,  so  kann  auch  gefunden  werden,  weil  nach 

dem  Obigen 

ist.  Um  nun  aber  und  selbst  zu  finden,  ist  man  nach  dem 
jetzigen  Stund  der  Sache-  genöthigt  A*  = setzen , welches 

freilich  nur  näherungsweise,  und  zwar  mit  desto  grösserer  Genauig- 
keit richtig  ist,  je  geringer  der  Höhenunterschied  der  beiden  Be- 
obachtungsorte. und  mit  je  grösserm  Rechte  also  die  Voraussetzung 
gleicher  Dichtigkeit  der  Luft  an  beiden  Beobaebtungsorten  zulässig 
ist.  Auf  die  Gleichungen  = und*  A*  “f- A*^  = ^^  gestützt; 
erhält  man 

A»  = A*'  = i^^> 


wodurch  also,  da  k nach  dem  Obigen  schon  bekannt  ist,  die  Re- 
fractionen  A®  A*^  ergeben. 

Das  Dreieck  ABC  liefert  nun,  indem  wir  jetzt  zu  der  Be- 
stimmung des  Höhenunterschieds  der  beiden  Beobacbtuiigsorte  selbst  ' 
übergehen,  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Trigonometrie  ^ 
die  Proportion 

• AC-\-BC  : AC — BCzzi^üt  \C  : tang  \(B  — A),  ' 

oder,  weil  offenbar  AC=zr-\-  BC-=zr  K ist. 


■ 2r  -f-  A A'  : h — A'  = cot  : tang  ^{B  — A)^ 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

B — A:=z»-{-  A«  — — A*^ 

ist, 


2r^-A-f-A'  : A — A'=cot  : tang  |(ä-4-A*  — — A*^)> 

also 


A — A'  •=  2r  (1  -V  “1“  A*  — ~ A»')j 

oder,  weil  man  A*  = A*^  setzt,  und  bei  nicht  sehr  beträchtlichen 

Höhen  — ? — offenbar  als  eine  verschwindende  Grösse  betrachtet 
2r  • ' . 

werden  kann. 


A — lang  tang  — »'), 

oder  endlich,  weil  2r  tang  gesetzt  werden  kann, 
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A — ^ = # tang  — »'). 

Führt  man  in  diese  Gleichung  für  x'  den  aus  dem  Obigen  sich  er- 
gebenden Werth  , 

V = 180‘>H-(1— >?r)  C-^x 

ein,  so  erhält  man 

h — h’ zzz  — s cot  {x  — ' - C) 

oder 

If  — h = s cot  (ä  — ^)’ 

oder  endlich  auch  nach  dem  Obigen 

.//  — /e  = f cot  j, 

wo  (a  den  obigen  Werth  hat. 

Weil 


V— 180”  -J-  C — 3S-1- 180°  -4“  C/^—  A*0 

ist,  so  erhält  man  aus  dem  Obigen  auch  leicht  die  beiden  Glei- 


chungen 
//' 


A' 


//  = 2r(lH tang  cot  — 

0^9 


K -^ht 


A — A'==2r(lH -—)  tang  { C cot  (x’ ^x' — 

oder 

W . A , (A'“Ä)cot4C  w A r . (Ä— A')cot4C 

cot(s-»-A»— iC)  = — — ^ cot  „ K+A' 


mittelst  welcher  die  Refractionen  ^x  und  bestimmt  werden 
können,  wenn  die  Höhen  der  beiden  Punkte,  ihre  horizontale  Ent- 
fernung und  die  gleichzeitig  gegenseitig  gemessenen  Zeiiithdistan- 
2en  bekannt  sind.  Punkte  in  der  Nähe  der  MeereskUste , deren 
Höhen  vom  Strande  aus  unabhängig  von  einander  nivellirt  werden 
können,  eignen  sich  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  am  besten. 

Wir  haben  hier  die  obige  Theorie  der  Bestimmung  der  Höhen- 
, unterschiede  aus  gleichzeitig  gemessenen  gegenseitigen  Zenith- 
distanzen,  als  der  genauesten  bis  jetzt  bekanntcu  Methode,  zu  sol- 
chen Bestimmungen  zu  gelangen  , in  der  kürze  vollständig  ent- 
wickelt. ln  Bezug  auf  verschiedene  andere  instructive  und  praktisch 
wichtige  Aufgaben,  rUcksicbtlich  des  Details  der  Messung  und  der 
bei  derselben  zur  Erreichung  möglichst  grosser  Genauigkeit  ange- 
wandten Vorsichtsmnassrcgeln  müssen  wir  auf  das  ausgezeichnete 
Werk  seihst  verweisen,  indem  wir  uns"  begnügen , einige  der  wich- 
tigsten aus  der  Messung  gezogenen  Resultate  im  Folgenden  zusam- 
menzustellen. 

Das  mittlere  Niveau  der  Ostsee  bei  Swinemünde  findet  bei  ei- 
nem Pegelstande  von  0,5636  Toisen  Statt,  und  dies  ist  der, Null- 
punkt, auf  welchen  sich  'das  ganze  Nivellement  bezieht.  Die  neun- 
jährigen monatlichen  Mittel  des  Standes  der  Ostsee  bei  Swinemünde 
bieten  die  autlälleode  Erscheinung  dar,  dass  das  Niveau  der  Ostsee  in 
der  ersten  Hälfte  des  Jahrs  um  3 Zoll  niedriger  ist  als  in  der  zweiten 
Hälfte.  Es  wäre  zu  wünschen , auch  aus  andern  Häfen  - der  Ostsee  • 
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sorgfältige  BeobacktUDgen  über , deo.  Stand  derselben  >zu  erbaltenj 
um  zu  ermitteln,  ob  der  namhaft  gemachten  sonderbaren  Erschei- 
nung eine  locale  oder  eine  allgemein^  Ursache  zum  Grunde  liegt. 

Folgende  Höhen , einiger  Funkte  von  Berlin  über  der  Ostsee, 
d.  b.  über  dem  vorher  näb^er  bezeicbneten  Nullpunkte  der  Messung, 
dürften  von  allgemeinerem  Interesse  sein.  . , . . ^ 

> ' Toisen. 

Obere  Fläche  des  Sandsteinpfeilers  auf  der  Plateforme 
der,  Berliner  neuen  Sternwarte  in  nordwestlicher  Rich- 
tung vom  Centruni  des  runden  Thurms  . ...  . +23,9512 

Fussbodeu  des  magnetischen  Häuschens  bei  der  Sternwarte  + 17,6096 
Strassenpflaster.  unter  dem  Tborwege  der  ulten  Stern- 
warte . . . + 17,3761 

Strassenpflaster  am  Fusse  des  Marientburms  1 . +17,9210 

Nullpunkt  des  Pegels  an  der  Fischerbrücke  . . . + 15,2743 

Normalwasserstand  der  Spree,  w.elcher  für  die  Sommer- 
monate  vom  Mai  bis  September  gilt: 

Oberwasser . +16,6163 

Unterwasser  1 . + 15,9789 

Auf  dem  erwähnten  Pfeiler  auf  der  Pluteforra  der  neuen  Berli- 
ner Sternwarte  stand  der  Theodolit.  Der  wahrscheinliche  Fehler 
der^Höhenbestimmuug  dieses  Stationspunktes  war  0,317  Toisen,  so- 
wie^denn  die  wahrscheinlichen  Fehler  für  alle  Nivellementsstutionen 
berechnet  und  in  dem  Werke  mitgctheilt  worden  sind. 

Den  Coefßcientcn  k der  terrestrischen  Strahlenbrechung  setzen 

die  Engländer  ^ 0,2000 

die  Franzosen  ..  . . . 0,1600 

Corabeuf  . . , . . . . , 0,1285 

die  ostpreussische  Gradmessung  . ' 0,1370 

Ganss ■ . . . 0,1306 

Struve  . ' . ^ \ ^ :*  0,1237  ' ’ 

Der  Bestimmung  desselben  war  die  von  Herrn  Bdeyer  ausge- 
fdhrte  Operation  im  Allgemeinen  nicht  sclir  günstig,  weil  der  Haupt- 
zweck: eine  möglichst  genaue  Fürmittelung  der  Höhe  von 
Berlin,  die  Bedingung  auferlegte,  die  Entfernung  der  einzelnen 
Stationen  nicht  sehr  gross  anzunehmen,  und  in  der  That  wurde 
auch  eine  Entfernung  von  2 bis  3 Meilen  nur  da  überschritten,  wo 
.es  die  Localität  durchaus  nicht  anders  gestattete.  Bezeichnet  mau 
aber  den  Fehler  der  Summe  der  beobachteten  Zenitbdistanzen  durch' 
<f(«+Ä^),' den  Fehler  von  k durch  dk\  so  ist  wegen  der  aus  dem 
Obigen  bekannten  Gleichung  * ' ' ’ 

i— = — (a  + s — 180«), ' 

SiJi  ' ' 

wenn  man  dieselbe  diiferentiirt, 

— dkz=:  — </(«  + V)  oder  dk=z>^  ~ ä?(ä  + »'), 


S CU 


woraus  man  siebt,  dass  der  Einfluss  der  Beobachtungsfehler  in  der 
Summe  der  Zenithdistanzen  auf  den  Coeflicienten  der  Strahlen- 
breebungrin  demselben  Verhältnisse  abnimmt,  in  welchem  die  Ent- 
fernung der  Beobachtungspunkte. zunimmt.  Ungeachtet  dieser  nicht 
eben  günstigen  Umstände  bat  aber  der  Verfasser  doch  aus  seinen 
Beobachtungen  und  Messungen  ein  wichtiges  Hesuilat  .zu  ziehen 
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(gewusst,  welches  wir  hier  zum  Schluss  noch  mittheilen  wollen,  in>. 
dem  wir  zugleich  diejenigen,  welch^  dazu  Gelegenheit  haben,  zu 
einer  nähern  Prüfung  desselben  auffordern. 

Dass  die  Strahlenbrechung  an  jedem  Tage  sich  nicht  gleich 
bleibt,  sondern  im  Allgemeinen  yom  Morgen  gegen  den  Mittag  hin 
abnimmt,  und  vom  Mittage  gegen  den  Abend  bin  wächst,  ist  schon 
früher  nicht  unbekannt  gewesen*  Dies  hat  den  Verfasser  zu  einer 
Vergleichung  seiner  Bestimmungen,  von  Xr  mit  den.  Tageszeiten, 
welchen  dieselben  entsprechen,  veranlasst,  wobei  er  von  der  Hypo- 
these ausgeht,  dass  die  Werthe  von  Xr  den  Abständen  der  entspre- 
chenden Tageszeiten  vom  wahren  Mittage  proportional  sind,  und  ' 
eben  diese  Hypothese  ist  es,  deren  Wahrscheinlichkeit  er  aus  seinen 
Beobachtungen  darzuthun  sucht,  wobei  er  auf  folgende  Art  verfährt. 

Er  drückt  die  Abstände  der  Tageszeiten  vom  wahren  Mittage 
in  Theilen  des  halben  Tagebogens  aus,  so  dass  0 dem  Mittage,  1 
dem  Sonnen-Auf-  oder  Untergänge  entspricht.  Ist  nämlich  T der 
Abstand  der  Tageszeit  vom  wahren  Mittage  und  //  die  Tageslänge, 
beide  in  einerlei  Zeitmaas  ausgedrückt,  so  erhält  man  den  Abstand 
der  Tageszeit  vom  Wahren  Mittage  in  Theilen  des  halben  Tagebo- 

2 T 

gens  ausgedrückt  durch  die  Formel  welche  wir  im  Folgenden 
durch  b bezeichnen  wollen.  Ist  dann  die  obige  Hypothese  richtig, 
so  muss  eine  constante  Grösse,  oder  es  muss 
t k:=zoUt 

sein,  wo  a eine  constante  Grösse  bezeichnet.  Die  Uebereinstim- 
roung  dieser  Hypothese  mit  wirklich  angestellten  Beobachtungen 
wird  man  aus  dem  folgenden  von  dem  Verfrsser  mitgetheilten  Tä- 
felchen zu  beurtheilen  im  Stande  sein: 


Anzahl 
der  Be- 
stimmun- 
gen von 
k 

Zeit  in 
halben 
Tagebö- 
gen 
^ b 

Beobachtete 
Werthe  von 
k 

h 

T = « 

Berechnete 
Werthe  von 
k = ab 

» • 

Fehler. 

1 

4 
10 
19 
15 

5 

0,376 

0,460 

0,555 

0,640 

0,738 

0,849 

0,0791 
0,1003 
0,1205 
0,1347 
' 0,1543 
0,1912 

0,2104 
0,2180 
0,2171 
0,2105 
0,2091 
• 0,2252 

0,0802 

0,0981 

0,1183 

0,1364 

0,1573 

0,1810 

-1-0,0011 
— 0,0022 
— 0,0022 
0,0017 
-4-  0,0030 
— 0,0102 

54 

Mittel . . . 

0,2132  = 

. 

Dass  der  von  dem  Verfasser  aufgestellten  Hypothese  grosse 
Wahrscheinlichkeit  zur  Seite  steht,  unterliegt  hiernach  keinem  Zwei- 
tel , und  es  ist  sehr  zu  wünschen , dass  durch  vervielfältigte  Beob- 
achtungen dieselbe  näher  geprüft  und  der  Werth  von  a genauer 
bestimmt  werde.  Bis  jetzt  wird  man 

^ = 0,2132.  A 

zu  setzen  haben,  wo  b die  obige  Bedeutung  hat.  Bei  Sonnen-Auf- 
oder  Untergang  ist  nach  dieser  Formel  Xr=:  0,2132,  für  den  wah- 
ren Mittag  ergiebt  sich  nach  derselben  k = 0.  Der  erste  Werth 
von  Xr  stimmt  nach  des  Verfassers  Versicherung  mit  mehreren  an- 
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^ern  von  ihm  gemaehten  BestimmongeD  sehr  nahe  überein;  den 
zweiten  Werth  von'/r  bat  er,  was  freilich  sehr  zu  wünschen  ge- 
wesen wäre  und  andern  Beobachtern  ganz  besonders  empfohlen 
werden  muss,'  bis  jetzt  noch  nicht  durch  directe  Beobachtungen  zu 
prüfen  Gelegenheit  gehabt. 

/;  Allen,  die  sich  für  trigonometrische  Nivellements  interessir^n 
und  namentlich  selbst  dergleichen  Arbeiten  auszuführeu  beabsichti- 

§en,  wird  das  in  jeder  Beziehung  höchst  schätzbare  Werk  des 
errn  Baejer  die  vielfachste  Belehrung  darbieten  und  sic  bei  ihren 
Arbeiten  wesentlich  unterstützen.  ' 


t ‘ 4 


y/s/y  ^ y /,  _ 


i 


Xlll. 


« ^ 

Monrey’s  Beweis  des  Fnndamentaisatzes  der 

Theorie  der  algebraische»  Gleichungen. 

' ^ ' 

Nach  zwei  Abhandlungen  des  Herrn  Liouville  in  dem  Journal  de  Mathe- 
matiques  pures  et  appiiquees,,  publie  par  Joseph  Liouville.  T. IW  p. 501 
' T.  V.  p*31*  l*rei  bearbeitet  von 

dem  H erausgeber. 


§.  1. 

Der  Fundambntalsatz  der  Theorie  algebraischen  Gleichüh- 
gen,  welchen  in  neuerer  Zeit  vorzüglich  Gauss  und  Cauchy  zum 
Gegenstände  ihrer  scharfsionigen  (jntersuchungen  gemacht  hüben, 
ist  hekanotlich  der  Satz:  . 

dass  jede  algebraische  Gleichung,  deren  Coefficien- 

ten  sämmtlicb  die  Form  — I haben, Wo  a und  h 

reelle  Grössen  sind,  die  auch  verschwinden  können, 
mindestens  yeine  Wurzel  von  derselben  Form  haben 
muss.  ' ' ^ 

Einen  sehr  einfachen  und  hcachtungswertlien  Beweis  dieses  in 
jeder- Beziehung  höchst  wichtigen  Theorems  hat  Herr  Mourey  in 
einer  im  Jahre  1828  unter  dem  Titel:  Vraie  theoric  des  quantitös 
negatives  ' et  des  quantit^s  pretendues  imaginaires,  er.schiencnen 
Schrift  gegeben.  Da  aber  dieser  Beweis  bis  jetzt  nur  wenig  be- 
kannt geworden  zu  seyn  scheint,  so  hat  Herr  Liouville  in  den 
beiden  oben  genannten  Abhandlungen  von  Neuem  auf  d.enselhen 
aufmerksam,  gemacht,  und  hat  ihn  zugleich  in>  einem  Funkte  ver- 
vollständigt, wo  er  der  Vervollständigung  sehr  bedurfte.  Diese, bei- 
den Abhandlubgen  des  Herrn  Liouville  legen  wir  unserer  folgen- 
den Bkirsfcliung  des  in  Rede  stehenden  bemerkenswerthen  Beweises 
des  oben  'genannten  wichtigen  Satzes,  dessen  Beweis  schon  auf,  so 

Tbeil  I.  6 ' ' 
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viele  verschiedene  Arten  von  den  berühmtesten  Mathematikern  der 
neuern  Zeit  versucht  itvorden  ist,  zum  Grunde.' 

Als  bekannt  setzen  wir  bei  dieser  Darstellung  die  folgenden 
Sätze  vorans,  welche  in"  jedem  etwas  'Vollständigen  Lehrbuche  der 
Algebra  bew'iesen  werden: 

1.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  jede  algebraische 
Gleichung  des  /«ten  und  jedes  niedrigem  Grades,  deren 
höchstes  Glied  die  Einheit  zum  Coeft'icieotcn  hat,  und 
deren  übrige  Coefficienien  sämmtlich  von  der  Form 

a bV^  si;id,  mindestens  eine  Wurzel  von  dcrs(>Ibcn 
Form  hat,  lässt  sich  die  Function  einer  jeden  solchen 
Gleichung  des  uien  Grades  in  w Factoren  zerlegen, 

• welche  sämmtlich  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen  des  ersten  Grades  der  unbekannten  Grösse  z der 
Gleichung  von  der  Form  z — p — gV^  — 1 sind. 

2.  Jede  algebraische  Gleichung  des  n ten  Gru'^des 
kann  höchstens  n sämmtlich  unter  einander  verschie- 
dene Wurzeln  )i  ah  cu. 

In  einer  Ebene  nehme  man  jetzt  zwei  rechtwinklige  Axen  der 
a:  und  y an  und  denke  sich  in  derselben  Ebene  eine  beliebige  völ> 
lig  geschlossene  Gurve  gezogen.  Af  sei  ein  beliebiger  Punkt  auf 
dieser  Curve,  und  A sei  .ein  beliebiger  innerhalb  oder  ausserhalb 
derselben,  nicht  auf  ihr,  liegender  Punkt  in  der  in  Rede  stehenden 
Kbene.  Von  dem  Punkte  Ji  aus  denke  man  sich  eine  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  o;  parallele  und  nach  derselben  Seite 
W'ie  der  positive  Tlieil  der  Axe  der  .z:  von  dem  Antäpge  der  a:y 
aus  hin  gerichtete  gerade  Linie  gezogen,  und  betrachte  alle  mit 
dieser  Linie  von  der  Linid  yiM  eingeschlossencn  Winkel  als  posi- 
tiv oder  als  negativ,  jenachdem  dieselben  von  der  von  dem  Punkte 
A aus  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  .2:  parallel  und  nach  der- 
selben Seite  hin  gezogenen  geraden  Linie  an  bis  zu  der  Linie nach 
der  Seite  der  positiven  oder  negativen  y hin  gezählt  worden  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  nun  einen  der  von  der  Linie 
AM  mit  der  von  dem  Punkte  A auS  mit  dem' positiven  Theile  der 
' Axe  der  x parallel  und  nach  derselben  Seite  hin  gezogenen  gera- 
den Linie  eingeschlossenen  Winkel  durch  (o,  und  lasse  sich  den 
Punkt  M auf  der  in  der  Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen 
Curve  immer  nach  derselben  Richtung  liiu  bewegen,  bis  er  wieder 
in  seine  erste  I^age  zurückkehrt;  so  wird  der  Winkel  o>  sich  stetig 
verändern,  und  möge  durch  diese  stetige  Veränderung,  wenn  der 
Punkt  M wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkeiirt,  den 
Werth  erhalten.  Zwischen  den  beiden  Grössen  to  und  co'  wollen 
wir  nun  eine  Gleichung  aufsuchen,  und  wollen  dabei  ut  und  üj'  als 
durch  Kreisbogen  für  einen  der  Einheit  gleichen  Radius  gemessen 
annehmen.  Wir  müssen  aber  bei  dieser  Untersucliung  die  folgen- 
den Fälle  unterscheiden. 

Wenn  der  Punkt  A innerhalb  der  in  der  Ebene  der  .zry, gezo- 
genen geschlossenen  Cune  liegt,  und  der  Punkt. A/  sich  auf  dieser 
Curve  nach  derselben  Richtung  bin  bewegt,  nach  welcher  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  o^^urcU 

den  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x und  y eingeschlossenen 
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rechten  Winkel  hindurch  zn  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  , 
gelangen;  so  wird  der  Winkel  o>,  mag  derselbe  nun  positiv  oder 
negativ  sein,  jederzeit  stetig  zunehmen,  und  es  wird  auf  der  Stelle 
erhellen,  dass  in  diesem  Palle  zvnsclien  co  uud  immer  die  Glei* 
chuog 

>'  cn'==w-t-27T,  / 

* * ^ 

wo  7T  seine  bekannte  Bedeutung  hat,  Statt  findet. 

Wenn  der  Punkt  A wieder  innerhalb  der  in,  der  Ebene  der  acy 
gezogenen  geschlossenen  Curve  liegt,  der  Punkt  M sich  aber  auf  - 
dieser  Cun^e  nach  derselben  Richtung  hin  bewegt,  nach  welcher 
man  sieb  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  liieile  der  Axe  der 
X durch  den  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x und  dem  ne- 
gativen Theile  der  Axe  der  -;y  eingesclilossenen  rechten  Winkel 
hindurch  zu  dem  negativen  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen;  so 
wird  der  Winkel  co,  mag  derselbe  nuu  positiv  ojder  negativ  sein,  ' 
jederzeit  stetig  abnehmen,  und  es  wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass 
in  diesem  Falle  .zwischen  co  und  co'  immer  die  Gleichung 

co'  = co  — 2;r,  , 

* I / * 

wo  7T  wieder  seine  bekannte  Bedeutung  hat,  Statt  findet. 

Wenn  der  Funkt  A ausserhalb  der  in  der  Ebene,  der  xy  gezo- 
genen geschlossenen  Curve  liegt,  so  findet,  wovon  man  sich  so- 
gleich überzeugen  wdrd,  w^enn  man  nur  diesen  Fall  an  einer  Figur 
etwas  näher  betrachtet,  zwischen  den  Grössen  co  undwco'  jederzeit 
die  Gleichung 


U' 


£0' 


CO 


Statt.  ; ' 

Hieraus  ergieht  sich,  dass  zwischen  den  Grössen  co  und  co'  je- 
derzeit die  Gleichung  > 

co'=:*co  rt  27t  oder  co'=:co 

• t 

Statt  findet,  jenachdem  der,  Punkt  A innerhalb  oder  ausserhalb  der 
in  der  Ebene  der  o-'y. .gezogenen  geschlossenen  Curve  liegt,'  und 
dass  man  in  der  .ersten . dieser  beiden  Gleichungen  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem  .sich  der  Punkt  M auf 
der.  in  der  Ebene  der  xy  gezogenen  geschlossenen  Curve  nach  der- 
selben Richtung,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von 
dem  positiven  Tbeiie  der  Axe  der  x durch  den  von  den'  positiven 
Theilen  der  Axen  der  x uud  y eingescblosseuen  rechten  Winkel 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangeu,  oder' 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegt. 

Dies  führt  aber  ferner,  indem  alle  vorhergehenden  Voraussetzun- 
gen auch  jetzt  noch  ihre  Gültigkeit  behalten’,  unmittelbar  zu  dem 
tolgenden  Satze: 

W e n n die  n Punkte  A^  A^^  A^^  A3,  . . . An—i  sämmtlich 
in  der  Ebene  der  xy  liegen,  von  jedem  derselben  aus 
eine  mit  dem  positiven  'l'bcile  der  Axe  der  x parallele 
und  nach  derselben  Seite  hin  gerichtete  gerade  Linie 
gezogen  gedacht  wird,  die  mit  diesen  Linien  von  den 
Linien  AM,  A A^M,  A3M,  . . . cingesch losseuen 

Winkel  respective  durch  co,  co,,co2,  cOj,...  co„_i,  die  Werthe 
aber,  wefchc  diese  Winkel,  wenn  sich  der  Punkt  M auf 
der  in  der  Ebene  der  xy  geschlossenen  Curve  immer 
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,,  nach  derselbeu  Richtung  hin  bis  wieder  in  seine  ut- 
'sprüngiiche  Lage  bewegt,,  aurch  ihre  mit  dieser  Rewe«' 
gung  des  Punktes  3i  verbundene  stetige  Veränderung, 
indem  derselbe  wieder  in  seiner  ursprünglichen  Lage  an- 
kommt, erhalten,  rcspective  durch  w',  lo',,  to',, ...  «_i 

bezeichnet  werden,  und  a die  'Anzahl  derjenigen  der 
Punkte  A^j  A^^  A,^  . . . An—i  ist,  welche  in^nerhalb  der 
in  der  Ebene  der  ocy  gezogenen  geschloss^enen  Curve 
Hegen;  so  ist  immer  ' • 

i)j?  -j-  {)i\  — f~  i}i\  *4“  •• » ^ “4”  "4~  Wa"4" . . . *4“  w«-ri  xtt, 


wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nimmt,  jenuchdem  sich  der  Punkt  M auf 
der  in  der  Ebene  der  .zry.gezogenen  geschlossen en  Cu rve 
nach  derselben  Richtung,  nach  weicher  man  sich  bewe- 
gen muss,  um  von  dem  positiven  Th  eile  der  Axe  'der  ^ 
durch  den  von  den  positiven^T  heilen  der  Axen  der ' a? 
und  y eingescblossenen  Winkel  hindurch'zu  dem  positi- 
ven Th  eile  der  Axe  der  y zu  gelangen,  oder  nach  der- 
en tgegengesetzten  Riclitung  hin  bewegt  hat. 

Weiss  man  also,  dass  von  den  Punkten  yf,  A^^  _A^^ 
A^f  ....  Ati~.\  wenigstens  einer  in  n er  ha  1 b - der  in  der 
Ebene  der  ocy  gezogenen  geschlossenen  Curve  liegt,  so 
wird  man,  wenn  man  nur  den  Punkt  A/ auf  dieser  Curve 
' seine  Lag;e  der  Grösse  und  der  'Richtung  nach,  auf  die 
erforderliche  Weise  verändern,  auch  uöthigenfalls  sei- 
nen (Jmlauf  auf  der  in  Rede'steh enden  Curve  mehrere 
Mal  vollenden  lässt,  die  Summe 

jede  beiiebige  Zunahme  oder  Abnahme,  überhaupt  jede 
beliebige  Veränderung  erleiden  lassen  können;  •'  ' 

welches  sich  ganz  unmittelbar^ aus  dem  vorigen  Salze  ergiebt,  wenn 
man  ^ nur  bei  der  Anwendung  desselben  zugleich  nicht  aus  den 
Augen  verliert,' dass  sich  die  in  Rede  stehende  Summe  so  wie  jeder 
ihrer  einzelnen  Theile  fortwährend  stetig  verändert,  wenn  sich  der 
Punkt  A/  auf  der  in  der  Ebene  der  aoy  gezogenen  geschlossenen 
Curve  ohne  Unteri»rechung  bewegt. 

Auf  diesen  wenigen  an  sich  höchst  einfachen  Principien,  von 
deren  Richtigkeit  man  sehr  leicht  die  vollkommenste  IJeberzeugung 
gewinnt,  beruhet  vorzüglich  der  Beweis  des  Herrn  Mourey,  den 
wir  nun  sogleich  näher  kennen  lernen  werden. 


- Es  sei 


/ 


t 


U—^ 


irgend  eine  Gleichung  des  ntew  Grades,  deren  Coefficieoten  sämmt- 

lich  von  der  Form  a — 1 sind.  Für  n = 1 bat  diese 

Gleichung  offenbar  eine  Wurzel  von  derselben  Form,  und  es  wird 
also,  um  das  wichtige  Fundamentaltheorem  der  Theorie  der,  Glei- 
chungen, von  dem  iu  §.  1.  die  Rede  gewesen  ist,  im  Allgemeinen 
zu  beweisen,  bloss  darauf  ankommen,  zu  zeigen,  dass  dasselbe, 
wenn  es  flir  jede  Gleichung  von  einem  niedrigem  Grade- als  dem 
nten  richtig  ist,  dann  immer  auch  für  jede  Gleichung  des  nien  Gra- 
des gelten  muss.  , 
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Daher  wollen  wir  jetzt iannebmen,  dass  der  zu  beweisende  Satz 
für  jede  Gleicbüng  von  einem  niedrigem  Grade, als  dem  ^ten  gilt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  nach  dem  Satze  1.  in 
die  Function  , r . „ ^ 

;gn-l  ^ 7^«-2  ^ 4-  . . . 7" 

• ir  , . ,1^5 

jederzeit'  als  ein  ans  n — 1 Factoren  bestehendes  Product  von  der 
Form 

(«  — -r-^i  — 1 ) . . . (ä — €tn—\ — bn~\\^ — 1) 

darstellen,  und  es  wird,  um  unscrn  Satz  zu  beweisen,  nun  darauf 
ankommen;  dass  man  zeigt,  dass  es  immer  mindestens  einen  W^erth 
von  Ä von  derselben  Form  wie  die  Coefficienten  der  gegebenen 
Gleichung  geben  muss,  für  welchen 

oder  ' ' . ’ 

ä(ä— «I — — Ij  (» — flfj — b^\/  — 1) — flfn— 1 — bn—i\^ — 1)=7— 1/ 

ist.  j * 

Um  dies  zu  beweisen,  setze  man  / - . 

' %•==:  y\/ — 1, 

und  stelle  sich  of  und  if  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  M in  einer  Ebene  in  Bezug  auf  zwei  beliebige  auf  einan« 
der  senkrecht  stehende  Coordiiiatenaxen,  deren  positive  Tlieile  Oar 
und  Oy  sein  mögen,  vor.  'Ferner  seien  -df,,  ,,,An—t  die  ^ 

durch  die  Coordinaten 

• . - . y . . • 

® i » ^1  5 ^3  5 ^3  j ^3  j • • • — 1,  1 

in  Bezug  auf  dasselbe  Courdinalensjstem  bestimmten  n — 1 Punkte 
in  dieser  Ebene.  O)  sei' einer  der  von  dem  Radius  Vector  OM'=zq 

mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  eingeschlossenen  Winkel; 

so  ist,  wie  sogleich  erhellen  wird, "in  völliger  Allgemeinheit 

— 1 = ^ (cos  w sin.w.V^. — l). 

Sind  -nun  ferner  w,,  o>2,  , Wn—i  die  von  den  Vectoren 
A^M=q^y  A^M-^q-i^  A^Mz=q^^  ...  An—iM=^qn—i  mit  den 
von  den  Punkten  A^^  A^^  . ..  An  i aus  mit  dem  positiven 
Theile  der' Axe.  der  *.2:  parallel  und  nach  derselben  Seite  hin  gezo- 
genen geraden  Linien  eingeschlossenen  Winkel;  so  ist  nach  den  ■ 
einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  . . ' 

Ä— «i  — Ä , l/'  — l=.jc— ^ ,)l/^=fp,  (cosw,rl-sin‘(W  ,1/ — 1), 

%—a^ — l==;r— Ä'3)V^^=?2(coscUa-^sinWal/^),' 

^ 3 )\/^=p  3 (cos  w ,-t- sinw , l/^), 

• u.  s.  w. 

, On^i ^JC—  Un-1  “f  - (y^ba—i)  1^— 1 
= ^»-1  (cos  Wn-iH-sin  w„-'i  1);  - 

und  folglich  nach  einem  bekannten'  Sätze  aus  der  Cy<ehre  von  den 
imaginären'  G^Ö88en:‘»^  uuj,:  yyta-  ■»  ,-a.’  ; ‘ i'  ' ..  •’> 


Digitized  by  Google 


i 


86 


,_i)  V/-  Ij. 


»(»—<?!  — V' -r  l)  («— ITj— l/— 1)  . . . (»— -^1) 

= ^ • • • ^«—1  { COS  (o)  Hh  <0,  H-  . , -+-  o>«— l) 

— SID  (tt)  — I“  W j • . — H (Jin- 

■ • ♦ 

Weil  nach  dem  Obigen  uns  nun  zu  zeigen  obliegt,  dass  sich 
für  a:-^  yV^  —Ij  wo  a:  und  y reelle  Grössen  sind,  immer 

mindestens  ein  Werth  angeben  lässt,  für  welchen 
0 \ 

ä(* — flfj — b a.1 — b^ —\)...{x  flp« — 1 bfi — 1 V^\)=-ü 

i 

ist;  80  werden  wir  jetzt  zu  zeigen  haben,  dass  sich  für  y immer 
mindestens; c i n System  zweier  reeller  Werthe  angeben  lässt,  für 
welches 

Q QiQz  • • • Qfi—i  Icos  (w  -f-  w,  * . -1-  w«_i)  "l 

=-  u. 


sin  (w  -d-  to, 


w„. 


ist.  Nach  der  Voraussetzung  und  nach  der  Lehre  von  den  imagi« 
nären  Grössen  kann  aber  immer 


— ^/^=z=/J  (cos  a-f-sin  a — 1)  • 

gesetzt  werden.  Daher  wird  das  Obige  bewiesen  sein , wenn  man 
zeigen  kann,  dass  sich  für  or,  y immer  mindestens  ein  System* 
zweier  reeller  Werthe  angeben  lasst,  durch  welches  die  beiden 
Gleichungen 

0 • • • (?«— I <0  -f-  tu,  -+-  tUj  . . . -f-  £U;t— I = ce 

zugleich  erfüllt  werden,  wovon  man  sich  auf  folgende  Art  über« 
zeugen  kann.  . 

Weil  nach  dem  O^geu 

Q^=.\/(Q  cos  tu  — «i)*  (?  sin  tu  — )*, 

q^=:\/{q  cos  tu  — «a)*  •+- (^  sin  tu  — ^2)*, 

^3  = cos  tu  — flf,)» -f- sin  tu ^j)*, 

u.  s.  w. 

^„—1  = cos  tu  — flT/i-i)*  -+-  sin  tu  — ^«—1)* 

ist;  so  ist  das  Produkt  ^^,^2  . . . 1,  dessen  Werth  immer  posi- 

- tiv  ist,  für  jeden  bestimmten  Werth  von  tu  eine  stetige  Function 
von  p,  welche  für  p==0  verschwindet  und  für  p = gO  unendlich 
wird.  Daher  muss  cs  otFenbar  für  jeden  bestimmten  Werth  von  tu 
mindestens  einen  Werth  von  q geben,  für  welchen 

QtQiQi  * • • ?«— 1 — ■ -Ä, 

also  .die  erste  der  beiden  obigen  Gleichungen  erfüllt  ist.  Denkt 
man  sich  folglich  in  der  Ebene  der'^y  von  dem  Anfänge  0-  der 
Coordinaten  aus  eine  stetige  Folge  gerader  Linien  gezogen,  so 
wird  es  auf  jeder  dieser  geraden  Linien  einen  Punkt  Af  geben,  des- 
sen Entfernung  vom  Anfänge  der  Coordinaten  oder  dessen  Radius 
Vector,  für  q in  die  Gleichung  ' - 

9 QiQ»  • • • Qn—i  ^ 

gesetzt,  derselben  genügt,  und  es  fragt  sich  jetzt  zunächst,  ob  alle 


/ 
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diese  Punkte  eine  stetige  völlig  gesclilossene,  den  Punkt  O also  nach 
allen  Seiten  hin  ohne  Unterbrechung  umgebende  Curve  bilden:  Dass 
dies  aber  wirklich  der  Fall  ist^  kann  auf  folgende  Art  gezeigt 
werden.  * 

Weil  nach  dem  Obigen- 

' q = -f-  y*, 

7“  «zY  -4-  (y  — ^a)*, 

- ^8  = VXx  — a^Y  4-  (y  — . 

» < U.  8.  W. 

. C«-1  = (y  — 

ist,  so  ist  die  Gleichung 

, Q QiQi  • • • Qn — 1 • — -^5 

* % * 

oder  vielmehr,  wenn  man  dieselbe  rational  macht,  die  Gleichung 

offenbar  sowohl  in  Bezug  auf  als « auch  in  Bezug  auf  y vom  ' 
2z»  ten  Grade.  Die  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  hat 
die  Form 

. \ 

^ • 4 

y=Xa:-\-iJ/  oder  a:  = X, 

I 

Denkt  man  sich  im  ersten  Falle  in  der  Gleichung 

e*^i*?a*  . . . ^n-i*  = /2* 

für  y den  Ausdruck  Xa: fji>  gesetzt,  so  erhält  man  eine  bloss  die 
unbekannte -Grösse  a:  enthaltende  Gleichung,,  deren  höchstes  Glied 
offenbar  (1  und  die  also  vom  2z»tcn  Grade  ist,  folglich 

nach  dem  Satze  2.  in  §.  1.  höchstens  2/s  reelle  Wurzeln  haben  • 
kann,' zu  deren  jeder  wegen  der  Gleichung  y=:=:Xa:’^fi  nur  ein 
bestimmter  reeller  Werth  von  y gehurt,  -lin  zweiten  Falle  erhält 
man,  wenn  mau  in  der  Gleichung 

^*^1*?S*  • • • = 

■ die  Grösse  a:z=zX  setzt,  eine  bloss  die  unbekannte  Grösse  y ent- 
haltende Gleichung  des  2/zten  Grades,  welche  also  nach  dem  Satze 
2.  in  §.  1.  wieder  höchstens  2/»  reelle  Wurzeln  haben  kann.  Hier- 
aus ergiebt  sich,  dass  von  der  durch  die  Gleichung 

% 

Q Q iQz  • • ♦ Qn — 1 R 

characterisirten  Curve  keine  gerade  Linie  in  mehr  als  Punkten 
geschnitten  werden  kann,  und  dass  also  diese  Curve  jedenfalls  nicht 
der  Gattung  der  Spiralen  angehört,  welche  ohne  jemals  in  sich 
selbst  zurückzukehren  io  uuendlich  vielen  Windungen  einen  festen 
Punkt  umgeben.  Bestände  aber  die  durch  die  Gleichung 

Q Q 1^2  ••  • Qn — 1 R" 

^ characterisirte  Curve  aus  gewissen  von  einander  gesonderten,  also,  . 
in  keinem  stetigen  Zusammenhänge  stehenden  Theilcn,  so  würde 
man  von  dem  Punkte  0 an  durch  die  Zwischenräume  zwischen  den 
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einzelnen  l^ieilen  hindurch  * bis  zu  einem  von  dem  Punkte  .^  -unend- 
lich weit  entfernten  Punkte  0^  eine  stetii^e  Curve  ziehen  können, 
auf  welcher  der  Radius  Vector  keines  Punktes  der  Gleichung* 

Q QiQt.  • • • Qn—t  = -Ä 

genügen  würde,  welches  ungereimt  ist.  Denn  die,  dem  diese  Curve 
beschreibenden  Punkte  entsprechenden  Yectorcn'^  verändern  sich 
stetig  von  0 bis  QD  , und  es  werden  sich  also  auch  die  entsprechen- 
den Werthe  der  Grösse  _ 

Q QiQ 2 • • • Qn—x  •—  /t  • ^ 

stetig  verändern.  Weil  nun.  p 1 für = 0 verschwin- 
det, so  ist  in  der  Nähe  des  Punktes  0 die  Grösse  , * 

j . QQiQz  • • • — ^ 

offenbar  negativ;  positiv  ist  diese  Grösse  dagegen  in  der  Nähe  des 
Punktes  ö,',  weil  QQiQz  . . . Qn-i  für  ^ = 0D  unendlich  wird.  Da-  ' 
her  muss  die' Grösse 

Q QiQ 2 * • • Qn—i  — " ‘ 

1 

irgendwo  auf  der  Curve  00^  vom  Negativen  zum  Positiven  über- 

fehen,  welches  wegen' der  stetigen  Veränderung  dieser  Grösse  nur 
unn  geschehen  kann,  wenn  dieselbe  durch  Null  hindurch  geht,'* 
woraus  sich  also  ergiebt,  dass  jederzeit  für  einen  gewissen  Punkt 
auf  der  Curve  00, 

^ , ^n-i— -Ä  = 0 oder  ^ . . . pn_i  = iFI 

sein  muss,  welches  gegen  das  Obige  streitet.  Folglich  ist  die  durch 
die  Gleichung 

' *s.  ' ' Q Q iQ2  • • * Qn — i — • , 

/ 

characterisirte  Curve  nothwendig  eine  stetige  geschlossene,  den 
Punkt  0 nach  allen  Seiten  hin  ohne  Unterbrechung  umgebende 
Curve. 

Von  den  Punkten  O^  , . . ^n—\  liegt  immer  min- 

destens einer,  nämlich  der  Punkt  0^  innerhalb  der  in  Hede  stehen- 
den Curve.  Ferner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  keiner  dieser 
Punkte  auf  derselben  liegt.  . Von  dem  Punkte  '0  versteht  sich  dies 
von  selbst.  Läge  aber  z.  B.  der  Punkt  auf  der  Curve,  so  würde, 
da  für  jeden  Punkt  derselben  die  Gleichung 

Q Q1Q2  • • • Qn—l^=,-R 

erfüllt  ist,  dies  auch  für  den  Punkt  der  Fall  sein,  welches  aber 
ungereimt  ist.  Weil  man  nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen 
den  oben  ini  Allgemeinen  durch  ßf  bczeichncten  Punkt  als  mit  dem 
Punkte' ./i,  zusammenfallend  betrachten  muss,  so  würde  offenbar 
pt=y#,d/=0,  und  folglich  auch  p = 0 sein,,  da- 

doch  öffenbar  Jt  nie  verschwinden- kann,  weil  natürlich  ^ als  nicht 
verschwindend  angcnomineo  wird.  Nimmt  man  nun  alles  dieses  zu- 
sammen, so  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Satze- des  «vorigen  Para- 
graphen unmittelbar,,  dass  auf  der  in  Rede  stehenden  Curve  der 
Punkt  M immer  so  angenommen  werden  kann,  dass  die  Summe 

' CU Wj -f- cuj -4- . . . 

• f ' \ 

jeden  beliebigen  Werth  erhält,  also  auch  so,*  dass 
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ft>  -f-  (ü|  “f“  Cüj  «4“  . , , «“l—  rs  n 

ist.  Da  Dun  nach  dem  Obigen  \für  jeden  Punkt ; unserer  Cor?e  die 
Gleichung^ 

Q Q iQz  • • * Qn — 1 -Ä 

• erfüllt  ist,  so  sieht  man,  dass  sich  auf  derselben  immer  ein  Punkt 
angeben  lässt,  durch  dessen  Coordinateu  die  beiden  Gleichungen 

^ • • • $«— 1 ^ ^ Wj -4- • . , -p*  =r '«  ’■  ‘ 

zugleich  erfüllt  werden;  auf  den  Beweis  dieses  Satzes  ist  aber  oben 
der  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der.  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  zurückgeführt  worden,  so  dass  also  nun  auch  dieser 
wichtige  Fundumentalsatz  selbst  vollständig  bewiesen  ist 


. 


.-XIV;-  ■ 

lieber  eine  merkwürdige  Relation . zwischen 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  von  vier  Punk- 
ten in  einer  Ebene  und  den  drei  Winkeln,  wel- 
che die  vier  von  diesen  Punkten  :-nach  einem 
fünften  Punkte  in  derselben  Ebene  gezogenen 
geraden  Linien*  mit  einander  einschliessen,  und 
über*  zwei  wichtige  geodütisclie^Aufgaben. 

‘ Von  ' - ••  • • • 

1 * ^ f 

dem  Herausgeber - . 


• * 

*■  * ' . ‘ I * ' ■ . 

Es  seien  vier  Punkte  in  einer  Ebene,  deren 

Coordinaten  in  Bezug'  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordina* 
tensystem  respective  y , ; ^*1^1  sein  mögen. 

Ein  fünfter  Punkt  in  derselben  Ebene  und  a:^  y seien  die 

Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  dasselbe  System.  'Durch 
den*  Punkt  A denke  man  sich  ein  dem  primitiven  paralleles  Courdi- 
natensjstem  der  gelegt,*’  und ' bezeichne  die  Coordinaten  der 
Punkte  A',  A\^  A'^,  A\  in  Bezug  auf. dieses  neue  System  respeic- 
tive  durch  t}\;  so  hat  man  näch  ,den 

einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  .Coordi- 
naten die  folgenden  Gleichungen: 
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^ + y = y-f-V; 

+ =y4-V,  5 

^,  ==  ^ + y,  = y 4- i;'/; 

a/,  =or-f'?',,y',  =y-|-V*‘. 

Die  von  den  Linien  jiJl',  welche  durch 

^1)  ^a^' bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  5 eingcschlossenen  Wipkel,  welche  von  dem  {positiven 
Theile  der  Axe  der  ^ an  durch  den  von  den  positiven  Tbeilen  der 
Axen  der  ^ und  tj  eingeschlossenen  rechten  Winkel  hindurch  immer 
' nach  derselben  Richtung  hin  Von  0 bis  360°  gezählt  werden^  wol- 
- len  wir  durch  y,  y-f-a,  y-f-jS,  gp  + ;^  bezeichnen,  indem  wir  dar- 
auf besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen^  dass  die 
durch  a,  y bezeichneten  Grössen  zwar  nicht  in  allen  Fällen  die 
180°  nicht  übersteigenden  Winkel  A'AA\^  A'AA'^^  A'AA\  selbst 
sind,‘  aber  doch  aus  diesen  Winketn  jederzeit  leicht  gefunden , und 
daher,  wenn  dieselben  etwa  bei  einer  geodätischen  Aufnahme  ge- 
messen worden  sind,  immer  als  bekannt  angenommen  werden  kön- 
nen. Dies  vorausgesetzt  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

=Q  cos  9 , 7}'  sin  9> ; 

cos(5p-ha),  sin(5p4-a); 

.^'2=^»  cos  (5p  4-/9),  sin  (y  4- /9) ; 

cos(y4-;'j,  v'z=Qz  sin(y-f-y); 

und  mittelst  der  Gleichungen  l.  ergeben  sich  daher  jetzt  die  folgen- 
den Gleichungen:  . . 

a:'  =:a:~hQ.  costp'  y‘  =y4-^  sin  9; 

t 

.a/,  =.z:4-^,  cos(5p-f-a),  y,  =y4-^,  sin  (7)4-«); 

o:'a==:^4-9»  cos(5p4-/9),  y,  =y4-^i  sin(5p4-/9)i 

+ cos(gp-H;'),  y,  =y4-^,  sin(9)4-/). 

% 

Durch  Flimination  der  Grö'ssen  aus  diesen  acht 

Gleichungen  erhält  man  di^  vier  folgenden  Gleichungen: 

Ia:siBy>  — ycosy  = .r' sin  9 — ycosy; 

a:  sin  (sp4-a)  — y cos  (sfH-a)  = sin  (y-f-«)  — y'i  cos(y4-a); 

^sin  (y  4-/9)  — y cos  (5P4-/9)  sin  (5p-f-/9)  — y , cos(y-f-/9);  » 

;r  sin  (y-t-/)  — y cos  (sp4-/)  = sin  (5p4-/)  — y',  cos  (94~7') ; 

aus  denen  sich  ferner,  wenn  man  aus  der  ersten  und  zweiten,  aus 
der  ersten  und  dritten,  aus  der  ersten  und  vierten  die  Grösse  y 
eliminirt^  leicht  die  drei  Gleichungen 

\ 

iarsin  « = jo:'  isin(y-t-a)  —y' , cosCy-i-«)  | cos  y — (or'sin  y — ^y'cosy ) cos(y-f-ce), 
;rsin/S=)a;'2sin(y4-/9) — y'aCos(y>-f-/S)|  cosy» — (^siny> — y'cosy)  cos(y4-/S), 

a:siny=\af »sin(y-f-y)— y'jCOs(y4-y)|  cosy — (or'siny — ^y'cosy) cos(y-f-y) 

> • 

j 

ergeben,  die  dann  durch  Elimination  von  a;  sogleich  zu  den  beiden  ' 
Gleichungen  i 
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\afi  sin  (y-f-c)  cos  cos  y — (af  sin  y y'  cos  y):co^ 

. sin  a 

— ^ 

\af^  sin(y-h^) — cos(y»f-/?)|  cosy  — (or"  siny— y'  cosy)  cos  (y-f-/g) 

sin  ß 

__  sin(y-f-y) — y^i  cos(y-f-y)|  cosy  — (jr^siny — cosy)  cos  (y-|-y) 

sii™  )!' 

oder 

o/,  (1+cot  a tang  9>)  - ^ i (<^ot u - tang  g>)-{a;'tan^-y'){cot  a - tang  y)  * 
‘=.Ä:'2(l+cot/Stang5p)-yj(cot|S-tang9)-(^'taDg9-y)(cot/S-tang9)) 
= (1+  coty  tang  y)  - y , (cot/  - tangg>)-(^r'tang  5p-y)(cot/-tang  5p) ; 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet,  zu  den  beiden  Gleichungen 

^i-{f/i-y')cota  -f-  |(^,-^')cota“f-y,-y|  tangy-f-^'  tangy* 

z=za/^^-{y'^~y)cotß -I- 1(^2-^') cot|9 H-ya-yi  tang^pH-o:'  tangy» 

= -^a-Cyj-y) cot/  + cot/+y3-y I tangy-+-^'  tang5p» ; 

oder,  wenn  man  io  diesen  Gleichungen  die  letzten  einander  gleichen 
Glieder  aufheht,  zu  den  beiden  Gleichungen 

« I 

5.  — (y,' — y)  cota-4- — ^)cota-t-y,  — y|  tanggp 

= ^'a— (y»— y)  cot/j-h  1(^2— ^')cot/?+y2— y|  tangy 
==-^'3—(y3— y)cot/+  l(«^*^3— cot/H-y,— y|  tangy 
fuhren.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber  leicht 

_ (y  I— y)  cota  -f-  (y»— y)  cotjS 

6. 


also 


(tang5p  ^ — y2-4-  (o;',— a;'J  cota  — (x'2 — af)  cot/S’ 

* ar^2— ^*3— (//a— y)  cot/9-1-  (yi— y)  cot/ 

® ™ y'2 — y3-+-  — (^3 — cot/* 

i 

^ ^*1—^2—  (y  1— y)  cot«  -h  (ya—y)  cot . 

y, — ya-+-  (^1 — cota  — (or'a — af)cotß 

^'2— j^'3—  (y'z— y)  cot/g  -H  (ya— y)  cot/ 

y2 — yi-H  (^'2—^')  cot/S  — {x  I — a?')cot/  ! . 


Bringt  man  aber  diese  Gleichung  auf  Null,  so  erhalt  mau  nach 
einigen  leichten  V'prwandlungcn  die 'folgende  merkwürdige  Glei- 
chung: 

8.  ^'2)(ya— ya)  — (*^2— ^a)(yi—ya)l  sin«  sin/?  sin/ 

H-  K^'— ^,)(^2— •«^'3)H“(/— -yocy»— ya)!  cosasin/? sin/ 
+ |(^  — a:',)^-(y^y2)(ya— yi)l  sinacos/?sin/ 
-4-  — — ^2)-4“(y— ya)(yi— ya)!  sin«  sin/?  cos/ 

4-  j (o/  — o:', ) (y  — y , ) — [a/—  o/, ) (y  — y,) \ sin  a cos /?  cos/ 
-I-  j(or'  — or',)  (y —y,)  7-  (or'—  ^,)  (y— y,)l  cos«  sin/?  cos/ 

4-  |(.a:'  — ^,)  (y— y»)  — Är'2)  (y— *yi)|  cos«  sin/?  sin/. 

Nach  weiterer  Entwickelung  erhalt  diese  Gleichung  die  Form 
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0 = y',)  sin a sin (/?— y) 

-f-  y',)  sin /J  sin  (;'—«) 

-4^(^ar',H-y'y'3H-ar',^',-|-y',y'Jsiny8in(a--/J)  " 

. ' ‘ —(;rY,—y^i)  cos  «sin  (/?—;') 

' t 

— (^^2— y'^*)  cos/?  sin (^—a) 

— (^  ^8— y -2^3)  cosy  sin  («—/?) 

+ (^*^8— '^»^3)  8*0  « cos(^— y) 

-^-(^'sy'i— y'»^i)8in/?co8(y— «) 

"H  (^1^2— y"i  ^'2)  sin  y cos  («—/?), 

und  diese  Clleichung  lässt  sich  endlich,  wenn  man  die  Producte  der 
goniometrischen  Functionen  auf  bekannte  Weise  in  Aggregate  von 
Cosinussen  und  Sinussen  verwandelt,  auch  unter  der  folgenden  Ge- 
stalt darstellen: 

10.'  0=  I )4-(y—y'i ) (/a— ^ » ) ! cos  (— o-f-/?-+-/) 

4-  cos(a— /?-i-;') 

|(;r'— •o:'3)+(y'— y',)(y',— y'j)!  cos(«H-/?— ;') 
K-^— ^i)(y'2— ^3)  — (y— yi)(-2^2— ^'3)1  sin(— «4-^4-/)  ' 
^'3)(y,— y,)  — (y— y3)(a:',— .r'J!  sin (a— /?-*-/) 

1(4^— o:',)(y^— y,)-  (y— y,)(o:\~.r^3)|  sin(a4-/?— r). 


Mittelst  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  lassen 
sich  zwei  wichtige  geodätische  Probleme,  die  in  der  Praxis  häußg 
mit  Vortheil  in  Anwendung  gebracht  werden,  auflüsen, 

Ber  der  unter*  dem  Namen  des- Pothenotschen  Problems 
bekannten  Aufgabe  sind  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben,  und 
die  Lage  eines  vierten  Punkts  soll  bestimmt  werden,  wenn  in  die- 
sem Punkte  die  beiden  Winkel  gemessen  worden  sind,  welche  die 
drei  von  demselben  nach  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen 
Linien  mit  einander  einschliessen. 

> Nehmen  wir  an,  dass  A\  die  drei  gegebenen  Punkte 

sind  und  A der  gesuchte  Punkt  ist,  so  sind  die  iui  Obigen  durch 
y;  ;r',,  y, ; or'i,  y,  bezeichneten  Coordinaten  und  die  beiden 
W^inkel  a,  ß bekannt,  und  die  beiden  Coordinaten  4:,  y werden  ge- 
sucht. Weil  nun  nach  6. 


11.  tangy  = 


X y — X 


{y\  — y')  cot«-f-(y'2— y')  cot/? 


y'i— — o:')cot«  — (:c'2 — x')cax,ß  , . 

ist,  so  kann  der  Winkel  <p  aus  den  gegebenen,  Grössen  gefunden 
werden.  Da  man  jedoch  nur  weiss  dass  dieser  Winkel  360®  nicht 


übersteigt,  so  fragt  es  sich,  ob  man'  dens4ben  zwischen  0 und  180^ 
oder  zwischen  18U®  und  360°  zu  nehmen  hat.  Kiue  Bntscheidung 


hierüber  kann  aber  leicht  auf  folgende  Art 'gegeben  w'erden. 
2.‘ hat  man  die -folgenden  Gleichungen: 


Nach 


iii 


=.ar-f-^  COS9,  y‘=y-f-^  siny;  * ' ^ 
12.1^,  =s:a:ArQi  cos(yH-a),  yj  = y4-6i  sin  (9)4^);^ 

cos  (sp4-/J)j  y2  —V’^rQi 
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fi08  denen  sich  die  Gleichungen  * ::<>  ).  • ' 

'jcf — ac\  =Qcosg> — cos(y-|-a),  y— y',  = ^ singp~^i  sin(5p-f-a); 

t 

=r^  (josy— cos(9pH-/9),  ^-^y\=q  siny  — sin(5p— /?); 
und  hieraus  die  beiden  folgenden  Ausdrücke  yöu  q ergeben: 

;g'i)sin(y-f-ft)— (y^— y"i)cos(y-|-ff) 

I sin  « • , . ' , ’ 

sin(y-f-/g)— (j/— y^a)  cos(y-H/g)  ■ ! ' 

sin  ß . 

Da  nun  die  beiden  Werthe,  welche  97  haben  kann,  jederzeit  von  der 
Form  (p  und  y-l-lSO®  sind,  so  sieht  man,  dass  diese  beiden  Werthe,  ‘ 
für  <p  in  einen  der  beiden  vorhergehenden  Ausdrücke  gesetzt,’  für 
Q jederzeit  zwei  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern.  '. 
Weil  aber  q seiner  IVatur.nach  uositiv  ist,  so  muss  man  für  (p  im- 
mer denjenigen  seiner  beiden  Werthe  setzen',  welcher  für  q einen  - 
positiven  Werth  liefert,  und  kann  also , auf  diese  Art  immer  mit  völ- 
liger Sicherheit  entscheiden,  ob  man  9 zwischen  0 und '180®  oder 
zwischen  180®  und  360®  zu  nehmen  hat. 

Hat  man  9 und  q auf  diese  Weise  gefunden,  so  ergeben  sich 
die  gesuchten  Coordinaten  oc,  y mittelst  der  aus  12.  messenden 
Formeln  ' . ' 

14.  a:  — ^cos9,  y = y' — ^sin9; 

und  und  q^  erhält  man  nun' ferner  leicht  mittelst  der  folgenden 
sich  ebenfalls  unmittelbar  aus  12.  ergebenden  Formeln: 

_ _ y\—y 

cos  (9-4-«)  sin  (9-4-«)’ 

_ x'^—x  y \—y 

' cos  if-hß)  siu  {p-¥-ßy 

Auf  diese  Art  ist  jetzt  das  Pothenotsche  Problem  vollständig 
aufgelöst. 

Fine  andere  geodätische  Aufgabe,  deren  Auflösung  sich  aus  den 
im  Obigen  entwickelten  Gleichungen  ableiten  lässt,  ist  das  folgende 
schöne  Lambertsche  Problem: 

Man  soll  die  gegenseitige  Lage  von  acht  Punkten 
und  Jl',  A\  bestimmen,  wenn, in 

jedem  der  Punkte  A,  A^^  A^,  A^  Winkel  gemessen 

worden  sind,  welche  die  von  diesen  Punkten  nach  den 
Punkten  A\  A\,  A*^,  A\  gezogenen  geraden  Linien  mit 
einander  einschliessen. 

Man  nehme  den  Punkt  A'  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  und  ^ 
setze  also  izr^r=0,  y=0,  so  wird  die  Gleichung  9. 

- 0=={x\a;\-^y':iy\)s\na8iB(ß-^r) 

-f- (o:^,  o?'i +y'a  y , ) sin /Jsin  (^— «) 

-h  (ir'i  y,)  sin/ sin  («—/?) 

+ y'a'ip's)  sinacos(/S— P')  i . . 

• \ 

-h(jyty'i—^s^i)siaßcos(r--ay  , 

. y',— y'i  o:',)  siny  cos(«.— '/J).  • 


\ 
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Setzt  man  dqd,  was  offenbar  verstattet  ist,  auch  noch 
so  wird  diese  Gleichung  * • 

0 = (o:', or', -t-y,  y, ) sin a si9  (/?— y) 

-i- (-^'i  y » — y»  ) sin  a cos(/9— y) 

jo/,  sin  (;'—«) — y',  cos(;' — a)\s\nß 

sin(a— cos(üe — ^^jjsin;', 

und  folglich,  wenn  man  ^ 

16. 

setzt, 

0 = (Äar',-f-yay'«)sin«s>n(/?— r) 

' +(»2^1  — y»^3)sinacos(/9— ;')  • 

j^sin«sin(/? — ;') -f- sin/S  sin  (/— «)| 

I sin«  cos — y)  — sio/$cos(;' — «)| 

-4- V,  \a/^  sin(a— /9)-|-Ä  sin(a— cos(a — ß)\  siny, 

oder,  wie  man  leicht  findet,  weil 

B\Ba  siB{ß — y)-¥-  sin/9sin(;' — a)  = — slu;^sjn(a — ß), 

sin«  cos  {ß—y)  — sin /S  cos (/—a)  = cos;'  sin(a— /S) 
ist,  ‘ ‘ 

' , ■ . 17.  0 = (ä.z/,  •4-y'»y,)8inasin(/S — y) 

“H  («y » — *2^'* ) sin  a cos (ß^y) 

“f”  y'2  siny"  cos(a — ß) 

y,  cos/ sin(a — ß) 

I 

-f-  a/i  (a/i — sin  / sin (a — ß). 

Diese  Gleichung  wird,  wenn  man  der  Kurze  wegen 

18  1 ^ ^ = Vs  — 2/»  *2/, , 

f r*  — ^ i3^2>  * — j — *2^  i(*2^^i  *2^ 

80txt 

19.  0 = ;t;  sin«  sin(j? — /) 

•4- ^ sin«  cos(/J — /)  ... 

/ 

-4- r sin/ cos(« — ß)  ^ 

-4- # cos/ sin  («—/?)  • 

+ ^sin/sin(a — ß). 

Deherlegt  man,  dass  diese  Gleichung  sich  auf  den  Punkt  ^ 
bezieht,  und  dass  man  für  die  Punkte  offenbar  ganz 

ähnliche  Gleichungen  bilden  kann;  so  erhellet,  dass  die  Data  .der 
Aufgabe  immer  vier  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  den  ^ 
fünf  unbekannten  Grössen  r,  t von  der  obigen  Form  liefern^ 
mittelst  welcher  man  also  die  Verhältnisse  der  Grössen  //,  r,  t 
unter  einander  bestimmen  kann.  Daher  wird  man  ' 

pz=zk8^  qxzzkiS,  rzzzk^a] 

setzen  können,  wo  bekannte  Grössen i sind.  Setzt  man 

I 

i * ■ 

f 
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dann  noch  ^,==1,  so  ist  und  die  Gleichungen  18.  erhal- 
ten die  folgende  Form:  i 

1— .2/,  H-55  =>?r,y,. 

Dies  sind  vier  Gleichungen' mit  vier  unbekannten  Grössen,  die. 
sich  also  mittelst  dieser  Gleichungen  bestimmen  lassen.  Durch  Eli- 
mination von. ^'2,  wenn  man  nämlich  den  Werth  dieser. Grösse  aus 
der  dritten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  einführt, 
erhält  man  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen:  ' ' 

. Ä ' , ■ ■ ^1  J ' 

% 1 • 

1 — .2;', -!-*=/•,  y, ; 


. und  durch  Elimination  von  x erhält  man  ferner  die  beiden  Glei- 
chungen ' 

22  —^3  ^3» 

^ \ 
zwischen  den  Coordioatcn  a:',  und  y',.'  Führt  man  den  Werth  von 
ar'j  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  in  die  zweite  ein,  so 
erhält  man  für  y',  die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

23.  Ö = (1  + >C-,)(^,-4-^2)  . • 

^a)*”f“^3^3 1 2^32^3» 

' und  sieht  also.,  dass  y,  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  hat,  die  aber 
auch  beide  unmöglich  werden  können.  Hat  man  auf  diese  'Art  y', 
gefunden,  so  ergeben  sich  a:',i  ä,  .z:'*,  y\  leicht  mittelst  der  Glei- 
chungen 22.,  21.,  16.  und  20.,  wobei  man  immer  fest  zu  halten  liat, 
dass  or',=l  gesetzt  worden  ist.  Die  Coordinaten  ^r,  y des  Punk- 
tes A findet  man  nun  ferner'  ganz  auf  dieselbe- Art  wie  o.ben  bei 
der  Pothenot’schen  Aufgabe  gezeigt  worden  ist,  und  auf  ganz  ähn* 
liehe  'Weise  ergeben,  sich  auch  die  Coordinaten  der  Punkte 
-'^*5  A^, 

Alle  unbekannte  Grössen  sind  hier  durch  die  Grösse  a:\  als 
Einheit  ausgedrückt  worden,  und  mehr  als  die  Verhältnisse  der  ge- 
suchten Grössen  zu  der  Grösse  als  Einheit  lässt  sich  auch  aus 
den  Datis  der  Aufgabe  in  der  Tbat  nicht  finden,  weil  die  sämmt” 
liehen  Data  der  Aufgabe  nur  Winkel  sind.  Handelte  es  sich  um 
absolute  Grössenbestimmüngen , so  müsste  mindestens  noch  eine 
der  in  der  Figur  vorkomiiieuden  Linien,  etwa  die  Linie 
welche  unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  offenbar  die  Ent- 
fernung der  beiden  Punkte  A’  und  A\  von  einander  ist,  gemessen 
werden.  ; ' 
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XV. 

g ^ 

w 

Tafel  der  pythagoräischen  Dreiecke. 

- : Von  d«m  ! 

' t 

\ 

Herrn  Professor  C.^A.  Bre.t  schnei  der 

zu  Gotha. 


Doss  die  in  den  Scliulze’schen  Tafeln.  Bd.  II.  Seite  308  ff.  unter 
der  Aufschrift  ,, rationale  Trigonometrie'^“  enthaltene  Tafel 
der  pythagoräischen  Dreiecke  in  einzelnen  RevSuhaten  hedeutende 
Fehler  enthält,  wird  allen  den  Lehrern  der  Trigonometrie  nicht  un- 
bekannt sein,  die  diese  Tafel  zu  Aufgaben  für  ihre  Schüler  benutzt 
bähen.  Neuerdings  hat  jedoch  Herr  Professor  Kunze  in  Weimar*") 
nachgewiescn,  dass  die  Menge  der'  in  jener  Tabelle  vorkommenden 
Fehler  so  bedeutend  ist,  dass  letztere  dadurch  fast  unbrauchbar 
wird.  Da  sie  nun  gleichwohl  dem  Lehrer,  eine  sehr  brauchbare  Bei«' 
Spielsammlung  für  rechtwinkliche  und  schiefwinkliche  Dreiecke  dar- 
bietet, so  habe  ich  mich  der  kleinen  Mühe  unterzogen,  sie  nnch- 
mals  zu  berechnen  und  dabei  die  Winkel  bis  auf  Zehntelsecunden 
genau  zu  bestimmen.  Da  jedes  Resultat  mittelst  der  Callct’schen 
Tafelu  doppelt  berechnet  und  die  Winkel  bis  auf  Hunderttheile  der 
Secunden  gesucht  worden  sind,  wobei  die  doppelten  W'erthc  höch- 
stens nur  um  0,^^04  differiren  durften,  so,  möchten  die  erhaltenen 
Resultate  wohl  volles  Zutrauen  verdienen. 

i 

Bezeichnen  daher  m und  n relative  Primzahlen,  von  denen  im- 
mer nur  die  eine  ungerade'  ’seyn  darf,  und  man  setzt  den  einen 
Catheten  a eines  rechtwinklichen  Dreieckes  gleich  2r/?/»,  so  ist  der 
andere  Cathete  ä gleich  — »*,  die  Hypotenuse  A gleich  »»*•+-»*, 

woraus  sich  die  den  Catheten  a und  b gegenüberliegenden  Winkel 

./^.'und  B durch  die  Gleichungen: 

*•  ' ■ ■ . 

tang  \ A — — und  tang  | Ä = ^ 

<,•.  ® ’ . m ® * . ft^n  ... 

ergeben.  Die  Tafel  selbst  ist  nun  folgende: 


y 

•j  In  der  Vorrede  zu  Chr.  Gott!.*  Tröhst  Tafel  der  Sinus,  Tangenten  und 
Secanten  etc.  Jena  1840  hei  Hochhausen.  181  S.  12. 
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Eine  genaue  Vergleicliung  dieser  Tafel  mit  der  Schulzeschen 
zeigt  nun  allerdings  sehr  viele  und  zum  Theil  bedeutende  Rech- 
Dungs  fehler.'  Der  Verfertiger  der  »Tafel  hat  unter  200  Dreiecken 
nicht  weniger  als -68, Dreiecke >doppelt.  berechnet,  weil  er  verkannt 

'j . I . » > 1 


hat,  dass  die  Werthe’tang  ^ und  tang  * B = zu  dem- 

selben Dreiecke  gehören.  . Von  diesen  68  Dreiecken  sind  wiederum 
23  falsch  berechnet^ >wälireod. unter  den  64  Dreiecken,  welche  bloss 
einmal  Vorkommen  9 grösstentbeils  total  falsche  sich  befinden. 
Ausserdem'  sind  nicht  weniger  als  18  Dreiecke  vorhanden , in  wel- 
chen die  Winkel  gerade  um  0/^5  zu  gross  oder  zu  klein  angegeben 
sind,  so  dass  demnach  auf  132  wirklich  von  einander  verschiedene 
Dreiecke  32  ganz  falsche  und  18  ungenaue,  zusammen  also  50  fehler- 
hafte k,o;f^m|eB.  Für  diejenigei^ , welche  die  Schulzeschen  Tafeln 
besitzen  , folgen  dlc^^nothigen  Verbesserungen.ini  nachstehenden 
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Unter  den  Prcieckiseiten  befinden  sieb  folgende  Fehler: 
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. Unter  der  Rubrik  endlich  „tang  ^ w in  Dccimaltbeilen‘f 
folgende  Fehler  gefunden  worden; 
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, , .0,2941179 
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0,2608696  J 
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• ’ In  der  oben  stehenden  neu  berechneten  Tafel  ist^  die 
erwähnte  ■ Columne  der  ScbuIzeschen  Tafel  weggelassen  und  ddjfur 
eine  Columne  für  die  Flächeninhalte  der  Pythagoräischen  Drteiecke 
heiffefdgt  worden,  da  die  letzteren  dem  Lehrer  nöthiger  sind  als 
der  Werth  von  tang  -},-A  in  Decimaltheilen.  Die  Einrichtung  der 
Scbulzeschen  Tafel  aber,  welche  die  Dreieckswinkel  A und  B zu 
Argumenten  hat,  ist  gänzlich  verlassen  worden,  weil  man,  wie 
Herr  Professor  Kuaz^  sehr  richtig  bemerkt,  bestimmte  Dreiecke 
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weniger  nacb  dem  • Winkel , als  vielmehr  nach  den  bestimmteti' und 
besti mmenden*.  Verhältnissen  von  aufzusuchen  pflegt.  Die  Ta- 
fel gewährt  bei  dieser  Veränderung  zugleich  den  Vortbeil,  dass 
man  sie  jeden  Augenblick  weiter  fortsetzen  kann,  ohne  «sie  völlig- 
amordnen  zu  müssen,  was  bei  der  von  Sc  hu  Ixe  getroffenen  Einrich- 
tung nicht  geschehen  kann.  ' 


' »• 


» r 


.1 1 
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XVI. 


.1  .1..' 


0 • , » 

lieber  die  Yer Wandlung  eines,  gewöhnlichen! 
Bruches  in  einen  Decimalbrucb. 


j j 


Von' dem 

Herrn  Doctor- J;  A.  Arndt,  . 

Subrector  und  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  zu  Torgau. 


Das  Verfahren  selbst  ist  bekannt , ebenso  , dass  zuweilen  ein 
gew'öhnliclicr  Bruch  sich  vollkommen  in  ' einen  Decimalbrucb  ver- 
wandeln lasst,  zuweilen  nur  nälierungsrweise,  und  dass  im  letzteren 
Falle  eine  Periode  entsteht , welche  nie  mehr  Ziflfern  haben  kann, 
als  der  Nenner  des  Bruches  Einheiten  enthält  weniger  eine.  Hier 
sollen  die  Fragen  beantwortet  werden; 

1.  Wann  entsteht  eine  Periode,  wann  nicht? 

2.  W^unn  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem  Komma 
au,  waon  nicht? 

Der  in  einen  Decimalbrucb  zu  verwandelnde  gewöhnliche  Bruch 

sei  — ; es  iverde  angenommen,  er  sei  auf  seine  kleinste  Benennung 

gebracht,  ebenso,  er  sei  ein  ächter  Bruch,  indem  die  unächten  Brüche 
sogleich  in  vermischte  Zahlen  venvundelt  werden,  die  Ganzen  aber 
sodann  unberücksichtigt  bleiben  können. 

V m 

Da  bei  der  V^erwandlung  des  Bruches  — in  einen  Decimalbrucb 

der  Zähler  des  Bruches  nach  und  nach  immer  mit  10  multiplicirt 
und  dieses  Product  dann  durch  den  Nenper  dividirt  wird,  so  kann 
die  Division  nur  dann  aufgeheu,  wenn  der  Neuner  p in  10  oder 
einer  Potenz  von . 10  autgeht;  nun  ist  aber  10  oder  eine  Po- 
tenz von  10  nur  durch  2 und  5 tlicilbar,  es  kann  daher  der  Bruch 

^ • f 

nur  dann  vollkommen  in  einen  Decimalbrucb  verwau- 
P 

delt  vrer^.^a,  wean,  der  Nenner  keine  aadern.Primfacto- 
ren  enthält,  als  2 und  5.  Auch- lässt  sich  durch  Zerlegung 
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des.  Nenners  in  seine  Primfactoren  ieiolit  benitheilen^  wieviel  Deci- 
malstellen  der  Decimaibruch  bähen  werde;  p muss  nämlich  eine  von 
folgenden  Formen  haben:.: 2»,  5",  2«*.5«,1)>wo  immer 

kleiner  oder  höchstens  =•«  sein  soll.  - *>  > . - 

Von  welcher.  Form  der  Nenner  p aber  auch  sei,  immer  wird  'er 
in  . 5”  = (2 . 5)”  = 10”  , nicht  aber  in  einer  niedrigeren  Potens 
von  10  aufgehen,  IVIan  muss  demnach  den  Zähler  des  Bruches  mit 
*10”  multipliciren , damit  die  Division  durch  den  Nenner  p aufgehe, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  der  Quotient  dieser  Division  aus  n 
Ziffern  bestehen,  der  Decimaibruch  also  n Decimalstelien , d.  h.  so 
viel  Decimalstelien  haben  müsse,  als  der  höchste  der 
beiden  Exponenten,  mit  welchen  nach  der  Zerlegung 
des  Nenners  in  seine  Primfactoren  die  2 und  5 versehen 
sind,  Einheiten  enthält.  ,, 

Hiernach  geben  die  Nenn|r  2,  5,  10  einen  Decimaibruch  mit 
einer  Decimalstcile,  die  Nenner  4,  20,  25,  50,  100  mit  zwei  Deci- 
malsteJlen,  die  Nenner  8,  40,  125,  200,  2p0,  500,  IjOOO  mit  drei  D»-, 
cimatstcllen,  die’  Nennei*  16,' 80, '400,  625,  1250,  2000,^^06; *5000, 
10000  mit  viorvDeciinalsteU^  »..s.  w.  - 

Enthält  der  Nenner  des  Bruches  andere  Primfactoren  als  2 und 
5,  BO  kann,  wie  aus  dem  Vorigen  erhellet,  da  diese  andern- Prim- 
factoren nicht  in  10  oder  einer  Potenz  von  10  aufgehen  würden, 
der  Bruch  nicht  vollkommen -in  einen -Decimaibruch  verwandelt  wer- 
den, sondern . muss. ^^inen  periodischen  geben.  . . ^ 

Hierbei  ‘ lassen ’ sich  zwei  Fälle  nnterschelden,  jehuchdcm  der 
Nenner  p gar  keine  2 und  5 unter  seinen  Primfactoren  enthält  oder 
nicht.  Im  erstem  Falle  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem 

Komma  an.  Die  Form  der  Rechnung  sei  diese: 

' « • 

// Ir0|  0,^^,  ^,^,....74 
r,0 
r,0 
r,0 


r*  0 - ' 

. ■ ' ' p ‘ : 

. ' ' ' . J ' . 

ri 

so  dass  also  — = 0,  ^ . .’.  . ist. 

9^  ^ t ^ n.  * . 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  den  Resten  r*,,  r„ 
Tk^ri  keiner  eher  wiederkehren  kann,  bevor  nicht  einer  gleich  dem 
Zähler  geworden  ist,,  dass  also  r/  weder  noch  = ?*j,.noch 

= r,  u.  S.W.,  noch  =r4  sein  könne.  Nach  dar  Nufur  der  Rech- 
nung  ist 

' . . -fn.»  — - 


**)  Setzt  man  #»=s0,  so  hat*  man  als  besondere  Falle‘ für' die  beiden 
.letztem  l\)nnen  die  beiden  erstem  Formen. ^ -..i  . 'A%>'nu  :i  - . 


I 


1«3 


r,  10  r — pq  \ 

< f , !•<,  ; u-i.i!  <•  «.  •*'(-  j.ii.)  • t; 

r-  = 10  r,  — pq.  'v 

i-’i'i  t 'f  li  '-t 

..  ..  i . / -Mi  r-spq^i  , ■ 


' YA>  .1  H 


* V 


n • '•)  i'I  '' 


) • ( • 


’ .T-  f:<  • • ; . • • » 

■ . fj  • • 

: '• 

-•  ‘ , vih 
‘ ,1  -‘lU  *’i- 
V «.  '.lif 


rg  = 10  r/ 


» »1* 


P9f 

• » • 

♦ ♦ 

. • • • 


• V/  = 10  rk  ^ pqic 

• . ) 

« Wäre  iinn  ri  z.  B.  gleich,  r^,  so , miUeste,  auch 

10  >/  — pqf  2±fc  10  r*'  — pqh'  olso  auch 

...  Tk  ;=  p(Jf  — oder  * 

\ii  (rf  ^ rk)^  p {qf  ^ qi)  ' 

Do  p nicht  in  10  uiifgelit  und  auch  nicht  in  r/ rx  indem 
rr  und  rx  kleiner  als  p sind,  so  kann  es  auch  nicht  in  10  (/y — rk), 
d.  h.  in  der  linken  Seite  der  Gleichuns: 

10  (r/  — n-  ) = p (qf  — qk  ) aufgehen,  also 
\Q[rf  — rk) 

nicht  = qf  — qu  sein,  da 

keine  ganze  Zahl  sein  kann,  qf  — qu  aber  eine  ganze 

H 

Zahl  sein  muss.  Ks  kann  demnach  nicht  10  (r/ — rj^^=i  p (fff — qk) 
d.  h.  ri  nicht  gleich  rg  seiu*  * Da  aber  nothwendig  eine  von  den 
Zahlen  r,  r,,  r,  u.  s.  w.  wieder  als  Rest  erscheinen  muss,  so  kann 
dies  nur  die  erste  r,  d.  h.  der  Zähler  des  Bruches  sein ; dann  aber 
h.ehrt  auch  iler 'Quotient und  . die  ^fj.ihn,  fo1g<^nden  nach  der 
Reihe  wieder.  Es  fängt  also  dieP’eViode  sogleich  nach 
dem  Komma'an,  wenn  der  Nenner  gar  keine  2 oder  5 un* 
ter  seinen  Primfactoren  enthält. 

Enthalte  nun  p unter  seinen  Primfactoren  ausser  anderen. auch 
2 und  5 und  sei  z.  B.  p = 2«  . 5»*  . / oder  ==  2®*  . 5" . ^,  wo  n 
nickt  kleiner  als  m sein  soll  und  t eine  nicht  durch  2 oder  5 theiU 
bare  Zahl  ist;  man  hat  demnach  ' ‘ 

r ’ r.lO«  ^ ..  r.lO« 


10«  oder  im  andern: Falle  = 


: 10«. 


Nun  ist  10«  immer  durch  2«  . 5®*  und  durch  2®* , 5«  theilbar  und  der 
Quotient  oder  werde  durch  v bezeichnet;  dann  ist 


2»» . 5» 

•% 

r 
P 


r.v 


— = -r  : 10»  . 


r*v 


Der  Bruch  ^ giebt,  da  t keine  2 und  5 als  Primfactoren  ent- 
hält, einen  periodischen  Decimalbruch,  dessen  Periode  sogleich  nach 
dem  Komma  beginnt:  nun  muss  aber'  -7- ' vo<^h  durch  10^'  dividirt, 

^ . < ‘I* 

das  Komma  f Ziffern  nach  der  linken  Hand  hin  gerückt  wer- 
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den,  es  wird  daher  — einen  Decimalbruch  geben,  dessen  Periode 

erst  nach  n Ziffern  d.  b.  hach  so  viel'Ziffern  anfängt,  als 
"der  höchste  der  beiden  Exponenten,  mit  welchen  nach 
der  Zerlegung  des  Xenners  in  seine  Primfactoren  die  2 
und  5 versehen  sind,  Einheiten  enthält! 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  hat  man  folgende  Bestimmungen: 

1)  Ein  Bruch  lässt  sich  vollkommen  in  einen  Decimalbruch 
verwandeln,  wenn  der  Nenner  desselben  zu  seinen  Primfactoren 
nur  2 und  5 enthält , und  zwar  ist  die  Anzahl  der  Decimalstellen 
immer  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten  gleich,  mit  welchen 
nach  Zerlegung  des  Nenners  io  seine  Primfactoren  die  2 und  5 

. versehen  sind. 

2)  Ein  Bruch  giebt  einen'  periodischen-Decimalbruch,  wenn 
der  Nenner  nicht  bloss  2 und  5 zu  Primfactoren  enthält  und  zwar 

a.  die  Periode  fängt  sogleich  nach  dem  Komma  au, 
wenn  der  Nenner  zu  Primfactoren  gar  keine  2' oder  5 enthält. 

b.  die  Periode  fängt  nicht  gleich  nach  dem  Komma  an, 

wenn  der  Nenner  ausser  andern  Primfactoren  auch  noch  2 und  5 
enthält,  und  zwar  ist  dann  die  Anzahl  der  der  Periode  vorherge- 
henden Ziffern  gleich  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten,  mit 
welchem  nach  Zerlegung  des  Neuners  in  seine  Primfactoren  die  2 
und  5 versehen  sind.  , , 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

/ 


(Der  Herausgeber  bittet' um  recht  vielfache  Blittheilung  solcher  Aufga- 
ben in  möglichst  grosser  Mannigfaltigkeit.  Es  kann  seiner  Meinung  nach 
einer  solchen  Mittheilung  nicht  i^bedingt  der  Umstand  entgegen  stehen, 
dass  sich  die  Aufgaben  schon > anderwärts  gedruckt  Enden,  wenn  dieselben 
nur  weniger  bekannt  sind  und  in  ,ir^end  einer  Beziehung  ein  besonderes  In- 
teresse darbieten.  Auch  können  späterhin  besonders  elegante  'Auflösungen 
in  dem  Archive  mitgetheilt  werden.  Die  folgenden  Aufgaben  sollen  nur  ein 
Versuch  seih,  den  Artikel:  „Uebungsaufgaben  für  Schüler“,  bei  des- 
sen Ucberschril't  man  cs  übrigens  mit  dem  Zusätze  für  Schüler  nicht  all- 
zu genau  nehmen  muss,  zu  einem  stehenden  in  dem  Archive  zu  machen,  und 
der  Herausgeber  hofft  in  dieser  Beziehung  vorzüglich  auch  auf  Unterstützung 
durch  seine  Herrn  Mitarbeiter.  Die  folgenden  Lehrsätze  sollen  natürlich 
iimner  bewiesen,  die  Aufgaben  aufgelöst  werden,  worüber  eine  besondere 
Bemerkung  späterhin  nicht  weiter  gemacht  werden  wird.) 

1..  Wenja,  zwei  geradä  Linien  sich  unter  Winkeln  von  60**. in 
einem  gewissen  Punkte  S schneiden,  so  ist  der  geometrische  Ort 
der  Spitzen' aller  gleichseitigen  Dreiecke,  deren  Orundlinien  z^- 
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sehen  den  Sehenkeln  der  in  Rede  stehenden; Winkel  van  60^,'  und' 
deren  Spitzen  auf  derselben  Seite  ihrer  Grundlinie  wie  der  Punkt  JSf 
liegen,  eine  durch  den  Punkt  /S  g^ende  und  gegen  die  beiden  ge* 

f ^ebenen  geraden  IJnien  .unter' Winkeln*  von' 60^  geneigte 'gerade 
Jnie.  ^ , 

Dieser  Satz,  welcher  zu  verschiedenen  geometrischen  Betrach- 
tungen Veranlassung  gebbn  kann,  soll  bewiesen  und  mittelst  des- 
selben dnnn  die.  folgende  ^ Aufgabe  aufgelöst  werden. 


V 2.  ' Gleieh^iti^e  Dreiecke'  zu  beschreiben,  deren  Spitzen  in  drei 
gegebenen  durch  einen, Punkt  gebenden  geraden  Limen  liegen... 


. 3.  Wenn  man  ein  Rechteck,' dessen  längere  Seite  siah  zu  sei- 
ner kürzern  wie  ^^2*1,  d.  h.  wie  die  Diagonale  eines  Quadrats  zu 
seiner  Seite  verhält,  durch  eine  mit  Seinen  kürzern  Seiten  parallele 
gerade  Linie  halbirt,  die  erhaltene  Hälfte  auf  ähnliche"  Weise  wie- 
der, halbirt , und  diese  Operation  in's  Unendliche  fortsetzt,'  so  er- 
hält man  eine  Reihe  von  Rechtecken,  ~die  sämmtlich  einander  ähn- 
lich syjid,  und  deren  längere. Seiten  sich  wie  \ ' 

. . ' ^ . 1 L 1 / 1 . 1 . 1 . 


• V/2  r 

zu  einander  .verhalten.  . . 

. v'L  ' Es  ist  ein  Kreis  und  innerhalb  desselben  sind  zwei  Punkte 
gegeben;  man  soll  durch  diese  beiden  gegebenen  Punkte  einen 


Kreis  dergestalt  beschreiben,  dass  die  gerade  Linie,  welche  seine 
beiden  Du|chschnittspüiikte'  mit  dem!  gegebenen , Kreise  verbindet, 
durch  den^  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  geht. 


5.  Heber  zwei  ^egenüberstebenden  Seiten  eines  Vierecks  als 
Grundlinien  sind  zwei  einander  gleiche  Dreiecke  construirt,  deren 
Spitzen  in  denselben  Punkt  fallen;  man  soll  den  geometrischen  Ort 
dieses  Punktes  bestimmen.  ■ ' ? 


. : 

6.  Die  folgenden’  goniometrischen  Formeln  sind  zu  beweisen. 

1 " , . si n (« •+  /?— y)  -F  sin  (a -h y — /?)  4-  sin  (ß+y—a)  — sin  (cH^ß+y) 

. ' , =;:4sinasio/$sin/,, 

2®,  cos(a4-/J — y)-f-cos(a-+-/— /J)4-cos(lJ-hy— a)Hhcos  (o-l-(S-+-r) 
.i.  . . .1.1..  . , ,==:4cosacos/9cosy’, 

3®.  tang(o4-/?4-^)4-tang(a4-/?— /)-f-tang(a— /?4-y)4--tg(~a4-/?-|-/) 


, ,.2sin2(«-t-/3-|-y)4-sin4«-f-sin4/3.-f-sm 

- 4 cos  2a  cos  2ß  cos  2y  -f-  cos  4ka  -H  cos  4/9  »-f-  cos  4y  ’* 


4®^  4 sin  (a-^ß-^y)  sin  (a^i-ß-ry)  sin  («— sin  (—«4^/?-+-/).  ‘ 

= 2cos2acos2/9cos2;^  — cos2a^ — cos2j9* — cos2y*4-l, 
5®.  4 cos  (a-\-ß-^y)  cos  {a-^ß — ;')  cos  (« — ß-hy)  cos  (-r-a4-^4“;') 

= 2 cos  2a  cos  2/9  cos  2/  4"  cos2a*  cos  2/9*  4- cos  2/*  — 1, 

6®.  8 sin  («4“/S4-y — sin  \ {ä-\-ß--y~\-d)  sin  \ (a — /94-y4-<^) 

sin  |(— a4-/M-y-H^) 


y 


J 
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^‘^'’  '''  •!  f-i  -y  '‘■U-coaa— -cos/?-^cos/--‘co^'^,  ’ 

,.<  r.'i'.t  ••  <•  «I0\  • - M'l  "l:,'-)!.  - • . - f'  . * • i!<  - ’i 

.7^. 8cO«^ (a4-/?-4-yT~4)C084(4*4l^--^T^  cos i{a— 

, cp8i(—a-^ß-hyr^) 

. =p  4cq84^co84/5,cos,i3^C.os  *4;^4sin4«siq4/y,8i^4/;sio  r.-.'nt 

..'  ' / »'*  .‘l  ’i  ‘ -|-0O8tt>4-0OS/J-f»CO8^-f“CO8<f,V 

9®.''  cos(«-j5)H--cos((«-;')-Hco8(j9-y) = 4cos|{a*-)9)cos4{a--^)cos40J-y)^l> 
IQ®/ siD (<«-—/¥)* *4- si(n^<»r-/)*-f;8io (|?-**y)**i ‘ « » .i.  » : > »?  ..  , 

'— 2|i  — cos(a— /J),cos(ö— y) 

11®.  €os(ct — /9)*-t-cos(«— ;')*-+-co8(/?-^f)*  •'  •»  '.  ; / ' i ,•; 

' . ■ '■  > . :•'  ^i^2cos(ai^/J)co8(ä-^y)cos(j(J-^),  * 

12".  cos4(aH-/9H-7'j»H-cos4(aH-/S-T‘;')*4-co84^«--^-i-/)*  ; 

• *:Hcosr4( — 

= 2(l-f-sina  siti/ysiny),'“'  i' 

13®.  sin-l(a-|-j^+;')*-l--8in4^(a-f-/9 — = 

i'j  ,1.  o:<i.  n , \ '■  .-.r.  >!..»*  '.  ■!  -|-*sin|-(— 

• •'  ''■"  , :=i(l—%ia^ßSbr),  ■'  ■' 

1...  '5ii  .-;•.  . ( ' j.i  ‘t  y ' . ,i~  •'< . 

14®.  cos«*-l-cos^*-f-co8y*-|-co8(arTf-/?-*7y)**  ^ »I  v i<l  n’ibl  \ 

•>'''>  ••  =2  |lH-^(«+/S)Ä(a+;-)3S?ß»/-y)|i'- 


15®.  sin«’ -1- sin /?*•+•  sin y*-|- sin (a-f-/9-l-y)*  * . 

j =2\\~-i^(a-^ß)m{(H-r)^(ß^y1\*) 

7.  Ein  dreiseitiges  Prisma  mit  einer  Ebene  so  zu’dnrcbschnei- 
den,  diiss.der  Schnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  wird,  ^ 

« Zu  ßndeti,  an  welchen  Tagen  des  Jahrs  die  Sonne  zweien^ 

derterh,  deren  Längen  und  Breiten  gegeben  sind,  in'  demselhen 
Augenblicke  auf-  o4er  untergeht. 

\ ^ . ’ 1 | . -f-'.  • . 

*)  Diese  goniometrischen  Formeln  finden  sich  nebst  noch  vielen  andern 
, auf  einem  unter  -den.Papieren  des  verstorbenen  Professors  Mollweide 
' ' ‘ befindlichen  Blatte  verzeichnet;  Aus  der  Handschrift  lässt  sich  jedoch, 
mit' völliger  Sicherheit  erkennen,;  dass  dieselben  von  dem  ebenfalls  vec- 
’ V storbenen , Professor  B>u  zengeig  er  in  Freibu^  herrübren.  Der  zu 
'frühe  Tod  dieser  beiden  , trefflichen  Männer  wird  von  den  Mathemati- 
kern mit  Recht  schmerzÜchst  empfunden  und  bedauert.  ’ ' G. 


m "*  ♦ 
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'j.c- 


»•  • 


im.A  Kl  jF'ki 
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;lv 


■iC’ 
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Von'  dem  - »knrzUch‘ verstorbenen  beriibmtcn  fraoaösischen  Mar- 
thematiker  Poisson  erzählt  man:'fo]gend«n«Zlig:.  ■ Im  Jahre  >UH)2 
kam  ein  Rekrut- zu  ihm,  gab  sich ‘für  seinen  Pathcn  aus,  und  er* 
suchte  ihn,  ihm  eine  Summe  von  500  Francs  aufzuheben;  komme  er 
im  Kriege  um,  so  solle  sie  seiner  Schwester  zugehören;  bleibe  er 
aber  am  Leben,  so  werde  er  das  Geld  selbst  wieder  abholeu.  — 
„Ganz  recht,  mein  Freund“  antwortete  Po isso n ,,legt  es  nur  dort 
hin,  und  lasst  mich  arbeiten,  denn  ich  habe  vieLzu  thun.“  Der 
Rekrnt  'tcgt  derf  Sack  mit  den '500  Francs  auf  ein  Bücher^stell, 
dbd]  Po  isson|  legt,  um  ihn'Vor  Besuchenden  nicht  sehen  zu  lassen, 
binen  Band  des  tlöra’z  ' darauf.  Zwhnzig  Jahre  später  kommt  ein 
Mann  mit  sonnicrbpontein  Gesicht,  and  verlangt  seine  500  Francs 
Zurück.  P'öissori  kann  sicK  nicht  erinnern;  Jener  schwört  Stein 
und  Bein,  -Jass , er  jhm  das  Geld  zugestellt  habe.  ' ,,Wie“  fragt 
endlich  Poisson  voll  WutH’  ,, Ihr  'hättet  mir  die  Sumine  ’in'  die 
Hände  gelegt?“  — ’,,Nein“  erwiederte  der ‘Soldat  ,*,aber  auf  jenes 
Büchergestell;  Sie  selbst  haben  dieses  Büch'  darauf  gele^.“‘  Bei 
diesen  Worten’ hebt  er  den  Klassiker' auf,  und  findet  hinter  dem 
bestaubten  OctaVbünd,  zu  seiner  nicht'geringen  Verwunderung,  den 
Sack  mit  den  500  Francs  so  wieder,  wie  er  ihu  vor  zwanzig  Jah> 
>en  hingelegt  hatte.  ‘ ^ ^ ^ 

, '.'Pt.®,'  I . -in  t • , 


.1 ! » 
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•>'  •>:  ^*1  <-.r  ; ' »•  Uk.»  (, 

* Der  berühmte  englische-  Physiker  <und  Ghemiker  xMichaol 
Faraday  ist  der  Sohn  eines  gewöhnlichen  Grobsebmiedes,  der  ihn 
CU  einem  kleinen  Bnchbinder  in  London  in  die  Lehre  that»  als  er 
nenn-'Jahre“  alt  war,'  bei  dem'Faraday^his  zu  seinem  zwei- 
undzwanzigsten  Jahre  .blieb.  Die  Umstände,  welche  veraolassteu, 
dass  er  die  Buchbinderwerkstatt  mit  dem  chemischen  Laboratorium 
vertauschte,  werden  auf  folgende  Weise  erzählt.  Ned  Magrath, 
jetzt  Sekretair  bei  dem  Athenäum,  kam  vor  etwa  fünf  und  zwanzig 
Jahren  zu  dem  Buchbinder  Ribeau  und  sah,  dass  einer  der  Ge- 
sellen eifrig  in  einem  Buche  studirte,  das  er  einbinden  sollte.  Er 
itrat  inäh^r  i)nd  sah,  dass  es  ein  Band  der:  Encyclopaedia  britannica 
Wiar»'  «ufflpescbl^ea  bei  dem  Artikel  „Electricvtät,“ 

(«idh  dem  eimgeB/Bucbbiadergeselleii.,iii  ein  Gespräch  ein  uoid 
iisrnndertB  sich  wenig bei  demselben  oiebb  :geFidgn..cltömiscl^ 
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Kenntnisse  zn  finden.  Er  gab  ihm  darauf  eine  Eintrittskarte  zu  den 
Vorlesungen  Da^’s  in  der  Royal  Institution,  und  hier  konnte 
man  nun  jeden  Tag  den  Buchbindergeselien  dem  Vorleseuden  ge- 
genüber, mit  der  gespanntesten  Aufmerksamkeit  zuhörend  öder  bis- 
weilen schreibend,  sitzen  sehen,  r Die  Verlesungen  nahmen  ein  Ende, 
aber  Faraday's  Geist  hatte  eifeven^  nööen  Anstoss  bekommen,  der 
nur  durch  die  grösste  Noth  hätte  unwirksam  gemacht  werden  kön- 
nen; >dies  wurde  jedoch,  durch  die  Bereitwilligkeit  verhindert,  mit 
welcher  Davy  dem  vehvandted  Geiste  zii  flülfe  kam.  Er  ernannte 
Faraday  zu  seinem  Gehülfen  in  dem  Laboratorium,  und  nach 
zwei  bis  drei  Jahren  konnte  er  ihn  als  Sekretair  gebrauchen.  Jetzt 
steht  der  ehemalige  Buchbindergescll  an  der  Spitze  der  Chemiker  in 
England.  Diese  wenig  oder  gar  nicht  bekannten  Notizen  sind  einer 
Schrift  entlehnt,  in  der  man  sie  nicht  suchen  sollte j nämlieh  Ar» 
. nettes. Htstory  of  boek- binding.  ..  ^ 


I f . I ■ i 


• • » > • . • ■ . . . • l.,‘  ‘ j ' 

,,  ln  der  Eloge  de  Lambert  in  den  Nouv^ux  Mdm,oirei;i'  de 
FAcademie  rojale  des  Sciences  et  helles- Icttres.  1778.  p,  84,^  wird 
bei  Gelegenheit  der  Berufung  dieses  berühmten  Mathematikers  nach 
Berlin  der  folgende  characteristische  Zug  von  demselben  erzählt: 
Le  Roi  le  fit  appeler  a Potsdam  au  mois  ,de  Mars  (17fi4).'  C'ötoit 
une  coujoncture  bien,  critique  pour  le  sort  de/M.  Lambert; ^et 
d'abord  eile  purut  döcider  pour  la  ni^gative.  Le  ton  tranchant  de 
ses.rdponses,  Tassurance  avec  laquelle  il  röpondit  sans  besiter  a la 
question:  ,,Que  suvez  vous?“  — ,,Tout,j Sire“.  — et  ä Pin** 
stance«,,Comment  Tavez-vous  appris?“  — ,,De  moi-  riiöme“, 
en  frappant  des  oreilles , peu  faites  a ce  langage , pouvoient  faire 
juger  que  la  pl^nitude  de  son  cerveau  en  a'Koit  ,alterö  quelques  res- 
sorts.  L’entrevue  demeura  donc  infructueuse  paroissoit  dev, dir 
Pötre  Sans  retour;  mais  le  Roi  mis  au  fait  de  la  singularitd  de  ce 
caractere , qu'un  de  nos  dignes  Confreres , bonorö  des  eiitretiens 
journaliers  de  S.M.  Lui  assura  ressembler  a celui  de  La  Fontai ne, 
ne  voulut  pas  priver  son  Acad^mie  d’un  Menibre  dont  eile  avoit 
tant  ä se  promettre.  11  y fut  donc  aggr^gö  avec  une  pension,  et 
prononqa  son  discours  de  röception  dans  P.Assemblde  publique  du 
mois  de  Janvier,.  1765.  ,jDepuis  ,ce  teins-la  le  Roi  lui  a donnö  des 
marques  fröquentes  et  distinguöes  de  son.  estime,  en  le  plaqant  dans 
la  Commission  öconomique  de  PAcad^mie,  et  dans  le  döpartement  des 
Batimens  avec.  lel;titre  de  Conseiiler;  superieur,  et  en ■ augmentapt 
.oonsidörablement  sa  pension.  ‘ 


-V  -V 

j *•>  * > 

' • Man  habe  i»  beliebige  Punkte  A^,  A^\'  ,"i  * An  im 

'Raume.  Wenn  man  diese  Punkte  in  einer  beliebigen  ' Ordnang 
ni^mt/  und  von  dem  Isten  nach  dem  2ten,Wön  dem  &en  nafoh  dem 
' StenV  von  dettL'^Sten' nach  dem  dten,  u.  s*  w«  von  dem  (»— ^l)steii 
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nach  dem  «»ten,  von  dem  i»ten  nach  dem  Isten  gerade  Linien  zieht, 
so  wollen  wir  den  ganzen  auf  diese  Weise  erhaltenen  Zug  eihe 
Polygonlinie  nennen,  und  man  kann  nun  fragen,  durch  wie  viele 
verschiedene  Polygonlinien  die  gegebenen  n Punkte  sich  mit  ein- 
ander verbinden ' lassen.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  kann  leicht 
auf  folgende  Art  gegeben  werden. 

. Da  die  Anzahl  der^Permutationen  der  gegebenen  Punkte  be- 
kanntlich* 1 . 2 . 3 . . ist,  so  giebt^  es  natürlich  überhaupt 
l . 2 . 3 . r • Polygpnlinien , und  es  entsteht  jetzt  bloss  die 
Frage,  ob*  diese  Polygonlinien  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  oder  ob  unter  denselben  sich  nicht  vielleicht  'einige  identische 
finden.  Um  hierüber  zur  Gewissheit,  zu  kommen,  denke  man  sich 
eine  beliebige',  aber  bestimmte  Permutation  der  n gegebenen  Punkte, 
2.  B.  die  Permutation  , 


n. . 


i:i'>  iT- 


ä .1- 


I t "^^4  • • • • 

Nun  erhellet  zunächst  auf  der  Stelle,  dass  alle  aus  den  folgenden  Per- 
mutationen 'der  n gegebenen  Punkte  entspringenden  Polygonlinien 
unter  einander  identisch  sind:  ^ 

i ' AiA,  A,  A,  An 

' A^  A^  A^  • • • • An  Al ' 

{ ' 

Aji  A^  • • • . An  Ai^A^^ 

AL ^ • ^^n  I AL^ 

, . ' • ' ' • .■  . > r-~-  ■ . 

u.  s.  w. 

An  A I A 2 A I • • • • An  '!» 

Feiiier  gdben" aber t offenbar  auch  alle' die  Permutationen,  welche 
ans  den  vorhergehenden  entspringen,  wenn  man  die  Buchstaben  in 
umgekehrter  Ordnung  ^breibtj  ganz  dieselbe  Polygonlinie  wie  die 
vorhergehenden  Permutationeii  ;'"und  es  erhellet  also  hieraus  nun 
mit  völliger  Deutlichkeit,:  dass  'unter  den  1 . 2 .3  . . . is  Polygonli-  . 
nien,  weiche  es  überhaupt  giebt,  eine  jede  nothwendig  2/»  Mal  vor- 
kommt, so  dass  man  also,'  wen  n^  die 'Anzahl*  der  sämmtlich  wirklich 
von  einander  verschiedenen  Polygonlinien  durch  p bezeichnet  wird, 
die  Gleichung 

, . . ^ap  z=:  1 . 2 . 3 • ^ . «I.  . I _r.-' 

hat,  aus  der  sich’  • ' 


f ^ 


1 . 2 . 3 . . 1 . 2 . 3 . . . (n  — 1) 

— ==  ■„  ,2'.  ■ 


i' ' 


1.2 


ergiebt  Für  n=:3  ist  z,B,p  = — ^ = 1. 


t « 4«  *4 


‘ ■ IO/*''* 

Für  » = 4 ist  p = = 3. 


')  ^ ’.i'" 


>:■ 


. *«•  «I  •»  ^ 


» < » t » • 


/^'Für  n=z5  p - 12. . .Von -der  Richtigkeit  diesei 

Resultate  kann  man  sich  leicht  auf  praktischem  Wege  überzeugen. 


, '» 


'-X  1 


' l n 

..i-  > 
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rji,  :■  b -i  IV  •;()  /,  <;•* 

i?’>7  fr.  .r  ' ,1»  ',  . if  ii:.n  u!*.i '•  .*’;  ■»{«''«  'j/ü'iu».;' / 

i.  n>  .•»!;  * <)  . ‘i'm!  ■•i; 


!i  > I. 


t . * »*  t 


7?i  •-■i:  ,5  - >'.{  .’>br. *i  tiiti 

■)'.  »-^v  nA  y!.:i  ’j'ni; 

‘ ' I Auf ' ’der ' Ölierflacfce  einer  Kuff et,  deren  Balbjuesser  ynr>  «teV  Einr 
Yactiheil;‘wc^n  der^ Einheit  jg-iejch  setzen "wolleMj.  sei  ein  sjihariscfie^ 
Dreieck  jö  *'6^  beschnebeh/ d Seiten*,  sa'w^ie  sie-den^^Wiu^ 
jB,'C  ^egenuberstehen,  wie  gewöhnlich.  durcb^,i^  Ai  ^ 
z'öichnet  werden. ’ Diirch  die  Punkte  A,  Ä, ' CT  »iphe  map  nu'^  ap 
*die,  Seiten’  des' Dreiecks  A B.,C^  Tangenten,'  bezeichne  die 

Durchschnittspunkte'  der  beiden  an  die  Seiten  «r/ .^.;g^2Ügenep 
Tangenten  respective  durch  A Ä,,  C, , und  verbinde  diese  'drei 

Funkte  durch  gerade  Linien  mi^eioanddr,  «e  erhält  man  ein  ebenes 

■ ~ ‘ 

be^fchr 

Ai  Bi  Ci  wollen  wir  nun  durch  die  Seiten  <les  sphärischen ^reU 
ecks  ABC  auszudn^en  sueben^^  7 * . ' • 

Zuvörderst  ist  nafh  hekanpten\ Fotmeln  der  ebenen  Trigono- 
metrie, wie  sogleich  erhebet,  , . \ 

«1*  = tang  -J  -H  tang^c*  -r-2  tang^A  tang  * c cos  A^ 

bi  *,=  tang  y c*  ^ täng  ^ — ^2  tang  \ c tang^  a cos  jff, 

c,*  = tang^-  ^ |*«tang^  b cos  C, 

,^eil  nun  loach  eipepj  bekannten  , Formel, id^r  apbärischen  .Trigoiii»^ 
metrie 


» M » 

ir 


»t  > i. 

* ' * i- 


. . j i'f.  » **»#lt* 

- COS  a — cos  o cos  c 

CO«  A = ■■  • t 


sin  6 


sm  c 


I. 


ist,  ao  ist,  wie  man  leicht,  findet,*. wenn  man'  ^ 

: 

: f' 

J.  :i//  j-.'  . ! • ! V.  ! • i 

und 


j ü2x<^ 


; I ‘ 

V 5 


setzt. 


s ” *^ang4-  c ra: — 

cos^n'  . cosi<r  • 

. ! r.i'  j,  i.'  : i‘*  ..  , ...  *-.1  >/  *.  ; H'  r 

; : ir.i:) 

sin ^ = 2 sin  f d cos d,  ditrcÄ^sinic  cos4c  , 

>.  »r?:  ,’j.) 


# • N-  . .• 


. { ; - ■ 

_ 2sin.^g*  cos  4’ a* -f- ^ cos  j- <8^  sin.|-(C?  — (cos~  «-^cos  b cos  g) 

cos^c*  ‘ 

Setrt  man  nun  ferner  .1  ”-*=  . * .7  -ii  i .hh.'  .i> 

cos« — cosd  cos £r  = cos«-r.(cos;iÄ®  — sin^A*)  (cos sin ^c*), 
so  erhält  man  nach  einigen  leiehten  Rcductioneh 


* 2 cos  iA^cos  i/:*  ros  lÄ*  rn«  *r2* 


2 COS  cos  cos  COS 


und‘folg)ich,'  zugleich  mit"  gehöriger  Vertauschung  der  Buchstaben, 


sm 


sin  ib 


, Ci  = 


cos^  cos  j|c’  cos^c  cos 

Aus  diesen  drei  Formeln  erhält  man  leicht 


sin  ^ * 

cos  4«  cos 
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«1  = 
-f-, c,  — «I  = 


c,  H-  »,  — = 


sin  a -f-  sin  b sin  c 
2 cos  \a  cos  \b  cos 

sin  Ä -f-  sin  c — sin  a 
2 cos  \a  'cos  cos 
sin  c + sin  dF  — sin  b 
T 2 cos  yt  cos  y»  cos  \c* 
sin  a -f-  sin  b — sin  c 


Cf  1 I b « c 1 ■ ^1  j # I • 

' * * 2 cos  yi  cos  y»  cos  ^ * * 

Ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  C],  so  ist  bekanntlich 

==^  {bi~\-Ci — a^)  (e?j-+-»i — ^i)  <?i)> 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

. (sing-t-sin^4-sinc)(sin^-i-sinc— sing)(sinc^-sina— sinA)(sing“»siDAi>rsiOg) 

16  cos  cos  y*  cos  y* 

Auch  ergiebt  sich  sogleich  die  folgende  Relation 

— sin  i_2  tabg^a  tang^  tang^ 

^1  1 cos^»*  cos^Ä*  cos^*  cos^  COS^iÄ  cos^c 

Nach  der  ebenen  Trigonometrie  ist  bekanntlich 

■'i(i  I y*>< ! .TT 

. cos  = — 2ä;  u ;..i„  - 

und  folglich,  wenn  man  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von 
b^y  Cy  einführt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen,  zugleich  mit 
gehöriger  Vertauschung  der  Buchstaben, 

^ sin  Ä*  -h  sin  c’  — sin  ar* 
cos  A,=Z  > 


cos  i5?4== 
cos  Cy  = 


sin  c*  -f-  sin  — sin  b"* 
2sina  sina  ’ 
sin  flg*  -f-  sin  b^  — sin  c* 
2sin  /r  sin 


I 

Die  weitere  Verfolgung  der  Vergleichung  der  beiden  Dreiecke 
ABC  und  Ay  B^  mit  einander  überlassen  wir  dem  Leser, 
indem  wir  diesen  Gegenstand  als  eine,  wie  es  uns  scheint,  zweck- 
mässige Uebung  für  Schüler  in  der  elienen  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie hier  nur  haben  andeuten  wollen. 
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XIX. 

Beitrage  zur  Wahrsclieinlichkeits  - Rechnung. 

VoD  dem 

Herrn  Professor  Dr.  L.  Oettinger 

zu  Freiburg  i.  Br. 


1. 


Der  Werth  der  Erwartung  im  Verhältniss  zu  der  Art, 
die  zu  wagende  Summe  auszusetzen. 

A will  die  Summe  ra  wagen.  Die  Wulirschelnlichkelt  zu  ge* 

winnen  ist  , die  zu  verlieren  ist . So  oft  A cewinnt, 

m-\-7C  m -f-u  s > 

erhält  er  den  Einsatz  ^mal  als  reinen  (lewinn.-  Es  fragt  sich: 
Soll  A die  Summe  ra  in  einem  \’ersuclie,  soll  er  sie  in  r hinter- 
einander folgenden  oder  gleichzeitigen  Versuchen  wagen? 

Um  die  vorliegende  Frage  zu  beantworten,  ist  der  Werth  der 
Erwartung  zu  bestimmen,  die  Jemand  hat,  wenn  er  die  Summe  ra 
in  einem  Versuche  oder  die  Summe  a in  r Versuchen  aussetzt  und 
die  erhaltenen  Resultate  sind  unter  sich  zu  vergleichen. 

a)  Setzt  A die  Summe  in  einem  Versuche  aus,  so  ergiebt  sich 
bekanntlich  der  Werth  seiner  Erwartung  durch  das  Product  des 
Gewinnes  in  die  Wahrscheinlichkeit  diesen  ^Gewinn  zu  erhalten. 
Der  gesuchte  Werth  ergiebt  sich  hiernach 


m 

m -f-  71* 


6)  Die  genannte  Summe  wird  auf  r hintereinander  folgende 
Versuche  vjerthcrit  und  in  jedem  die  Summe  a ausgesetzt. 

F’olgende  Fälle  können  eintretcn:  A gewinnt  in  allen  Versuchen, 
oder  in  {r  — 1),  oder  in  (r  — 2),  oder  in  (r  — 3),  ...  oder  in  2, 
oder  in  einem  Versuche.  Hiedurch  sind  alle  für  den  Unternehmer 
günstigen  Fälle  erschöpft.  Der  Gesaromt- Werth  der  Erwartung, 

der  sich  hierauf  gründet,  wird  gefunden,  wenn  derjenige  der  ein- 
zelnen Falle  bestimmt  und  die  Summe  aller  ermittelt  wird. 

Theü  I.  . • 8 
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Die  WahrscbeiDlicbkcit,  in  allen  Versuchen  zu  gewinnen,  ist 

tw 

mr — 

‘ -f-  »y  * 

ln  diesem  Falle  gewinnt  die  Summe  q .ra.  Oer  Werth  der  Er- 
wartung ist 

fjir 

, Er  = } 7-  . Q . ra. 

Die  Wahrsclieinliclikeit,  in  (r-1)  Versuchen  zu  gewinnen,  setzt 
voraus,  dass’y^  einmal  verliere.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  beide 
Ereignisse  auf  die  genannte  Weise  eintreten,  ist 

»!’•— 1 n 

* {?n  -4-  n)r—^  ‘ m-^-n 

In  diesem  Falle  gewinnt  A die  Summe  (r — ^)qa>  Der  Werth  der 
Erwartung  ist  daun 

^ r tnr-t.n  ^ 

= T • («•  -■  !)?«• 

Die  Wahrscheinlichkeit,  in  (r — 2)  Versuchen  zu  gewinnen,  setzt 
voraus,  dass  das  efftgegengesetztc  Ereigniss  zweimal  eintreten 
werde.  Die  W'ahrscheinlichkeit  hiefür  ist 

r . (r  — 1)  mr—2 


1.2  *(//<-!-  Tty—'^  ’ {m  -f-  n)^' 

In  diesem  Falle  gewinnt  A die  Summe  (r — 2)^ar.  Der  Werth  der 
Erwartung  ist 

r(r— 1)  tnr—2.n^  . 

(»--2) -7» 


Er^2  = 


Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  ergiebt  sich  durch  Analyse 
sämmtlicher  für  A günstigen  Fälle  für  den  Gesammtwerth  der  Er- 
wartung folgende  Darstellung : 


E=zq  . ra  . 


m \ 


m 


[ 


:i  + 


r — l 


mr—2 . n 


(r—  l)2;-i 


12  1 I 

ffi 


• {tu 
{m 


3 

“1'+ 


1 * (tu  -4-  ny—^ ' 

(r  — l)»^i  1—1 


ny- 
ny-l 


1^1 1 1 * (»i  -4-  ny— 


.q  , ra  , ^ 1’ 


also 


Das  gleiche  Resultat,  w^ie  unter  2)  ergiebt  sich,  .wenn  die  Versuche 
gleiclizeitig  gemacht  werden.  Die  Vergleichung  von  1)  und  2)  führt 
in  F<»lge  der  eben  angeführten  Bemerkung  zu  fuigendem  Satze: 

3)  Der  Werth  der  Erwartung  oder  der  mathematischen  Hoff- 
nung bleibt  derselbe', . man  mag  eine  zu  Tragende  Sumnie.in  einem 
Versiiclie  oder  gleichheitlich  auf  mehrere  Versuche  aussetzen,  voraus- 
gesetzt dass  die  Wahrsciieiuliehkeit  zu  gewinnen,  in  allen  Fällen 
gleich  gross  ist. 


von 


Hierher  gehört  auch  folgender  Fall,  der  eine  besondere  Art 
Versuchen  in  sich  begreift^  nämlich  diejenigen,  worin  keine 
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Wiederholungen  eintreten  können,  wie  sie  bei  dem  eben  betrachte- 
ten Full  vorausgesetzt  wurden. 

ln  einer  Urne  sind  hi  Kugeln,  die  mit  den  Zahlen  l,  2,  3, 
4 . . . . m bezeichnet  sind.  Fs  werden  p Kugeln  hintereinander 
gezogen  und  nach  geschehener  Ziehung  zusammen  in  die  Urne  zu- 
rückgeworfen.  Jede  Zahl  kann  mit  einer  beliebigen  Summe  be- 
setzt werden.  Erscheint' die  besetzte  Zahl  unter  den  gezogenen, 
so  wird  der  Einsatz  ^mal  als  reiner  Gewinn  bezahlt.  A will  die 
Summe  ra  wagen.  Soll  er  sie  auf  eine  Zahl  setzen,  oder  auf  r 
Zahlen  in  einer  und  derselben  Ziehung  gieichheitlich  vertheilen? 

Auch  hier  beruht  die  Beantwortung  der  vorliegenden  Frage 
auf  zwei  Fällen  und  es  ist  der  Werth  der  Erwartung  zu  bestim- 
men,' wenn  die  ganze  Summe  auf  eine  Zahl  gesetzt,  oder  gieich- 
heitlich auf  mehrere  Zahlen  derselben  Ziehung  ycrtheilt  wird. 

a)  A setzt  die  Summe  ra  auf  eine  einzige  Zahl,  ln  diesem 
Falle  gewinnt  er  den  y fachen  Einsatz.  Die  VValirscheinlichkeit, 
dass  sich  die  besetzte  Zahl  unter  p gezogenen  beiinden  werde,  ist 


W:^p, 


{m  — 1 )?>— 1 1—1 'p 

mV  j— t m' 


Der  Werth  der  Erwartung  ist  für  diesen  Fall 
Vf  q.ra. 


d)  Die  Ermittelung  des  Werthes  der  Erwartung  von  A für  den 
Fall,  dass  die  Summe  ra  gieichheitlich  auf  r Zahlen  einer  Ziehung 
vertheilt  wird,  beruht  auf  der  Untersuchung  folgender  Fälle.  Alle 
besetzten  Zahlen  erscheinen;  r — 1,  r — 2,  r — 3,  ....  3,  2 oder 
1 besetzte  Zahl  erscheint. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  besetzten  Zahlen  erscheinen 
werden,  ist  " - 

' • prW\  rr\—\  {«I — r)'P—r  l"“l 

ITlT  * ^ 7HP  1-1  • 

ln  diesem  Falle  ist  der  reine  Gewinn  - q . ra.  Der  Werth  der  Er- 
wartung ist  sofort 


" Er 


pr  1—1  {m  — I-t1 

7nP  1—1 


ra. 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (r— 1)  von  den  besetzten  Zahlen 
erscheinen  werden,  ist 

^r— 1 1— 1 1 1— 1 — r)p—f’+i\--^ 

ir-l  1 1 • * 

ln  diesem  Falle  betragt  der  Gewinn  (r — V)qa.  Der  Werth  der  Er- 
wartung ist  sofort 

1-1-  . r{m  - r)P-r  + 1 l-l  ^ ^ 

— (r  — 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (r — 2)  Zahlen  erscheinen  werden,  ist 

2 1— 1 r»^2  1—1  r + 2'— 1 - 

Pt  =: 


lr-211  • 


mP  1 —1 


Der  Gewinn  ist  in  diesem  Falle  (r — %)qa. 
der  Erwartung 


Hiernach  ist  der  Werth 

8*  ’ . • 


\ 
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-^-2 |2  I 1 fftP  1-1 

Wer<len  diese  Bemerkungen  weiter  fortgesetzt,  so  ergiebt  sich 
für  den  (iesammtvverth  der  Krwartung  folgende  Darstellung: 


_ rf)r\  —1  {ttt  -~r)P—f'  I —1 

^ 7« 


ng  folgende  Uarstellung 
r2 1 —1  pr—\  1—1  {m — r)P—r  -H 1 1— l 

mp  I— I 


, r3l-l;?^2!-l  r,//— r);>-r4-2l-l  ' ,<2|-1  ;?2[-l(w— r);»-2|-l 

■* 


qa 


r . ;>  {m — r)/»— 1 1— i 
mp\—^  ' 


^ > 

Werden  die  jedem  Giicde  gemeinschaftlichen  Grössen,  und  wird  fer> 
ner  die  Fakultät 

(m  — r)P—''l—^  = (m  — r)  (m  — 1)  (m  — r — 

I 

ausgestossen,  so  geht  diese  Darstellung  in  folgende  Uber: 

|[(/?— 1)^-1 1-1  + ^ [m-p) 

+ {m—py\-^+ 


{p — 1)  (m—py—’^  1-1 H-  {m—py—u—^. 


Die  in  den  Klammern  eingeschlossene  Reihe  lässt  sich  bekanntlich 
auf  den  Ausdruck  {m — l)/-— 1|— i zurückführen.  Hiedurch  geht  die 
vorstciieudc  Gleichung  in  folgende  über: 


p {m  — r)p-r  1-1  1 . t . pqra{m  — 1-1 

Ez=- -j — ; qra  im  — 1 )»^l  l-i  = ■■■  

mP\—l  • ' < ' mP\—\. 


oder 

-V  V 

o)  Z/  = — q . ra. 

Aus  der  Vergleichung  von  4)  und  5)  ergiebt  sich  der  Schluss, 
dass  auch  unter  den  ebeu  genannten  Bedingungen  der  4Verth  der 
Erwartung  in  beiden  Fällen  gleich  gross  ist. 

Die  unter  4)  und  5)  gefundenen  Resultate  wurden  unter  der 
Voraussetzung  gewounenj  dass  r kleiner  oder  höchstens  so^gross 
als  p ist.  Sic  gelten  jedoch  auch  noch  dann,  wenn  r grösser  als 
p wird,  und  dann  tritt  eine  Art  von  Paradoxon  ein.  Ist  nämlich  r 
grösser  als  die  Anzahl  der  Kugeln,  welche  in  einer  Ziehung  ge- 
zogen werden,  so  können  höchstens/;  von  den  besetzten  Kugeln 

fewinnen,  und  daun  kann  wenn  er  auf  r Kugeln  je  einmal 
ie  Summe  a setzt,  im  glücklichsten  Full  den  Gewinn  p . qa  er- 
halten, während  er  bei  Besetzung  einer  einzigen  Zahl  im  glück- 
lichen Fall  die  Summe  r\  qa  erhalten  kann.  Doch  dieser  Wider- 
spruch löst  sich  dadurch,  dass  der  Werth  der  Erwartung  den  mitt- 
leren oder  Durchschnitts -Werth  für  alle  mögliche  Gewinnste  an- 
giebt,  und  dass  dieser  Durchschnittswerth  einer  bestimmten  Summe 
gleicbkommcn  kann,  ohne  dass  die  einzelnen  Gewinnste,  wodurch 
er  bedingt  ist,  zu  einer  solchen  Höhe  anwachsen,  als  dicss  in  einem 
andern  Fülle  statt  linden  kann. 

Untersucht  man  nun  die  möglichen  Fälle,  worin  A gewinnen 
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kann,  wenn  so  ergeben  sieb  folgende:  Von  den  besetz« 

ten  Zahlen  gewinnen  p,  oder  /?~1,  />  — 2,  ....  3,  2,  1.  Wird, 
der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einzelnen  Fall  nach  der  vorhin 
angegebenen  Methode  bestimmt,  so  ergiebt  sich  folgende  Darstellung 
für  den  Gesainuitwerth  der  Erwartung; 


E= 


pp  1-1 


, rp\—i  p , qa 


pp—\  1—1 

* 


r/>— 1 1—1  (m  — r) 
mp  1—1 


(p  — 1)  qa 


pp-2l-i  rp-2l-i  (m  — r)2l-  , 

lP-2\i  • mpl-i  2)  qa -h  • • 


, ^2]— 1 — 1 (»i  — r)/>— 2|— 1 ^ p (m — r)^l  I— 1 . r 

. . . . + -j7,T  • qa 

' ~ ^ (r  — 1 )P-i  1-1  (m  —V) 

+ ~~  ~ ry  1-1  ^ 

■...-+-  {r  — 1)  (w  — r)p-^\-i  -+-(«»  — r)p—il—ij 

Wird  die  in  Klammern  eingeschlossene  Reihe  wie  vorhin  behandelt, 
so  ergiebt  sich 


6)  £=  qa- 

Der  Calcul  kennt  also  zwischen  4,  5,  6 keinen  Unterschied. 
Der  unter  2 aufgestellte  Satz  ist  bekannt.  Er  findet  sich  unter 
andern  in  Lacroix\  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (über- 
setzt V.  üngcr)  §.  75.  bewiesen.  Die  unter  4,  5 und  ö aufgestei|> 
ten  Sätze  sind,  wie  man  sieht,  eine  Erweiterung  dieses  Satzes.  Sie 
werden  hier  eine  Stelle  um  so  eher  linden,  weil  sie  nicht  gekannt 
zu  sein  scheinen  und  sogar  Gauthier  d’Hauteservc  in  seinem  Traitd 
sur  les  probab.  Probl.  XVII.  P.  77.  derbe  Verstösse  dagegen  ge- 
macht hat.  ^ 

Dort  findet  sich  nämlich  folgende  Aufgabe:  A will  mit  3 Fr. 
im  Lotto  spielen.  Soll  er  sie  aut  eine  Nummer,  oder  auf  drei  Num- 
mern als  Auszüge  in  einer  und  derselben  Ziehung  oder  endlich  auf 
je  eine  Nummer  io  drei  verschiedenen  Ziehungen  setzen? 

Gauthicr  findet  als  Werth  der  Erw'artung,  wenn  er  3 Fr.  auf 
eine  Nummer  setzt,  wobei  er  den  Satz  14  mal  als  reinen  Gewinn 
erhält,  2,3333 ...  Fr.;  dagegen  bei  einer  Vertheilung  auf  drei  Num> 
mern  einer  und  derselben  Ziehung  2,5464 ...  Fr.;  für  den  Fall,  dass 
er  sie  hintereinander  in  drei  versciiiedenen  Ziehungen  verlheilt  2,601, 
Die  letzte  Methode  wäre  demnach  die  Vortheilhatiestc. 

Hätte  Hr.  G.  d’Hauteserve  richtige  Schlüsse  gemacht,  so  hätte  er 
nach  der  Gleichung  4,  2 und  5 immer  nur  ein  und  dasselbe  Resul- 
tat erhalten,  nämlich  2,333...  Fr.  Zu  dem  sclieint  sich  in  das  im- 
angeführten  Buche  mitgetheiite  Resultat  2,5464 . . . ein  Druck-  oder 
Rechnungsfehler  eingeschrieben  zu  haben. 

Die  Unrichtigkeit  der  von  Hrn.  G.  d’Hauteserve  gemachten 
Schlüsse  tritt  ganz  besonders  aufiällend  im  dritten  Falle  hervor. 
Ist  nämlich  die  Wahrscheinlichkeit,  gerade  einmal  in  drei  Ziehun- 
gen zu  gewinnen,  3 . -5®^,  wie  Hr.  G.  meint,  so  wäre  hiernach  die 
Wahrscheinlichkeit  in  18  Ziehungen  einmal  zu  gewinnen,  18. /^=1 


I 


und  jeder,  der  18  mal  auf  eine  Niunmer  in  den  verschiedenen  auf 
einander  folgenden  Ziehungen  des  Lottos  setzte,  müsste  nach  der 
Ansicht  des  llrn.  G.  gewinnen,  was  offenhai'  falsch  ist. 

Wir  schliessen  mit  der  Bemerkung,  dass  die  oben  unter  1 bis  6 
aufgestellten  Sätze  nur  von  dem  objectiven  Wertbc  der  Erwar- 
tung, nicht  aber  von  dem  subjectiven  oder  individuellen  Werth 
derselben  gelten,  lim  letztem  zu  ermitteln  sind  andere  Schlüsse 
zu  machen. 


I 


11. 

Terhältniss  der  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer 
, zum  Spiele  gelangen,  zum  Werthe  der  Erwartung. 

ln  einer  Urne  sind  n Loose  euthalteu , und  darunter  zwei 
Trefler  und  n — 2 Nieten.  Der  eine  TreÖ’er  gewinnt  die  Summe  a, 
der  andere  die  Summe  1.  Die  beiden  Gewinnste  sollen  unter  n 
Personen  A^  , . . . A„  durchs  I.,oo8  vertheilt  werden.  Jede 

Person  kommt  in  der  genannten  Ordnung  zum  Loosen  und  zieht 
dann  ein  Loos  aus  der  Urne.  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Kr- 
w^artung  für  jede  einzelne  Person  vor  dem  Anfänge  djcr  Ziehung? 

Uih  die  vorliegende  Frage  zu  beantworten,  ist  zu  beachten, 
dass  die  beiden  Gewinnste  in  der  angegebenen  oder  in  der  um- 
gekehrten Ordnung  erscheinen  können.  Erscheinen  sie  in  der  an- 
gegebenen, so  können  folgende  Fälle  eintreteu: 

«;)d. Gewinnst,  fall.  a.  d.  Ite  u.2te,  Itc  u.3te,  Ite  u.4te....lte  u.  iitePers. 
If)  - - - ' — 2te  - 3te,  2te  - 4te,  2te  - 5te....2te  - «te  - 

c)  - - - — 3te  - 4te,  3te  - 5te,  3te  - 6te....3te  - nte  - 


«)  die  Gewinnste  fallen  auf  die  {n — l)te  und  «tc  Person. 


Diese  Zusammenstellung  umfasst  alle  möglichen  Fälle.  Sie 
stimmen  mit  den  Zerstreuungen  von  zwei  Elementen  in  n Fächer 
überein  und  sind  deswegen  ihrer  Zahl  noch  (s.  m.  Comb.  Lehre*)) 

^ j J 

— j — 2 — • Jeder  Theilnehmer  hat  die  Aussicht,  dass  sich  das  Loos 


in  {n  — 1)  Fällen  günstig  für  ihn  entscheide.  Für  jeden  einzel- 
nen Fall  muss  der  Werth  der  Erw^artung  bestimmt  und  sämmtliche 
Werthe^  müssen  zusammengezählt  werden.  Die  Wahrscheinlichkeit 
ist  für  jeden  einzelnen  Fall  veränderlich. 

Geht  man  zur  W'^erthbestimmung  der  einzelnen  Fälle  über,  so 
setzt  die  Natur  des  unter  a)  aufgezählten  Falles  voraus,  dass  A^ 
und  gewinne,  oder  dass  A^  und  A^  gewinne,  also  für  A^  eine 
Kiete  erscheine,  dass  A^  und  A^  gewinne,  also  für  A^  und  A^ 
eine  Niete  erscheine  u.  s.  w.  Diese  Bemerkungen  führen  zu  fol- 
gender Darstellung: 


*)  Die  Lehre  von  den  Combinationen  nach  einem  neuen  Systeme  bearbeitet 
und  erweitert  von  Dr.  L.  Oettinger.  Freiburg,  1837.  8.  Seite  91.  G. 


# 


%> 


Digitized  by  Google 


I 


119 


1)  - 

^ n 


a 

n 

a 

n 

a 


n — 1 

n — 2 b 


• «_2. 

2 n — 3 b 
n — 1 ‘ n — 2*  n — 3 
n — 2 n — 3 n — 4 b 


n — 1 ' n — 2'  n — Z*  n — 4 


n * » — 1 
a b 

n * » — 1 
a h 

,71'*  n — 1 

a > b 

71  ’ n — • 1 


a 71  — 2 71  — 3 7t  — 4 2 1^ 

n 71 — 1 71  — 2 ?^  — 2 3 2 


71  * r 


Wendet  man  die  eben  gemachten  Bemerkungen  auch  auf  die  unter 
b)  aufgefiihrten  Fälle  an,  so  gewinnt  man  folgende  Zusammen- 
stellung: , 

a\  ^ — 2 a b 


a 


7t  71  — 1 71  — 2 

71  — 2 d ft  — 3 


7t  * 7t  — 1 


a 


n *71  — 1 ' 7t  — 2 ' 7t  — 3 


71  * n — 1 


71  — 2 

a 

7t  — 3 

7t' — 4 

b 

7t 

' 91—  1 

* 71  — 2 

' 7t  — Z 

* 7t  — \ 

» 

• 

• 

« 

♦ 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

4 • 

• 

• 

71  — 2 

• 

a 

• 

7t  — 3 

• 

7t — 4 

7t  — 5 

2 

a 


7t  * 7t  — 1 


1 

7t  ' 7t— * n^Z  * 7t  — l 3*2 

Für  die  unter  c)  angeführten  Fälle  ergiebt  sich: 

3) 


* I—  ♦ t* 

n 1 


7t  — 2 

7t  — 3 

a 

h 

a 

b 

71 

* 7t— l 

* 7t  — 

2 

* 7t  — Z 

1 

9t 

1 

’ n — \ 

71  — 2 

n — 3 

a 

n — 4 

b 

a 

b 

rt 

’ 7t—\ 

• 

rt  — 

2 

• 7t  — Z 

* 7t  — h 

7t 

* 7t— \ 

71  — 2 

n — 3 

a 

7t  — 4 

» — 5 

b 

. a 

b 

n 

* n — l 

* n — 

2 

’ n — Z 

• s.  ♦ 

7t  — 4 

7t — 5 

7t 

• 7t  — \ 

7t, — 2 ' 7t  — 3 


7t 


a 71  — h 7t  — 5 2 1 , a b 

7t — 1 71  — 2 7t  — 3 7t  — 4 Z 2 . 7t  rt  — 1 


u.  s.  w.  Der  letzte  Fall  giebt  folgende  Bestimmung: 

5 ■ 4 ’ 3 ' 2 


— 2 7t  — Z 71  — 4 3 2 1 a . b' 

^ ^ • ^ « • • • • 1^  • • kJ  ^ 


7t 


n—l*  7t  — 2 


7t  7t — 1 


Erscheinen  die  Gewinnste  in  umgekehrter  Ordnung,  so  treten  auch 
dafür  die  oben  unter  n aufgeführten  Fälle  wieder 
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ein.  Sie  fiiliren  uach  den  beigefügten  Bemerkungen  zu  folgenden 
Darstellungen: 


h 

a 

b 

a 

7t 

*77—1 

V 

77 

' Tl—V 

h 

7t  — 2 

a 

b 

a 

n 

• 77—1. 

77  — 2 

1 

77 

' rt-^\ 

h 

n — 2 

77 3 

a 

b 

a 

n 

n — 1 

77  — 2 * 

7t  — 3 

77 

* 77—1 

b 

77  — 2 

77  ' — 3 

7t — k a 

b 

a 

n 

* 77  — 1 * 

77  — 2 * 

77  — 3 ’ 77  — 4 

77 

* 77—1 

6) 


b 

71 

— 2' 

77 

— 3 

77 

— 4 

.2 

1 

b 

a 

7t 

• 

71 

-1  * 

77 

— 2 * 

77 

— 3 • 

• • 

* • * 3 ' 

7t 

' 71  — 

1* 

n 

O 

b 

a 

• 

b 

a 

77 

* 77  — 

1 

7t  — 

2 

77 

* 77 

-r— 

1 

n 

— 

O 

b 

7?  — 

3 

a 

b 

a 

77 

* 77  — 

1 

’ 77  — 

O 

* 77  — 

3 

' * 

71 

* 77 

— 

1 

n 

2 

b 

77  — 

3 

77  — 

4 

a 

t 

b 

a 

77 

• 

77  — 

1 

* 77  — 

2 

’ 71  — 

3 * 

7t— ~ k 

71 

* 77 

— 

1 

T) 


• 

77  — 2 

• 

b 

• 

77  — 3 

• • 

77  — 4 77  — 5 

71 

* 77—1  * 

77  — 2 

* 77  — 3 * 77  — 4 • 

S.  W. 

Endlich 

% « 

77  — 2 

77  — 3 

77  — 4 

3*2  1 

77 

n — 1 

77  — 2 

5*4*3 

a 


3*2  " — * 71  — 1 


a 


n *77  — 1* 


l 


Die  Hoffnung  für  den  Gewinn  a zu  erhalten  ist  in  1)  on- 
egeben.  (// — t)  Fälle  sind  für  ihn  günstig,  die  sämmtlich  einan« 
er  gleich  sind.  Ihre  Summe  ist  hiernach 


— . r in  — 1)  =r 

n n — 1 ^ ^ 


a 

n 


,b. 


Nun  hat  offenbar  nur  auf  einen  Gewinn,  und  in  diesem  Fall 
auf  den  Gewinn  a Anspruch.  Der  Gewinn  b fällt'  sofort  einem  der 
übrigen  Tbeiluehmer  zu.  Dieser  Gewinn  ist  von  dem  vorstehenden 
Resultate  zu  trennen.  Der  Werth  der  Erwartung  für  hinsicht- 
lich des  Gewinnstes  a ist  hiernach 


a 

n 


In  5)  ist  der  Werth  der  Erwartung  für  A^  in  Beziehung  auf  den 
Gewinn  b angegeben.  Die  Wiederholung  der  gemachten  Bemer- 
kungen hinsichtlich  des  Gewinnstes  b giebt  hiernach  fur,.^^ 
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Der  Gesammtwerth  seiner  Erwartung  ist  sofort 


Auf  ganz  ähnliche  Weise  bestimmt  sich  der  Werth  der  Erwartung 
für  Nach  2)  giebt  es  für  ihn  (n—2)  günstige  Fälle,  den  Ge-  ^ 

winn  a zu  erhalten,  während  ein  späterer  Theilnehmer  den  Ge- 
winn L erhält  Nach  5)  hat  er  noch  einmal  Holfnung  auf  denselben 
Gewinn,  während  den  Gewinn  h erhält  Hiernach  ist  der  Werth 
seiner  Erwartung  in  Beziehung  auf  a‘. 


a 


Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  der  Werth  seiner  Erwartung  in  Be- 
ziehung auf  den  Gewinn  h.  Er  ist 


Der  Gesammtwerth  seiner  Erwartung  ist  also 


Wird  diese  Entwicklungsweise  weiter  fortgefübrt,  so  ergieht  sich 
der  Werth  der  Erwartung  für 


und  allgemein  der  Werth  der  Erwartung  für  den  Theilnehmer  Ak 


n n 


Diess  führt  zu  dem  Schlüsse: 

9)  Sollen  zwei  Gewinnste  a und  b durch  das  Loos  unter  n 
Theilnehmer,  die  in  > einer  vorgcschriehenen  Ordnung  zum -Ldosen  ' 
gelangen,  auf  die  oben  bezcichuete  Weise  vertheilt  werden,  so  ist 
der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  Theilnehmer  vor  dem  Beginne 
der  Verloosung  gleich. 

Geht  man  von  der  oben  vorgeschriebenen  Ordnung,  in  welcher 
die  Theilnehmer  zum  Loosen  gelangen,  ab  und  legt  eine  andere ' 
zu  Grund,  so  bemerkt  mau  leicht,  dass  sich  die  oben  gemachten, 
Schlüsse  durchaus  nicht  ändern,  und  sich  leicht  auf  die  neu  ge-  . 
wählte  Ordnung  übertrugen  lassen,  dass  sofort  der  Werth  der  Er- 
wartung vor  dem  Beginne  der  Verloosung  für  jeden  Theilnehmer 
unverändert  bleibt.  Hiernach  rechtfertigt  sich  der  Schluss: 

10)  Sollen  zwei  Gewinnste  a und  h-  durch  das  Loos  unter  n 
Theilnehmer  auf  die  oben  angegebene  Weise  vertheilt  werden,  so 
ist  die  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer  zum  Loosen  gelangen, 
'ganz  gleichgültig  und  der  Werth  der  Erwartung  ist  vor  dem  Be- 
ginne der  Verloosung  für  alle  Theilnehmer  gleich. 

Alles  bleibt  wie  oben,  k Nieten  sind  gezogen  worden.  . Wie 
gross  ist  der  Werth  der  Erwartung  für  je&n  einzelnen  der  übri- 
gen Theilnehmer?  ‘ . 
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Sind  k Loose  gezo^eO)  so  sind  auch  k Theiloebmer  ausgetre« 
tcn  und  noch  (n  — k)  Loose  in  der  Urne  nebst  den  Gewinnsten 
a und  b zurück^  worauf  n — k Personen  Anspruch  haben.  Der 
vorliescende  Fall  ist  ganz  nach  der  vorhin  angegebenen  Weise  zu 
behandeln.  Die  verminderte  Anzahl  der  Loose  ändert  die  Schluss- 
folge nicht;  Der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  einzelnen  der 
noch  übrigen  Tbeilnehmer  ist 

J n — k n — k 

Ist  schon  ein  Gewinn,  etwa  gezogen,  so  ist  der  Werth  der  Er- 
wartung 

Wir  kehren  zu  der  oben  aufgestellten  Frage  zurück  und  ver- 
allgemeinern. 

ln  einer  Urne,  die  n Loose  enthält,  befinden  sich  drei  Treffer 

und  (n — 3)  Nieten.  Sie  sollen  unter  Personen 

durchs  Loos  so  vertheilt  werden,  dass  diese  in  der  genannten  Ord- 
nung zum  Loosen  gelangen.  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Er- 
wartung für  jede  Person  vor  dem  Beginne  der  Verloosung?  > 

Die  Gewinnste  können  in  folgender  Ordnung  erscheinen: 


c. 


c, 

C, 

b, 


c 

c 

b 

h 

a 

a 


Für  jede  Ordnung  können  folgende  Fälle  eintreten. 

Die  Gewinnste  fallen  zu: 

a)  dem  It.,  2t.  u.  3t. ; 1 1.,  2t.  u.  4t. ; 1 1.,  2t.  u.  5t 1 1.,  (n-l)t,  u.  «t.  Theil- 

b)  - 2t.,3t.u.4t.;2t.,  3t.u.5t.;2t.,  3t.u.öt 2t,,{n-l)t,n.nL  nehmer 

c)  - 3t.,  4t.  u.  5t. ; 3t,  4t.  u.  6t;  3t,  4t  u.  7t 3t,(^l)t.u./tt. 


n)  dem  {n  — 2)ten,  («  — l)ten  und  nteü  Tbeilnehmer. 

Dieses  Schema  fällt  mit  den  Zerstreuungen  von  drei  Elementen  in 
n Fächer  zusammen.  Es  gilt  für  jede  einzelne  Gewinnvertheiiung. 
Hiernach  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Fälle 

1.2.3”^”  ~ « (»  — 1)  (»  — 2). 

Unter  diesen  Fällen  sind  1 . 2 — j — - — , worin  jeder  Tbeilnehmer 

in  Beziehung  auf  jeden  einzelnen  Gewinn  ein  für  sich  günstiges 
Resultat  erwarten  darf. 

Die  Wertbe  der  Erwartung,  die  für  das  eben  aufgestellte 
Schema  zu  bestimmen  sind,  ergeben  sich  aus  folgenden  Darstellun- 
gen und  zwar  der  Reihe  nach  für  die  Fälle  b^  c m 


/ 
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in  " ^ c 

O' 

b 

c 

1 n ' n—l'  n—2 

n 

n—1  * 

n—2 

a h n — 3 

c 

a 

b 

c 

n * «—1  * n—2  ’ 

n — 3 

n 

n—l  ’ 

n — 2 

a b ' n — 3 

«—4 

c 

_ a 

b 

c 

n ' n — 1 * n — 2 ’ 

n—S  ’ 

n — 4 

1 1 1 1 ■ • 

n—l  * 

n—2 

• • • 

• • • • 

% 

♦ 

• 

• 

- 

• 

• 

« 

• 

. ' 

• • • 

a n — 3 n — 4 

• 

n — 5' 

• 

2 1 

h 

• 

■ a 

• 

b 

• 

c 

n ' n — 1 ’ n — 2 * 

n—Z  * 

• • • • 

4 * 3 

• 2 

• C-  ■ ■ • 

n 

n—l  * 

n—2 

fi-3  a h 

c • 

a 

b 

c 

n * «— 1 • n—2  ' 

«-3 

n 

’ n—l 

* n—2 

n—i  a h 

n—b 

c 

• 

a 

b 

c 

n n — 1 n—2 

«—3  ‘ 

n — 4 

n 

* n—l 

* n—2 

n — 3 a b 

n—b 

5 

c 

a 

h 

c 

n ’ n—\  * n—2  ' 

« • • 

n-S  * 
• 

n — 4 

• 

* «-5 

• 

n 

• 

n — 1 

• 

* n—2 
• 

• • • 

• • • 

« 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

. ' 

n—%  ' a n—h 

n — 5 

n—& 

2 

1 

b a 

b 

c . 

n * n—\  * n — 2 ' 

* n—$  * 
/ 

n — 4 

....  ^ 

* 3 ‘ 

2 n 

• n—l 

‘ n—2 

U.  8.  w. 

■*o\  ^ 5 n—b  n — 5 

n — 6 

2 1 

a 

b a 

b 

c 

n ’ n—\  ' n—2 

* n—3‘ 

5 * 4 

3 * 

2 n 

' n—l 

* n—2 

Wird  eine  andere  Ordnung  im  Erscheinen  der  Gewinnste 
b,  c gewählt,  so  ist  in  11,  12,  und  13  die  veränderte  Ordnung  hin- 
' sichtlich  der  Buchstaben  a,  b,  c einzuführen.  Die  übrigen  Gebilde 
bleiben  unverändert. 

Um  nun  den  Werth  der  Erwartung  für  Ai  hinsichtlich  des 
Gewinnstes  a zu  ermitteln,  ist  zu  bemerken,  dass  er  ihn  in 

1.2.  — z — T— ^ Fällen  erhalten  kann,  worin  jedoch  ausser  ihm  noch 

JL  • 

zwei  andere  Theilnehmer  sich  in  die  Gewinnste  b und  c theilen. 
Diess  führt  zu  der  Bestimmung 

\ 

a 

' «,  = — . 

‘ n 

Auf  gleiche  Weise  bestimmt  sich  der  Werth  der  Erwartung  von 
uf , in  Beziehung  auf  den  Gewinn  b.  Er  ist 


Eben  so  in  Beziehung  auf  den  Gewinn  c.  Er  ist 


c 
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Hiernacli  ist  der  Werth  der  Erwartung*  für  in  Beziehung  auf 
alle  Gewinnste 


I 


Die  nämlichen  Bemerkungen  führen  zur.  Bestimmung 
der  Erwartung  für 

= ^ + A + A 

* n n n 


des  Werthes 


'Hieraus  folgt  endlich  der  Werth  der  Erwartung  für  Ak: 


14)  = ^ + 


Man  ist  sofort  zu  dem  Schlüsse  gelangt,  dass  auch  in  dem  vorlie> 
genden  Falle  der  Werth  der  Erwartung  für  alle  Theilnehmer,  die 
in  der  vorgeschriebenen  Ordnung  zum  Loosen  gelangen,  gleich  ist. 
Hieran  knüpft  sich  nun  die  weitere  Folgerung  leicht,  dass  zugleich 
die  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer  zum  Loosen  gelangen, 

S leichgültig  ist,  da  die  Darstellungen  11,  12,  13  für  jede  andere 
rdnung  des  oben  aufgestellten  Schernaus  gelten. 

• Die  hier  angegebene  Entwicklungsweise  hat,  wie  sich  deutlich 
zeigt,  einen  allgemeinen  Charakter.  Sie  bleibt  dieselbe,  wenn  die 
Vertheilung  von  vier  und  mehr  Gewinnsten  unter  n Personen  in 
Frage  kommt. 

Sind  nun  die  Gewinnste  «r,,  a^,  «r,  , , . , ar  unter  n Perso- 
nen auf  die  oben  angegebene  Weise  durchs  Loos  zu  vertbeiien, 
und  fragt  man  nach  dem  Werthe  der  Erwartung  für  die  einzelnen 
Theilnehmer  vor  dem  Beginne  der  Verloosung,  so  ergiebt  sich  für 
jeden  ohne  Unterschied  • ' 


15)  Ez= 


€l\  ~l“®4  “f“  • • 

n 


Hier  gilt  die  Bediügungsgleichung,  dass 


Die  Gleichung  15)  gilt  eigentlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sämmtliche  Theilnehmer  in  de^ bestimmten  Ordnung  A A^,  . . , An 
zum  Loosen  gelangen.  Es  liegt  aber  deutlich  vor  Augen,  dass  sie 
nach  den  oben  .angeführten  Bemerkungen  noch  immer  gilt,  wenn, 
irgend  eine  andere  Ordnung,  worin  die  Theilnehmer  zum  Loosen 
gelangen,  gewählt  wird.  Diess  rechtfertigt  folgenden  Satz: 

16)  Wenn  r Gewinnste  unter  n Personen  durchs  Loos  ver- 
theilt  werden  sollen,  so  ist  der  Werth  der  Erwartung  vor  dem  Be- 
ginne der , Verlosung  für  alle  Theilnehmer  gleich,  und  die  Ordnung, 
worin  die  Theilnehmer  zum  I,<ooscn  gelangen,  ganz  gleichgültig. 

Die  gleichen  Gesetze  gelten  bei  Vertheilung  der  Lasten  durch 
das  Loos.  Diess  beweist,  dass  das  Verfahren,  welches  gewöhnlich 
bei  Vertheilung  der  Gewinnste  oder  Lasten  durch  das  Loos  ange- 
wendet wird,  ganz  im  Rechte  begründet  ist.  Man  ist  gewisser- 
massen  einem  iustinctartigen , natürlichen  Gefühle  gefolgt,  und  hat 
recht  gehandelt,  ohne  siim  der  Gründe  dafür  bewusst  zu  sein.  Nir- 
gends ist  nämlich  der  vorstehende  Satz,  so  viel  mir  bekannt  ist. 


Digitized  by  Google 


125 


# 


mit  Hülfe  der  Mathematik  licgrÜDdet  worden,  und  doch  bildet  er 
einen  der  ersten  Elemeotarsätze  in  der  Lehre  von  dem  Werthe  der 
Erwartung  oder  der  mathematischen  Hoffnung,  wenn  dieser  Aus- 
druck der  ,,  moralischen  Hoffnung“  zur  Seite  gestellt  wei:den  darf. 
Seihst  die  Berechnung  der  durchschnittlichen  Werthe  von  zu  hof- 
fenden Vortheilen,  wie  sie  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so 
häufig  Vorkommen,  gründet  sich  auf  den  Satz  10,  denn  es  ist  nicht 
möglich  den  Erwariungswerth  für  irgend  einen  Theilnehmer  zu  be- 
stimmen, wenn  nicht  eine  bestimmte  Ordnung  gilt,  oder  nicht,  wie 
hier,  vorher  nacligewiesen  ist,  dass  die  Ordnung  in  weicher  die 
Verloosung  nach  der  angegebenen  Art  vor  sich  gebt,  gleichgül- 
tig ist. 

Sind  mehrere  von  den  zu  vertheilenden  Gewinnsten  einander 
gleich , so  ändert  dicss  die  obigen  Bestimmungen  nicht.  Die 
Gleichung  10)  geht  dann  in  folgende  über: 


17)  E=z 


Prttr 


n 


wobei 


Pr 


< 


n ist. 


Sind  k Nieten  gezogen,  ohne  dass  ein  Gewinn  erschienen  ist, 
so  ändert  sich  natürlich  der  Werth  der  Erwartung  und  es  ist  aus  17) 


181  £ — 

•'  n — k 


VriZr 


Hier  muss  ' 

sein.  Die  Art,  wie  die  Verloosung  auszuführen  ist,  gehört  nicht 
hierher. 

Sind  die  Bedingungen  der  Verloosung  anders,  so  werden  auch 
die  Resultate  geändert.  Weitere  hieher  gehörige  Untersuchungen 
habe  ich  in  den  Abhandlungdn  der  mathematisch  - physikalischen 
Classe  der  Königl.  Baierschen  Akademie  der  Wissenschaften  2.  Bd. 
München,  1837.  p.  243  mitgetheilt. 
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Ableitung  der  Sätze  von  Rolle,  Fourier  und 
Descartes  über  die  Anzahl  der  zwischen  gege- 
benen Gränzen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  aus  der  Lehre  vom 
Excess  der  gebrochenen  rationalen'  algebrai- 
schen Functionen.  Als  Fortsetzung  zu  der  Ab- 
handlung No.  V.  in  diesepi  Theile  ^). 

Vom  ^ 

\ 


Herausgeber, 


§.  1. 

Das  Theorem  von  Rolle  kann  auf  folgende  Art  ausge- 
sprochen werden: 

,Die  Anzahl  der  zwischen  zwei  heliebigcn  gegebe- 
nen Gränzeu  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
y’(^)  = 0 ist  nie  grösser  als  die  um  eine  Einheit  ver- 
mehrte Anzahl  der  zwischen  denselben  Gränzen  liegen- 
den reellen  Wurzeln  der  Gleichung /’'(.*•)  = 0. 

Um  diesen  merkwürdigen  Satz  zu  beweisen,  wollen  wir  die 
beiden  gegebenen  Gräuzen  durch  6 bezeichnen,  und  wollen,  was 
offenbar' verstattet  ist,  annehinen,  dass  sei.  Der  den  Grän- 

zen a,  h entsprechende  Excess  der  gebrochenen  rationalen  ulge- 

f(x) 

braischen  Function  27— f sei  E.  und  die  Anzahl  der  zwischen  den 

fKx)  \ 

Gränzen  b liegenden  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  = 0 sei  «w;  so  ist  nach  dem  io  V.  §.  30.  bewiese- 
nen Satze  m'==,E,  Ist  nun  E’  der  den  Gränzen  b entsprechende 

Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Function  so 

' ist  nach  dem  in  V.  §.  23.  bewiesenen  Satze 


E E'z=z  f oder  E ==  — -f-  f , 

wo  entweder  £ = 0 oder  £ = =tl  sein  kann,  und  es  ist  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

m=:  — JS'  -I-  f . 


•)  Man  vergl.  die  Note  auf  S.  45. 


f 
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Nach,  dem  aus  V.  §.  21.  bekanuten  allgemeineD  Be^riflfe  des 
gewissen  gegebenen  ,Gränzen  entsprechenden  Excesses  einer  ge- 
brochenen rationalen  algebraischen  Function  ist  nun,  wenn,  inoem 

f { 

X sich  von  a bis  b.  stetig  ändert,  die  Function  »Mal  unend- 
lich wird  und  dabei  von  dem  Negativen  zum  Positiven  übergeht, 
und  »'  Mal  unendlich  wird  und  dabei  von  dem  Positiven  zum  Ne- 
gativen übergeht,  E'z=:n  — »'  oder  — E'=zn’  — »,  und  folglich 
nach  dem  Obigen 


m=rn'  — » -+-  e« 


Wird  nun  die  Function 


f(^) 


zwischen  den  Gränzen  a und  b 


überhaupt  j»^Mal  unendlich  und  ändert  ihr  Zeichen,  so  ist  m'=n'-{-ny 
und  folglich  offenbar  immer  — »,  also 

d.  i.  nach  dem  Obigen  -f-  £ ^ m oder  ^ «i'  -F-  e.  ' 

Bezeichnet  jetzt  m”  die  Anzahl  der  zwi^cllen  den  Gränzen  a 
und  b liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  y'(a:)  = 0,  welche  nicht  zugleich  auch  Wurzeln  der 

Gleichung  y’(.r)  = 0 sind;  so  ist  offenbar  immer  also 

/a' -f- f ^ H- «,  und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  immer 


m 


tt 


€. 


Liegen  aber  zwischen  den  Gränzen  a und  b noch  m'"  reelle 
von  einander  veüschiedene  Wurzeln  der  Gleichung 
welche  zugleich  auch  Wurzeln  der  Gleichung = 0 sind,  so 
\st  m'' m'"  z=:  m ^ die  Anzahl  aller  zwischen  den  Gränzen  a und 
b liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen-  Wurzeln  der 
Gleichung /■'(.r)  = 0,  und  folglich 
Obigen  immer 


m'"y  also -nach  dem 


m •+•  e. 

Bevor  wir  jetzt  in  dieser  Betrachtung  weiter  fortschreiten, 
wollen  wir  zuvörderst  völliger  Deutlichkeit  wegen  den  folgenden 
Satz  von  den  Gleichungen  in  der  Kürze  beweisen: 

Wenn  die  Gleichung  = 0 nicht  mehr  und  nicht  weniger 
als  k Wurzeln  hat,  die  sämmtlich  ==  a sind;  so  hat  die  Gleichung 
y'(.jr)  = 0 nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  ^ — 1 Wurzeln,  die 
sämmtlich  = a sind,  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  k nicht 
= 0 ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  die  Gleichung  y(;r)  = 0 
nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  k Wurzeln  hat,  die  sämmtlich' 
= a sind,  so  kann  . * 

f{x)  = (^  — af 

wo  g){x)  eine  für  x = a nicht  verschwindende  ganze  rationale  al- 
. gebraische  Function  von  x bezeichnet,  gesetzt  werden.  Nimmt 
man  nun  nach  V;  §.  7.  und  §.  10.  auf  beiden  Seiten  der  vorstehen- 
den Gleichung  die  derivirten  Functionen;  so  erhält  mun 
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/'(tr)  = — «)*  H-  — a)*-i  y(^) 

' oder 

f{^)  = (^  — «)*-l  1 (^  — «)  H-  iCr  y(^)  j , 

woraus  sich  uomittelbar  crgiebt,  dass  die  Gleichuog /'(^r)  = 0 je- 
derzeit k — 1 Wurzeln  bat,  die  sämmtiich  =a  sind.  Dass  aber 
diese  Gleichung  auch  nicht  mehr  als  k — \ Wurzeln  haben  kann, 
^ die  sämmtiich  =«  sind,  erhellet  eben  so  leicht.  Sollte  dieselbe 

nämlich  k Wurzeln  haben,  deren  jede  =cf  ist;  so  müsste  a: a 

offenbar  in  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

(;r  — a)  5p'(^)  ~h  k 

aufgehen,  und  diese  Function  also  für  .-ar=:a  verschwinden,  welches 
nicht  möglich  ist,  da  dieselbe  für  diesen  Werth  der  Grösse  ^ den 
Werth  A'(p(a)  erhält,  und  nach  dem  Obigen  weder  = noch 
9)(a)=:0  ist,  w'odurch  nun  unser  obiger  eingeschalteter  Satz,  der 
sich  offenbar  auch  umkehren  lässt,  bewiesen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Gleichung  f{a:)  = 0 zwi- 
schen den  Gränzeu  a und  b 

XTj,  .... 

von  welchen  Grössen  eine  jede  grösser  als  die  Einheit  sein  soll, 
reelle  Wurzeln  habe,  die  sämmtiich  respective  den  Grössen 

^IJ  ^2J  ^4) 

gleich  sind;  so  hat  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Glei- 
chung/'(or)  = 0 zwischen  den  Gränzen  a und  b 

^’l  1 1)  ^3  1 , X? 4 — ~ 1,  ...  — 1 

reelle  Wurzeln,  die  sämmtiich  respcctive  den  Grössen 

' gleich  sind,  und  andere  einander  gleiche  Wurzeln  kann  diese 
Gleichung  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satze'  offenbar  nicht  haben. 
Da  nun  nach  dem  Obigen  m die  Anzahl  der  sämmtiich  von  eiuan- 
der  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung' /(.2r)  = 0 zwi- 
schen den  Gränzen  a und  b ist;  so  ist,  wenn  ^ die  Anzahl  aller 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  /(.a;)  = 0 zwischen  den  Gränzen  a 
und  b bezeichnet,  offenbar 

• oder 

, Weil  ferner  nach  dem  Obigen  »»,  die  Anzahl  der  sämmtiich 
von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  /^(.r) — ^ 
zwischen  den  Gränzeu  a und  b ist;  so  ist,  wenn  fii  die  Anzahl 
aller  reellen  Wurzeln  der  Gleichung = 0 zwischen  den  Grän* 

, zen  a und  b bezeichnet,  wie  eben  so  leicht  erhellen  wird, 

/ 

H-(^.  — 2)  + (/-.— 2)4-(A’j  — + + — 2) 

oder  ‘ 

»».  =/“■  — (*.— 2)  — (Ä,— 2)  — (Ä,  —2)  — ...  — (Ai  — 2), 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 
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‘ m < — m'"  -f-  s 

ist,  so  ist  ' 

~^i  — (Xt,  — 2)  — (ifcj — 2)  — (X-,  —2)  — ...  — (Xi— 2)  — »»"'+£, 
und  folglich,  wie  sich  hieraus  sogleich  ergiebt, 

f 

Nach  dem  Obis^en  ist  die  Auzalil  der  von  einander  ver> 
schiedenen  reellen  liVurzeln  der  Gleichu  "sr  =:  0 zwiscilcn  den 

Gränzen  a und  welche  zugleich  Wurzeln  der  Gleichung  A^)=o  . 
Sind.  Leberlegt  man  nun,  dass  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze 
jede  Wurzel,  welche  die  Gleichung  = 0 nur  ein  Mal  enthält, 
nicht  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung,  /'{a:)  = 0 sein  kann ; so 
wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  immer  m'"  = X,  und  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

* 

•+-«  . 

sein  muss.  Weil  ferner  nach  dem  Obigen  immer 
ist,  so  ist  um  so  mehr  immer 

m ^ f/ii  • 

Weil  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  -f- 1 der  grösste 
Werth  ist,  welchen  e,  haben  kann,  so  ist  immer 

ju  ^ jU,  H-  1 und  -f-  1, 

woraus  man  sieht,  dass  das  Theorem  von  Rolle  nicht  bloss  von 
allen  zwischen  den  Gränzen  a und  b liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  f{ai)=:0  und /'(.r)  = 0,  sondern  auch  von  allen 
zwischen  diesen  Gränzen  iiegeuden  samintlich  von  einander  ver- 
schiedenen reellen  Wurzeln  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichun- 
gen gilt.  ' 

Wenn 

^4)  ^SJ  • « . « 

die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  reellen  'W^urzeln  der 
Gleichung  diese  Wurzeln  nach  ihrer  Grösse  auf- 

steigend  geordnet  sind;  so  liegt  zwischen  — QO  und  keine 
Wurzel  der  Gleichung  /"'(a:)  = 0,  also  nach  dem  vorhergehenden 
Satze  höchstens  eine  Wurzel  der  Gleichung = 0.  Zwischen 
und  ÜPgt  keine  Wurzel  der  Gleichung /Y.Z*)  = 0,  also  nach 
dem  vorigen  Satze  höchstens  eine  Wurzel  der  Gleichung  y*(a:)=0. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klär.  Zwischen  aQ 
und  -f- GO  liegt  keine  W^urzel  der  Gleichung  y’'(;r)=0,  also  höch- 
stens eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(.z*)  = 0.  Hieraus  sieht  inan 
folglich,  dass  cs  höchstens  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
y‘(a:)  =z0f  welche  kleiner  als  höchstens  eine  reelle  Wurzd 
Tbeil  1.  , 9 
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dieser  Gleichung  .geben  kann,  welche  grösser  als  ist.  Ferner 
kann  nur  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  ^(.r)  = 0 zwischen 
«r,  und  nur  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  zwischen 
und  u.  s.  w.,  nur  eine  reelle  Wurzel  derselben  Gleichung  zwi- 
schen 1 und  aq  liegen. 

§.  2. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  f{a:)  eine  ganze  rationale 
algehruischc  Function  des  »ten  Grades  von  a:  sei,  und  wollen 
durch  successive  Fntwickelung  der  derivirten  Functionen  nach'  den 
aus  V.  A.  hckannlcn  Regeln  die  Reihe 

/(•^)»  /(a;),  /"(^), 

bilden.  Setzen  wir  in  dieser  Reihe  für  a;  die  Grössen  a und 
wo  wieder  sein  soll;  so  erhalten  wir  die  beiden  Reihen 

(1) /(«),  /'(«),  /"(«),  /"'(«),  ....  /(")(«): 

(2)  /(*),  f '{!'),  ....  /WW; 

in  denen,  wie  wir  jetzt  annehnien  wollen,  kein  Glied  verschwinden 
soll.  Ferner  wollen  wir  annebmen,  dass  zvrischen  den  Gränzen  a 
und  b . ' 

* t^n  ^ 

reelle  Wurzeln  der  Gleichungen 

f(x)  = 0,  /’(^)  = 0,  f'(x)  = 0,  /"V)  = 0,  . . . /t»)(^)  = 0 
liegen,  und  wollen  überhaupt  in  Bezüg  auf  die  Functionen 

f{a:)  und 
f(a;)  und  f“(x), 

fU)  und  /'V). 

u.  s.  w. 
y*!”— i)(ar)  und 

durch 

^15  ^2J  — 1 

Dasselbe  bezeichnen,  was  im  vorigen  Paragraphen  in  Bezug  auf  die 
Functionen  f{a:)  und  f\x^  durch  € bezeichnet  worden  ist;  so  ist, 
wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben, 

^***-«.  ' 

u.  s.  w. 

< 

^n—i  = H-  f/i— 1 ; 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt,  und  aufhebt,  was 
sich  autheben  lässt, 


/ 
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Da  aber  nach  der  Voraussetzung  f(x)  eine  ganze  rationale  alge- 
' braiscbe  Function  des  //-ten  Grades,  also  nach*  V.  §.  12.  bekanntlich 
y*(")(^)  ein  constante  nicht  verschwindende  Grösse  ist;  so  sind  die 
Grössen  einander  gleich  und  verschwinden  nicht, 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  zwischen  den  Gränzen  a und 
b keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  ==  0 liegen  kann, 

folglich  und  daher  nach  dem  Obigen  jederzeit 

••••  ^«—1 
ist. 

Nach  V.  §.  2^4.  ist  . 

f = 0,  od«r  f = oder  s = — 1, 

wenn  respective  die  Vorzeichen  von  /"(«r),  /'(a)  und  /‘{b),  f'{b)  zu- 
gleich eine  Folge  oder  zugleich  einen  Wechsel  bilden;  wenn  die 
Vorzeichen  von  y(«),  einen  Wechsel,  die  Vorzeichen  von 

f{b),  /'{b)  eine  Folge  bilden;  w^enn  die  Vorzeichen  \ou'y'(a),  y'(«) 
eine  Folge,  die  Vorzeichen  von  /{b),  f\b)  einen  Wechsel  bilden; 
und  etwas  ganz  Aehnlichcs  gilt  von  den  Grössen  . . . Sn—i* 

Seien  nun  'w  und  f die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Folgen 
in  der  Reihe  (1),  v)’  und  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol- 
gen io  der  Reihe  (2).  Die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einem  W^echsel 
in  der  Reihe  (1)  eine  Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  X.*;  die 
Anzahl  der  Falle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  ein  W^cchsel  io 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  die  Anzahl  der* Fälle,  w^o  einem 
Wechsel  in  der  Reibe  (1)  ein  Wechsel  in  der  Reihe  (2)  entspricht, 
sei  X";  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  eine 
Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  k'"\  so  ist  nach  Vorhergehen- 
den offenbar 

€ Ci  fo  ■+•  ^3  *+■  • • • H"  1 X — k\ 

Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  erhellet,' 

‘ ’ w = X -h  X^\  X'  -F*  X"' 

und  ' 

= X' + X", /' ==  X -F- X "; 

also 

w — u/  ■=  k — k\  f — /*=  X — X', 
und  folglich*  nach  dem  Obigen 

•••  ■+•  f«— 1 = *«>  — w'  ‘=-f 

Weil  nun  immer 

•••  “+- 

war,  so  ist  immer 

, (I  — oder  (i  —y: 

§.3.  ’ - 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  angenommen,  dass  kein  Glied 
der  beiden  Reihen 

/(«)>  /'(«)>  /"(«)»  /'"(»)> /^”?(»); 

/w,  .... 


9* 


f 


132 

/ 

verschwindet.  Indem  wir  nun  zu  dem  Falle  übergehen  wollen,  wo 
diese  Voraussetzung;  nicht  erfüllt  ist^  müssen  wir  zuvörderst  die 
folgenden  Bctrachtun<^en  vorausschicken. 

Wir  wollen  überhaupt  die  Reihe 

/(«).  /'{«),  /"(«),  /"'(«).  . . . /W(«), 

welche  die  Functionenreihe  genannt  werden  soll,  betrachten. 
Die  Reibe  der  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  derselben  mag-  die 
Zeichenreihe  genannt  und  der  Kürze  wegen  durch  («)  bezeich- 
net werden,  wobei  wir  zugleich  bemerken,  dass  in  derselben,  wenn 
ein  Glied  der  Fnnctionenreilie  verschwindet,  an  die  entsprechende 
Stelle  jederzeit  0 geschrieben  werden  soll.  Durch  i soll  im  Fol- 
genden immer  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse  bezeichnet 
werden,  und  wir  wollen  nun  zeigen,  wie  aus  der  Zeichenreihe  (a) 
immer  die  derselben  auf  beiden  Seiten  nächst  benachbarten  Zeichen- 
reihen [a  — /‘)  und  abgeleitet  oder  gebildet  werden  können. 

Zu  dem  Knde  wollen  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  ein  belie- 
biges Glied  Functiouenreihe  nicht  verschwindet,  also 

auch  das  diesem  Gliede  entsprechende  Glied  der  Zeichenreihe  (a) 
nicht  0,  sondern  zt  ist.  Nach  V.  §.  12.  ist 

/(«(«  ± i)  =/(«(«)  ± f /(*+«(«)  + . . . + 

und  nach  V.  §.  18.  lässt  sich  i immer  so  klein  annehmen,  dass  das 
Vorzeichen  von  mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  nach  der 

Voraussetzung  niclit  verschwindenden  Gliedes  der  Grösse  auf 

der  rechten  ^ieite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger  Gleichung  einer- 
lei ist,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass,  wenn  das  dem 
GHedc  der  Functionenreihe  entsprechende  Glied  der  Zeichen- 

reihe («)  ist,  dann  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  immer  auch  ziz  sowohl  das  entsprechende  Glied  der 
Zeichenreihe  {a  — <),  als  auch  das  entsprechende  Glied  der  Zeichen- 
reihe (a -V- /)  ist.  Also  hat  man  bei  der  Bildung  oder  Ableitung 
der  Zeichenreihen  {u  — i)  und  (« -f- «)  aus  der  Zeichenreihe  (a)  für 
jedes  nicht  verschwindende  Glied  der  letztem  das  sich  in  demsel- 
ben iindendc  Zeichen  unverändert  beizubchaltcn  und  in  die  beiden 
erstem  gesuchten  Zeichenreihen  einzuführen. 

Ferner  w'ollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  die  den  Gliedern 

der  Functionenreihe  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe  («) 

0 0 0 ...  0 zt 


sind;  so  lässt  sich  nach  V.  §.  12.  und  V.  §.  18.  die  Grösse  i immer 
so  klein  annehmen,  dass  die  Grössen 


db  «),  db  «)j  ziz  i), 


respective  mit  den  Grossen 


. . . zlz  i) 


1 .../? 


/(^•+/>)(a), 


(db 


einerlei  Vorzeichen  haben. 

Hieraus,  io  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden,  ergiebt  sich 
nun  aber  unmittelbar  Folgendes. 
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Die  den  Gliedern 

0 0 0...  Ort 

der  Zeielienreihe  (a)  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe  (a — #) 
sind  jederzeit 


± (— )^,  =fc  (-  )P-1,  dz  (—)?>-»,■ . . . zfc  (-),  db 

oder 

, dz  (—);>,  dz(— )?»,  ...  dz;  / 

so  dass  nämlich  in  diesem  Theile  der  Zeichenreihe  (a  — i)  die 
Glieder  vom  ersten  bis  zum  letzten  Gliede,  welches  mit  dem  ent- 
surechenden  Gliede  der  Zeichenreibe  («)  einerlei  ist,  fortwährend 
abwcchseln. 

Die  den  Gliedern 


I I 0 0 0 ...  0 ziz 

der  Zeichenreihe  (a)  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe 
(a-i-  i)  sind  jederzeit 


so  dass  nämlich  in  diesem  Theile  der  Zeichenreibe  (w  + e)  alle 
Glieder  vom  ersten  bis  zum  letzten  Gliede,  welches  mit  dem  ent- 
sprechenden Gliede  der  Zeichenreihe  (a)  einerlei  ist,  einander 
gleich  sind. 

Aus  dem  .Vorhergehenden,  Wobei  es  nicht  überflüssig  ist,  noch 
- zu  bemerken,  dass,  weil  nach  der  Voraussetzung /‘(.z')  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  y/ten  Grades  von  a:  ist, 
niemals  verschwinden  kann,  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  fol- 
gende Regel  zur  Ableitung  der  beiden  Zeichenreihen  (a — i)  und 
\a-\-i)  aus  der  Zeichenreihe  («),  bei  deren  Anwendung  wir  die 
Zeichenreihe  (a  — i)  über,  die  Zeichenreihe  (a-i-i)  unter  die 
Zeichenreihe  (ce)  schreiben  wollen: 

lieber  und  unter  jedes  Glied  der  Zeichenreihe  (a), 
welches  nicht  0 ist,  schreibe  man  dasselbe  Zeichen,  wo- 
bei mau  jederzeit  bei  dem  letzten  niemals  versi;hwih- 
'denden  Gliede  anfängt.  Dagegen  schreibe  man  über  je- 
des Glied  der  Reihe  (m),  welches  0 ist,  das  eutgegenge- 
'Setzte  Zeichen  von  dem,  welches  in  der  Reihe  (ce  — i) 
nach  der  rechten  Seite  hin  unmittelbar  folgt;  unter  je- 
des Glie^  der  Reihe  («),  welchesO  ist,  schreibe  man  aber 
ein  dem  in  der  Reihe  \a-\-i)  nach  der  rechten  Seite  hin 
unmittelbar  folgenden  gleiches  Zeichen. 

Das  folgende  Beispiel  wird  zur  bessern  Erläuterung  dieser  Re- 
gel dienen,  wobei. Wir  noch  bemerken,  dass  man  der  Kürze  wegen 
die  Zeichenreiben  (a  — i)  und  {a-^i)  ganz  zweckmässig  gcw'öhn- 
lich  bloss  respective  durch  (-<!«)  und  (5>a)  zu  bezeichnen  pflegt: 


(<^CS)  • • . “+“ 1 1 1 i — i — i 1 1 — -+" 1 1“ 

(a) . . . 4-  — 0 0 00  0-+-0-|--f-00  0 — 00  0 Oh h 

(>ct) ...  H h-1— I-+-H h 

Aus  einer  nähern- Betrachtung  dieser  Regel  geht  hervor,  dass  die 
Zeichenreihen  (a)  und  (a  H-  i)  immer  eine  völlig  gleiche  Anzahl  ^ 
von  Wechseln  enthalten,  wenn  man  nämlich  bei  dem  Zählen  der“ 
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Wechsel  der  Reihe  (a)  die  verschwindenden  Glieder  ganz  ausser 
Acht  lässt  und  als  gar  nicht  vorhanden  betrachtet. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Reihen 

(1) . . ./(«),  /■(«),  /"(«),  /"'(«).  • • • 

(2)  . . ./(Ä),  f(b),  /"(Ä),  /'»(Ä),  . . . 

beliebig  viele  verschwindende  Glieder  enthalten,  -und  bezeichnen, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  man  bei  dem  Zählen  der  in  diesen 
Reihen  vorkommenden  Wechsel  die  verschwindenden  Glieder  ganz 
ausser  A^cht  lässt  und  als  gar  nicht  vorhanden  betrachtet,  die  An> 
zahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (l)  durch  die  Anzahl  der  Wech- 
sel in  der  Reihe  (2)  durch  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  to 
auch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reibe  und  w'  die 

Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  Bezeichnet  jetzt  fju  die 

Anzahl  der  sämmtlichen  zwischen  den  Gränzeu  a und  b liegenden 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  /’(^)  = 0;  so  ist,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  h nicht  seihst  eine  W^urzcl  der  Gleichung  y(^)=0 
ist,  also  f[h^  nicht  verschwindet,  od'enbar  auch  die  Anzahl  der 
sämmtlichen  zwischen  den  Gränzen  a-i-i  und  b-j~i,  w'o  « immer 
die  ihm  oben  heigelegte  Bedeutung  hat,  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung = 0,  und  folglich  nacli  dem  vorigen  Paragra- 
phen jederzeit 

II '^to  — td. 

Hiernach  lässt  sich  jetzt  das  Theorem  von  Fourier  auf  fol- 
gende Art  aussprechen: 

Wenn  aC^b  und  b keine  Wurzel  der  Gleichung 
= 0 ist,  also  /'{b)  nicht  verschwindet,  und  fi  die 
Anzahl  der  sämmtlichen  zwischen  den  Gränzen  a und  b 
liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  be- 

zeichnet; so  ist,  wenn  man  die  Anzahl  der  in  der  Reihe 

/(«)>  /'(«)>  /"(«)j  /"'(«)>  • • • 

vorkommenden  Zeichen  Wechsel  durch  die  Anzahl  der 
in  der  Reihe 

/(Ä).  /'(*),  /"(i),  /'"(Ä),  . • • /W(«) 

vorkommenden  Zeichenwechsel  durch  'u^  bezeichnet,  wo 
J)ei  der  Zählung  der  Wechsel  in  den  beiden  vorstehen- 
*deu  Reihen  alle  in  denselben  vorkommende  verschwin- 
dende Glieder  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  als  gar 
nicht  vorhanden  betrachtet  werden,  jederzeit 

fi^tü  — w\ 

^ t 

§.  4. 

Um  nun  auch  noch  das  berühmte  Theorem  von  Descartes  aus 
dem  Vorhergehenden  abzuleiten,  wollen  wir  überhaupt  die  Gleichung 
des  nten  Grades 

/(a:)  A A A^a:^  -H  A^jc^  -h  A„a:^  = 0 

betrachten,  wollen  aber  jetzt  annehmen,  dass  keiner  der  Coeffi- 
clenten 


\ 
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y ^ y ^ ^ 2 ^ • • • • ^ 

verschwinde  und  der  Coefficient  j4„  des  höchsten  Gliedes  der  Fnnc- 
tion  /(^)  positiv  sei,  welches  Letztere  offenbar  immer  verstattet 
ist.  Entwickelt  man  jetzt  die  derivirten  Functionen  von  y{^)i  und 
setzt  sowohl  in  denselben,  als  auch  in  der  Function  selbst 

a:z=zO^  so  findet  man,  dass  die  Grössen 

/(O).  /'(O),  /"(O),  /"'(O), ....  /<")(0) 

% 

respective  mit  den  Coefficienten 

I y -^3J  • • • • •^n 

gleiche  Vorzeichen  haben. 

Lassen  wir  nun  den  Ausdruck 

(0)  — A A,  A^  A,  An 

im  Folgenden  bloss  bedeuten,  dass  die  Glieder  der  Zeichenreihe 
(0)  mit  den  Vorzeichen  der  Coefficienten  A,  A^^  A^^  A^^  . . : An 
einerlei  sind;  so  haben,  wir,'  wie  unmittelbar  aus  dem  in  V.  §.  19. 
bewiesenen  Satze  und  den  leicht  zu  enwickelnden  derivirten  Func- 
tionen vou  /*(.r)  folgt,  die  folgenden  Zeichenreihen: 

(—  QD)  = rt:=pdb=p... h 

(9)  ■ — A A I A^  A 3 . . . An — 1 An 
(-+- OD)  = + . . . 4-4- 

Die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  ( — QC)  ist  offenbar  /»,  und 
die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (4-  QC)  ist  0.  Die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reihe  0 sei  w,  und  die  Anzahl  der  in  dieser 
Reihe  vorkommenden  Folgen  sei  f.  Die  Anzahl  der  negativen  reel- 
len Wurzeln  der  Gleichung  y(^r)  = 0 sei  die  Anzahl  der  posi- 
tiven reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sei  p.  Weil  die  sämmt- 
liehen  negativen  reellen  Wurzeln  zwischen  — QC  und  0 liegen,  so 
ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

m~^n  — w. 

« 

Nun  ist  aber  offenbar  und  folglich  n — also 

nach  dem  Vorhergehenden 

* 

*»</• 

Da  ferner  die  sämmtlichen  positiven  reellen  Wurzeln  zwischen  0 
und  4-  QD  liegen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 


p ^to  — 0,  d.  u p 
und  es  ist  also  jederzeit 

p'^w,  m~^f. 

Hat  die  Gleichung  f{ß:)  = 0 lauter  reelle  Wurzeln,  so  ist 

= «^4-/’=«> 

p~^m  = w 4-/. 


und  folglich 
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Wäre  nun  p<iw^  so  wäre  wegen  dieser  Gleichung  m'^f^  wel- 
ches gegen  das  Obige,  da  nämlich  immer  m ~^f  ist,  streitet.  Also  . 

kann  nicht  sein,  und  es  muss  folglich,  da  immer  ist,  . 

p-=.w  sein,  woraus  dann  wegen  der  Gleichung -f- +/ 
unmittelbar  «»=/*  folgt.  Wenn  also  die  Gleichung  lauter  reelle 
Wurzeln  hat,  so  ist  immer 

p:=zw,  m =/*. 

ln  den  vorhergeheuden  Ausdrücken  ist  das  hinreichend  schon 
aus  den  Elementen  der  Algebra  bekannte  Theorem  von  Des'car- 
tcö  oder  Harri ot  in  dem  Falle,  wenn  kein  Coefficient  der  Glei- 
. chuug  verschwindet,  olTenbar  enthalten.  Der  Ausdruck,  auf  welchen 
Gau  SS  dieses  Theorem  in  dem  allgemeinem  Falle^  wenn  beliebig 
viele  Coefßcienten  der  Gleichung  verschwinden,  gebrächt  hat,  uud 
der  schöne  von  Gauss  gegebene  Beweis  können  hier  als  völlig 
bekannt  voransgesetzt  werden.  Unsere  Absicht  war  hier  vorzugs- 
weise, die  Fruchtbarkeit  der  Lehre  von  dem  Exces's  der  gebroche- 
nen rationale!)  algebraischen  Functionen  zu  zeigen. 


XXI. 


t # 

lieber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Vom 


Ile  rausgeber. 

* \ 


ln  deu  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie,  wenigstens  in 
den  mir  bekannten,  fehlt  bis  jetzt  noch  die  folgende  Aufgabe,  für 
welche  ich. daher,  weil  sie  mir  in  mehrfacher  Beziehung  von  In- 
teresse und  mancher  Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  in  diesem 
Aufsatze  eine  Auflösung  zu  geben  versuchen  werde. 

Aufgabe. 

Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  zu  finden, 
welche  vier  gerade  Linien  im  Räume,  deren  Gleichun- 
gen gegeben  sind,  schneidet. 

Auflösung. 

Die  Gleichungen  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  im  Raume 
seien 


/ 
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1. 


und 


= «2»  4- y=a,«  + |S,; 
|o:  = flf,» + <5,,  y=a,;8H-/?,; 

2.  . a?  =r  ^J5  + j?,  y = -+-  ^ 


/C' 


seien  die  Gle'ichungen  der  gesuchten  geraden'  Linie,  von  welcher 
die  vier  gegebenen  geraden  Linien  geschnitten  werden  sollen,  wo 
also  die  Grössen  D und  2t,  ^ zu  hestiminen  sind.  ^ 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  Coordinateu  der  Punkte,  in 
denen  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  von  der  gesuchten  ge-. 
, raden  Linie  geschnitten  werden,  respective  durch  a:,,  y,, 


a: 


2>  y2J  ^2  ? 


y 


3 3 


'S  > 


a: 


4) 


y 


4» 


*4  3 


/ ' / ' 


3. 


so  hat  man  nach  dem  Obi- 
gen zur  Bestimmung  dieser  zwölf  Grössen  und  der  vier  Grössen 
A,  Zt,  2(,  ^ die  sechzehn  folgenden  Gleichungen: 

t 

^2=«2«*-+-<^2»  ?/2  =«2«y-h-/^2; 

ia:,  y,  =«3», ; 

1^4  = «4*4  -1-^43  y4  = a4*4-f-/?4; 

lar,  = As^  4-  Ä,  y,  = 2t«|  4-  S3; 

|a;2  = 4-  iff,  ^2  = ^*2  4-  35; 

a;,  = Asi^  4-  i?,  y,  ==  2tÄ,  -f-  §8 ; 

t 

= Ax^  4-  ^4  = 3U*  4-  35. 

Durch  Elimination  von  ar,,  a:*,  ar,,  a;*  und  y,,  y,,  y,,  y^  er- 
hält man  aus  diesen  Gleichungen  ohne  alle  ScWierigkeit  die  acht 
folgenden.  Gleichungen: 

0 = (»,  — A)xi  4“  — -Bi  0 = (a,  — 21)*i  ■+“  — S5 

jo  ==  (»2  A)x^  4-  ^2  — 0 = («2  St)»2  “H,/^2  — 35 

JO  = («f,  — A)x^  4-^3  — B,  0 = («3  — 2t)»3  4-  — 35 

\0=:{a^—A)x^‘+-6^  — B,  0 = ((x^  — St^s^ -L/?4  ~ 35; 

aus  denen  sich  ferner  durch  Elimination  von ';s,,  iS2)  *4  vier 
folgenden  Gleichungen  ergeben: 

05,-S5)  = («,-3t)  ^ ^ 

|(«2  A)  iß,  - 33)  = («2  - 3t)  (K  -B), 

|(«,-^)  (iS.-~^)  = («,-2t)  (^,-J^),  . 

(a,-A)  09,  - Sö)  = («^  _ 5()  (Ä,-Zf); 

aus  denen  nun  die  vier  unbekannten  Grössen  A^  B,  3t,  35  be- 
stimmt werden  müssten.  Wir  wollen  jedoch  die  weitere  Verfol- 
gung dieses  Wegs,  obgleich  derselbe  zu  nicht  uneleganten  Resul- 
taten führt,  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  hier  ein  anderes 
Verfahren  in  Anwendung -bringen,  durch  welches  wir  zu  einer  ein- 
fachem Auflösung  gelangen  werden. 


4. 


5. 
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Aus  den  Gleicbungeu  4.  ergeben  sich  nämlich  durch  Elimi- 
nation der  Grössen  ß und  §23  leicht  die  folgenden  Gleichungen:  > 

= ^3  -+-(»,  — 

^4  “fr“  (®4 

+(«i  — 3i)»,  =r/J,-f-(a,—31)Ä,=/J,  4-(a,  — 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  x^,  x^  ferner  ohne 
Schwierigkeit 

• /^i  — ^2-+-(«i — — A 

l/?i  - /»2  + («»  - ?l)S3  ’ 

pj  1^1  —^3  + («1  —A)Zj  a^—A 

' \ßl  /?8”+*(^l  ^)-l  — 81’ 

f^i— ^4-4-(«i — a^  — A 

’■  'U-/J4-+-(«1-»>1  ““  «4-81’ 

und  hieraus 

■ * 

(^,  •—  ff 2)  («2  — 81)  — (/g^  — /9a)  (ga  — A) 

'“".(«,-81)  («3-^) -(«,-«)  («3-^)’ 

(^1  ^3)  («a  ' — ißt  ßs)  (^3  — A) 

(«3-gl)  (a3-^)_(c,-8l)  («,-^)’  ' 

„ (^1  — ^4)  (<g.i  — 81)  — (jg,  — ß^)  (a^  — . 

oder 

«2(^1  ^a)  — ^2(^1  ^2)  (^1  — ^2)8!  -f-  (/?!  — ~ ßz^A 

«1«2  — «,«2-f-(®i  — »2)81—(a,  — «2)^.  ’ 

_ «3(4,  — 4,)— a,0?,  — ^3)  — (^,  — ^3)^_|,(|9^  _^3)^ 

«,«,  — »,«, — «,)8l— («,  — «,)J  ’ 

— — ^4)  ^*(ßi  ^4)  ***•  4^)8t  -f~  (ßi  — ß*)A  ^ 

«1»4— «l«4.-+-(«l— «4)81  — («,  — «4)^  ’ 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

( ^1- — ^2)  ^2(^1  A,: — ^—^^1—^3),  ^aJ 

10.  1^2 — ^3)  8 1^3)5  ^2 — (^i — ^3)»  F'z-^ßi’^ßzy 

• (^3=Ct4{4,  ^4)  Ä?4(/?|  ^/?4)>  A,=— ^4),  ^3=^, jS4  ; 

und  . . 

J,  =«,  — «3,  €,  = —((*, —a^); 

y 2 — ®I®3  J <^2  ®8>  ^2  ~ — — (®1  — ®^s}  5 

= «3Ä4  — fl?,«4,  = «,  — «f4,  €j  = — (a,  — «4) ; 

gesetzt  wirdj 

« — Hh  1|81 

' y,  Hhd',81 -f- ■ ' \ *■ 

« — ^2  1^28!  ~f~  /«2-<^ 

yj -f-d'281 -H  ^2^  ’ 

^3  ~I~1’8  81 

' ys ' / 


erhält. 
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Diese  drei  Gleicliungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Form 
6 = Xr,  — 

0=2^,  —r»^i  -H(^» 

und  wird  nun,  wenn  man  aus  denselben  die  Grössen  ^ und  eli« 
minirt,  die  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  x^  enthaltende  End- 
gleicbung  erhalten. 

Um  diese  Elimination  mit  möglichster  Leichtigkeit  auszuführen, 
wollen  wir  die  drei  vorhergehenden  Gleichungen  nach  der  Reihe 
mit  den  drei  unbestimmten  Faktoren  jP, , P,  multi|>Iiciren,  und 
dieselben  dann  zu  einander  addiren,  wodurch  wir  die  Gleichung 

0=z=  (^i  — 

“+“  1 (^1  1 “1“  (^2  2 ■+■  (^3  

+(/*,  — «»«l)Pi-+-(A*3  —f3»l)^3M  . 

erhalten,  und  wollen  nun  die  unbestimmten  Faktoren 
so  bestimmen,  dass  sie  deu  beiden  Gleichungen  < 

(^1  — + (^2  — <^2»l  )^2  -f-  (^3  — <^3*l)1^3  =0, 

« ^ 

4-  (/^2  — «2«l)^2  + (A*3  — f 3«l)^3  = 0 


genügen.  Eliminirt  man  zuerst  P',,  dann  so  erhält  man  die 
beiden  Gleichungen 

€»»x)|Fx 

= 1(^3  *-^3»l)  (/'*2—«2»l)  ““  (^2— ^2«l)  (/*3  ~«3«l)|^2» 
l(^a~^2«i)  (^1  — — (^l—  (^2—^2«l)l^l 

= K^3—  <^3;Sl)  (i«^2-  f2«l)  — (^2— (/^3  — «3*l)|^3; 

und  kann  also  offenbar 


jP,  =(^3  — ^3*,)  (^a  — «2»,)  — (A-a— 4«,)  (ja,—«,»,), 

^2=(^l— (i«3--fs*l)  — (^3  — <^3«l)  (A^I  — 
^3=(^2—<^2«l)  (/^l  — — (^I  — (/^2—  «2*l) 


setzen,  wodurch  man  nun  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  unmitteL 
bar  zu  der  folgenden,  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  ent> 
haltenden  Gleichung  gelangt;  , 

14.  0=(^, [(Ä,,— d^Ä,)  €2»i)— (^2—<^2«i)  (f*3— e3«i)l 

“♦-(Xra—yaÄi)  K'^i— (/*3— «3*1)— (^3  — 

“F"(^3  ^3^1)  1(^2  ^a^l)  ^1^1)  (^i  ^1*1)  (/^2  ^2*t)|» 

mit  deren  weiterer  Entwickelung  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen. 
Zuerst  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


0— (^X  /l^l) 

\ 


^3/^2  ^2^3 


— [(^,f,-X,€,)4-(d,/ta“<^2M3)l«l“*-(^3f2T<^2f3)«l* 
^xf^Z  ^3/^1 
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-f-W  — y * ■ I 

welches  offenbar  eine  Gleichung'  des  dritten  Grades  ist,  in  der  is,’ 
den  Coefficienten 

oder  '' 

1 — 4-  rzi^z^l  — 4-  rz{^l^2  — ^2«l) 

I I 

hat.  Diesen  Coefficienten  wollen  wir  nun  etwas  näher  hetracfiten, 
nachdem  wir  ihn  zuvörderst  auf  die  Form 


«i(At^s  — ri^z)  4-  — ^1^3)  4-  — n<^i) 

gebracht  haben.  Nach  11.  ist 

—rz^2)-+‘^2irz^i  — ;'i^3)4-f,(ri<^»—.n^i) 


=—(«1* 

t)  l(«l«3“ 

-«1 

«4)  («1  — 

«4)— 

■(« 

,«4— ö,a^)  («1 

—«3)1 

— («1- 

— a. 

«)  1(«1«4- 

«4)  («1~ 

«2)— 

(« 

,«2— ßfitta)  («1 

—«4)1 

— («1- 

i)  l(«i«r,- 

-«1 

«2)  («1  — 

«3)— 

(« 

,<jr3— »,«,)  («, 

—«2)1 

= — a 

i(«i 

“«2)  i« 

l(«4 

— «3)4- 

«3(«1 

-a4)4-«^4(a3  — 

«l)l 

— a 

i(®i 

— «3)  j« 

l(®2 

•~;«4)4- 

«2(«4 

■®l)4-<Jf4(“l  

«2)1 

— <z,(a,  — a^)  j«,(ce,  — «*)  4- «'aC«!  ~ «3)  4- — «i)l 
= — flr, (a4-a3)4-(a,-a,)  {a^-a^)-h{az-<^A  («3-«2)l, 

f 

Yvo  man  nun  durch  leichte  Rechnung  findet,  dass  die 'letzte  Grösse 
verschwindet,  und  folglich,  wenn  man  zugleich  den  hier  betrachte- 
ten Coefficienten  noch  auf  andere  Weise  ausdrUckt, 

Yl  (^2« 3 — ^3^2)  4-  ;'2(<^3« I — 4-  r3(<^lf  2 — <^2«  1 ) = 0, 

^A^zYz  — ^zYz)  4-  <^2(f  3^1  — «1/3)4-  — «2/1)  = 0, 

«i(/2<^3  ~/3^2)4-«a(/3<^i  — /i<^3)4-«,(/i^,  — jd, ) = Ö 

ist. 

Hieraus  ergieht  sich  also  das  wichtige  Resultat,  dass  die  oben 
gefundene,  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  jS|  enthaltende  End- 
gleichung nicht  vom  dritten,  sondern  bloss  vom  zweiten  Grade  ist. 
Entwickelt  man  nun  diese  Gleichung  gehörig,  so  erhält  dieselbe, 
wenn  der  Kürze  wegen 

I'f^\  ““  ^zP'z  ^zH'zy  S 1 ■ — ^zH'z  ^zH'z  5 

y‘z ^i/^s  ^zf^ii  Sz  '• — ^ iH'z  ^zM'i  5 

^I«a  — ^a«3  J *1  — — ^3«2  ^2«3  » 

/I2  — ^x®3  ^3«1  J *2  ^l«8  *^8«1  5 

^,^=^2«!  ”"^1«2»  *8  ~"<^x«2* 

gesetzt  wird,  die  folgende  Gestalt: 


I 
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16.  +/2^2 

— [fxYi  4- (gl  H-/^,)^i 


-H|*i^i  Hh*»^a  4”  *3^8  4- (gl  4-^i);'i 


(ga  4~  ^a)^a 
(gs  4-  >^3)^3  1*1 
(g;  4-  //*);'* 

(gs  4“  ^^»)y i l^i *• 

Bczeiclineo  wir  die  drei  Coefficienteu  dieser  Gleichung  durch 
Ny  und  setzen  also 

17.  0 = Z — J/s, -+-A'i5,S 

so  erhalten  wir  nach  der  in  dem  Aufsatze  III.  S.  12.  entwickelten 
Auflösungsmethode  der  quadratischen  Gleichungen  zur  Berechnung 
der  beiden  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  die  folgenden  Formeln: 

18.  cot  (/+;;, )=^^cos(;;-;rO==^5^siDÜ:^-;;,),  ».=  {lan|^,. 

Findet  sich  mittelst  der  zweiten- dieser  Formeln  der  absolute  Werth 
von  cos  {x  — Xi)  grösser  als  die  Finheit,  so  hat  die  Gleichung  17. 
zwei  imiiginäre  Wurzeln,  und  die  Aufgabe  ist  also  unmöglich;  in^ 
^dein  andern  Falle'  hat  die  in  Rede  stehende  Gleichung  zwei  reelle 
Wurzeln,  und  die  Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  zweier  Auflösun- 
gen fähig. 

Hut  man  « gefunden , so  ergeben  sich  y/'und  71  mittelst  der 
folgenden,  leicht  aus  deu  Gleichungen  13.  zu  erhaltenden  Ausdrücke: 

(^t—Yi^x)  (^2  — (^2  — 72^1)  (^1— d,Si) 

1 (^l  ^2^1)  (^2  ^2^l)  if*l  *1*1)*  ' 

.(V  / ^ ß'z—Yi^l)  Ul  — — (^^1  — y3»l)  Ug—  cf3Si) 

1 (Aj  — daXi)  (//3  — «3»l)  — U3  — t^3«i)  — f2»l)* 


und 


j _ (^3  — y3=^i)  (^1  — (^1  — rigi^  U3  —^3^1) 

(A,  — d'321)  (/i,  — — Ul  — d'iS,)  (/ij  — fjSj) 


9(  — (^1— y.»l)  (;“2— f2=^l)~U2— ^2^1) 

Ul— d'iSi)  (^2  — «2X1) — U2— t^2-l)  (i“l— «l-l)’ 


20. 


7(= 
71: 


U2— ya»l)  1<“3— *3».)— U3— ^33^1)  (j“2— ^2^1) 

(^Uj  ^3X1)  Uj'^d'jXj)  (^2  ^2*1) 

9(  — 1^»  y3^t)  Ui~~y  1^1)  (/^3~~’^3^i) 

(A3  d'jS|)  {fl ^ ^iX,)  (A,  cTjS,)  ifif 

Die  Grössen  JS  und  ^ erhält  man  daun  endlich  mittelst  der 
Formeln 

21.  = — -^)^i5  S3.x=^i4“(«i — 51)*i* 

Die  Coordiuaten  X3,  x,,  x«  erhält  man  mittelst  der  Formeln  ' 


/>2  —ff 

flf,  — A 


ßz-fS 
-TT 


22.  <x,  = 


_ _ __  ^3-g 

a,  — A «3— -ü’ 

a^  — A — 
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und  die  Coordinaten  ^2,  or,,  und  y,,  yj,  y,,  y4  werden 
mittelst  der  Gleichungen  3.  gefunden. 

Hierdurch  ist  nun  unsere  Aufgabe  vollständig  aufgelöst.  ,Dass 
dieselbe  unbestimmt  werden  muss,  wenn  die  vier  gegebenen  gera- 
den Linien  in  einer  Ebene  liegen,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 

Man  kann  von  dieser  Aufgabe  eine  Anwendung  zur  annähern- 
den Bestimmung  der  Cometenbahnen  mächen , worüber  wir  nur 
ganz  in  der  Kürze  Folgendes  bemerken  wollen. 

Den  Mittelpunkt  der  Sonne  wollen  wir  als  den  Anfang,  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  .r,  y,  % annelimen.  Die 
Ebene  der  Ekliptik  sei  die  Ebene  der  und  der  positive  Theil 
,der  Axe  der  x soll  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  Früh- 
lingspuukte  hingerichtet  sein;  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y 
nehmen  wir  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  ac  an  durch  den  rechten  Winkel  (^y)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  y zu  gelangen,  ganz  nach  der- 
selben Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  a:  an  die  heliocentrischen  Längen  genom« 
men  werden;  den  positiven  Theil  der  Axe  der  % nehmen  wir  end- 
lich auf  der  nördlichen  Seite  der  Ebene  der  Elliptik  d i.  der  Ebene 
der  acy  an.  Ferner  legen  wir  zu  einer  bestimmten -Zeit  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  ein  dem  Systeme  der  a:y%  paralleles  Coordi- 
natensystem  der  Bezeichnen  dann  für  diese  Zeit  a,  und 

Q rcspective  die  geocentrische  Länge  und  Breite  eines  Cometen 
und  dessen  sogenannte  curtirte  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der 
Erde;  so  sind  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  q cos  u,  q sin  ce, 
Q tang  ß die  Coordinaten  des  Cometen  in  dem  Systeme  der.r,y,«i. 
Die  Gleichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem. 
Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der  ^lyi^i  haben 
die  F’orm 


^1  =-'^«1,  y,  =/?«,, 
und  cs  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

Q cos  a^=iAq  tang  ß,  q siu'  a = Bq  tang  /S, 
also,  , 


‘ A = cos  a cot  ß,  B=n  sin  a cot  ß. 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
dem  Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der  oc^y^^x 

23.  =Ä,  cos  a cot  /?,  y,  sin  a cot  ß» 

Bezeichnet  0 die  geocentrische  Länge  der  Sonne  und  R deren 
Entfernung  von  der  Erde  zu  der  in  Rede  stehenden  Zeit,  so  sind 
offegbar  in  völliger  Allgemeinheit  R cos  0,  R sin  0 die  Coordi« 
Daten  der  Sonne  im  Systeme  der  o;,y,Ai,,  wobei  sich  von  seihst 
versteht,  dass  die  dritte  Coordinatc  der  Null  gleich  gesetzt  wird. 
Also  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  zwischen  den  Coordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in  den 
Systemen  der  xy%  und  die  Gleichungen 

.r , = Ä cos  0 H-  .r,  y,  = Ä sin  0 -E-  y,  «4  = Ä 


oder 


— R cos  0,  y=zy^ — R sin  0,  * = 
und  die  Gleichungen  der  ,von  dem  Mittelpunkte'  der  Erde  nach  dem 
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Cometen  gezogenen  geraden  feinte  im  Systeme  der  sind  aho 

nach  dem  Vorhergehenden  \ , 

^ -f-  B cos  0 ==  Ä cos  a cot  ß,  y + B sin  0 = « sin  a cot  ß ^ 

oder  . ■*  ' 

/ ' • 

24.  cos  a cot  ß — B cos  0,  y==«  sin  a cot  ß—^B  sin  0.  v' 

Hat  man  nun  vier  aus  Beobachtungen  abgeleitete  geocentrische 
Längen  und  Breiten  ce,  a\  a'\  a'"  und  ß,  ß',  ß'\  ß'"  eines  Cometen; 
so  kennt  man  die  Lage  von  vier  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  , . - 
nach  dem  Cometen  gezogenen  geraden  Linien;  deren  Gleichungen, 
wenn  .die  entsprechenden  geocentrischen  Längen  und  Entfernungen 
der  Sonne  von  der  Erde  u^urch  0,  0',  0",  und  B,  B',  Ä",  ./J'" 
bezeichnet  werden,  nach  24. 

a:=x  cos  a cot  ß — B cos  0,  y=z  sin  a cot  ß — B sin  0; 
a::=z  cos  «'  cot  ß' — B'  cos  0',  y=*  sin  a'  cot  ß' — B sin  0'; 

cos  a"  cot  ß" — B"^  cos  sin  a"  cot  ß" — B!'  sin  0'';  ^ 

ar=-%  cos  ul"  cot  ß'" — BI"  cos 0'",  y=x  sin  cot  ß'" — Bl"  sin  0^' 

sind.  Wenn  nun  die  Zwischenzeiten  zwischen  den  Beobachtungen 
nur  klein  sind,  so  kann  man  das  Stück  der  Cometenbalin , auf 
welches  sich  dieselben«  beziehen,  näherungsweise  als  eine  gerade 
Linie  betrachten,  und  wird  seine  Luge  offenbar  nach  der  oben  auT> 
gelosten  Aufgabe  bestimmen  können,  wenn  inan 

j 

«j  = cos  a cot  ß^  • ^,  = — B cos  0; 

= cos  cot  ß\  = — B cos  0'; 

«3  = cos  ul’  cot  ß'\'^  = — B’  cos  0"; 

= cos  ul"  cot  ß"\  ==  — B"  cos  0'"; 

und 

. a,  = sin  a cot  ß^  /S,  = — /{  sin  0; 

«a  ==sin  a!  cot  ß\  ßz^= — B sin  0'; 

c(,  =:sin  a"  cot  ß",  = — B"  sin  0"; 

= sin  a"i  cot  ß"\  ^ß^  = — B"  sin  &" 

setzt.  Freilich  aber  wird  in  jedem 'Falle  eine  besondere  Beurthei- 

lung  nötliig  sein,  welche  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung,  auf 

welche  die  obige-  Aufgabe  führt,  man  zu  nehmen  hat.  Weil  die  ^ 

Ebene  der  Cometenbalin  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht,  so 

wird  man  nun  offenbar  auch  deren  Lage  bestimmen,  und  hieraus  f x '/* 

ferner  die  sämmtlichen  Elemente  der  Cometenbalin  finden  können,  | 

wie  in  der  Astronomie  ausführlich  gezeigt  wird.  ^ 

Olbers  urtheilt  io  seiner  Abhandlung  über  die  leichteste 
und  bequem  st  e Methode  die  Bahn  eines  Cometen  aus 
einigen  Beobachtungen  .zu  berechnen.  Weimar.  1797. 

S.  27^ber  die  vorige  Methode,  die  Cometenbahnen  zu  berechnen',  ^ ^ ^ • 

auf  folgende  Art:  ,,Wenn  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  so  ist  die  Lage  einer  fünften,  die  von  allen 
vieren  geschnitten  werden  soll,  an sich  bestimmt,  ohne  auf  die 
Verhältnisse  der  Abschnitte  za  sehen.  Man  könnte  also  bloss  mit 
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der  Voraussetzung,  dass  das  Stuck  der  Cometeubahn  zwischen  den 
vier  Beobachtuiigeu  gerade  sei,  Husreicben,  ohne  auch  die  gleich» 
förmige  Geschwindigkeit  anzunebmen,  wenn  man  die  Breiten  mit  in 
Betrachtung  ziehen  wollte.  Die  Lage  dieser  fünften  geraden  Linie  wird 
indess  nicht  durch  eine  linearisene,  sondern  durch  eine  Gleichung 
des  achten  Grades  und  eine  ziemlich  verwickelte  Formel  gefunden 
' werden.  Auch  würden  bei  dieser  Aufgabe  ähnliche  Kinscbräiikun- 

' gen  wie  bei  der  Bouguerschen  Statt  linden,  ob  man  gleich  sonst 

viel  weiter  damit  reichen  würde.  Denn  die  Geschwindigkeit  des 
Cometen  ist  gerade  dann  am  ungleichförmigsten , wenn  seine  Be- 
wegung sich  am  mehrsten  der  geraden  Linie  nähert,  und  umge- 
, kehrt.“  'Wie  Olber's  zu  der  Meinung  kommt,  dass  die  gerade 
Linie,  welche  die  vier  von  der  Erde  nach  dem  Cometen  gezoge- 
nen geraden  Linien  schneidet,  durch  eine  Gleichung  des  achten 
Grades  bestimmt  werde,  ist  nicht  abzusehen,  indem  wir  vielmehr 
aus  dem  Obigen  wissen,  dass  die  Lage  dieser  geraden  Linie  bloss 
durch  eine  (Gleichung  vom  zweiten  Grade  bestimmt  wird. 


Die  verschiedenen  Auflösungen  des  Sternschnup 
pen- Problems,  aus  einem  allgemeinen  Gesichts 

punkte  dargestellt. 

Von 

dem  Herausgeber. 


XXII. 


(Diese  Abhandlung  hat,  wie  schon  ihr  Titel  audeutet,  den 
Zweck,  die  verschiedenen  .Ansichten,  nach  denen  man  bis  jetzt  das 
Sternschnuppen- Problem  behandelt  hat,  den  I..esern  des  Aixhivs  in 
einem  zusainmenhängendeu  und  systematischen  Ganzen  vor  die 
Augen  zu  führen  und  unter  einem  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkte 
, darzustellen.  Späterhin  werden  ausführliche  und  vollständige  Rela- 
tionen über  die  neuesten  wichtigen  Arbeifen  von  Bessel,  Er- 
man  und  andern  Mathematikern  und  Physikern  narhfolgen,  um  in 
dem  Archive  Alles  aufzubew'ahren , w'as  über* den  in  Rede  stehen- 
den wichtigen  und  interessanten  Gegenstand  der  Physik  in  theoreti- 
scher Rücksicht  gearbeitet  worden  ist  und  noch  gearbeitet  wer- 
• den  wird.) 


§.  1. 

Es  liegt  in  dem'  Zwecke  dieser  Zeitschrift,  auch  vollständige 
Darstellungen  der  verschiedenen  Auflösungen  oder  Beweise,  weiche 
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für  besonders  wichtige  Probleme  oder  Theoreme  gegeben  worden 
sind,  zu  liefernd  Da  nun  zu  den  Problemen  der  niiithematischen 
Phwih,  welche  das  Interesse  der  t^egenwart  ganz  vorzüglich  in  An-* 
Spruch  nehineii,  mit  Recht  das  Sternschnuppen- Problem  gehört,  so 
glaube  ich  den  Lesern  .dieser  Zeitschrift  einen  angenehmen  Dienst 
zii  leisten,* wenn  ich  versuche,  in  diesem  Aufsatze  eine  vollständige 
Darstellung  der  verschiedenen  Au^ungen,  welche  für  dieses  wicu-  • 
tige  und  interessante  Problem  gelben  worden  sind,  in  der  Art  zu 
liefern,  dass  ich  mich  bemühen  werde,  alle  diese  Auflösungen  aus 
einigen  allgemeinen  Grundformeln  abzuleiten. 

Leber  die  Art,  wie  Sternschnuppen  beobachtet  werden,  schicke 
ich,  um  *das  Verstehen  der  analytischen  Entwickelungen,  welche 
den  Hauptgegenstand  dieses  Aufsatzes  ausmachen,  zu  erleichtern, 
hier  die  folgenden  kurzen  Hemerkungen  voraus.  Jeder  Beobachter 
ist  mit  einer  nach  der  Zeit  seines  Beobachtungsorts  gebenden  Uhr 
und  11^1  einer  Sternkarte  versehen.  An  der  Uhr  beobachtet  er  die  . 
Zeit  des  Erscheinens  einer  Sternschnuppe,  wo  möglich  die  beiden 
genauen  .Zeitmomente  des  Entstehens  und  Erlöschens  derselben, 
und  auf  der  Sternkarte  zeichnet  er  mit  einem  Bleistifte  so  genau 
als  irgend  möglich  den,  ganzen  Weg  der  Sternschnuppe  von  seiuem 
Anfangspunkte  bis  zu  seinem  Endpunkte,  indem  er  zugleich  durch 
einen  Pfeil  oder  ein  anderes  passendes  Zeichen  die  Richtung  an- 
giebt,  nach  welcher,  sich  die  Sternschnuppe  bewegte.  Aus  der 
Sternkarte  kann  man  nachher,  die  wahren,  d.  h.  auf  den  Mittel- 
punkt der  Erde  bezogenen  Rectascensionen  und  Declinationeu  der 
Punkte  des  Himmels  nehmen,  in  denen  die  Sternschnuppe  dem  Be- 
obachter zu  entstehen  und  zu  erlöschen  schien,  und  hat  auf  diese 
Weise  nun,  wie  im.  Foigeiidcn  gezeigt  werden  wird,  alle  Data, 
welche  nöthig  sind,  um  durch  Uombination  an  mehreren  Orten,  de- 
ren geographische  Positionen  bekannt  sind,  angesteliter  Beobach- 
tungen dieser  ArJ;  die  Bahnen-  der  Sternschnuppen  bestimmen  zu 
können,  insofern  es  nämlich  verstattet  ist,  dieselben  w-ährend  der 
in  allen  Fällen  immer  nur  sehr  k^zen  Dauer  der  Sichtbarkeit  der 
Sternschnuppen  als  gerade  Liniedim  betrachten.  ' 

* Zuerst  wollen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  von  einem  Beob- 
achtungsorte  nach  einem  beobachteten  Punkte  der  Bahu  einer 
Sternscbnnppe  gezogenen  Gesichtslinic  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  nehmen  vt'ir,  . um  die  grösste  Allgemeinheit  zu 
-erreichen,  den  Mittelpunkt  der  Sonne,  als  den  Anfang  eines 
rech twink liefen  Coordinateiisystcms  de*  xyx,  an.  Die  Ebene  der 
Ekliptik  sei  die  Ebene  der  xy.  Die  von  dem  Mittelpunkte  der 
Sonne  nach  dem'  Frühlingspunkte  gezogene  gerade  Linie  sei 
der  positive  Theil  der  Axe  der  x.  Der  positive  Thcil  der  Axe  der 
y werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
. Theile  der  Axe  x durch  den^rechten  Winkel  hindurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y<zu  gelangen nach  derselben  Rich- 
tung hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  dftr  x an  die  heliocentrischen  Längen  von  0 bis  300°  ge- 
' zählt  werden.  «Der  positive  Theil  der  Axe  der  x liege  auf  iler 
Seite  der  Ebene  der..ry,  auf  welcher  die  positiven  heliocentrischen 
Breiten  genommen  werden. 

Ferner  nehmen  wir  den  Mittelpunkt,  der  Erde  als  den  Anfang 
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eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  %i  an.  Die 

Ebene  des  Aequators  sei  die  Ebene  der  Der  positive  Theil 

der  Axe  der  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  Mem 
FrUhlingspunkte  hin  gerichtet.  Der  positive  Theil  der  Axe  der 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tiieiie 
der  Axe  der  durch  den  rechten  Winkel  hindurch  zu 

dem  positiven  Theile  der  Axe  d^r  zu  gelangei)i,  nach’  derselben 
Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  an  die  Rectnscensionen  von  0 bis  360°  gezählt 
werden.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  liege  auf  der  Seite 
der  Ebene  der«o7|y, , auf  welcher  die  positiven  tleclinaüonen  ge> 
nominen  werden. 

Endlich  'lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  ein  dem 
Systeme  der  xyx>  paralleles  Coordinatensystem  der ' 

Die  dem  Moment  der  Beobachtung  entsprechende  geocentrische 
Länge  der  Sonne  und  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkte  dW  Erde, 
welche  aus  den  astronomischen  Tafeln  oder  den  Ephemeriden  zu 
nehmen  sind,  seien  A,undp;  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen 
Betrachtung,  dass  allgemein  ^ii=180°  die  dem  Moment  der  Beobacb« 
tung  entsprechende  heliocentrische  Länge  der,  Erde  ist,  und  folglich 

p cos  (A,±180°),  Q sin  (^dbl80°),  0 . g 

oder 

^ — Q cos  — Q sin  Xy  0 ^ 

die  .dem  Moment  der  Beobachtung  entsprechenden  Cbordinaten 
des  Mittelpunkts  der  Erde  in  dem  Systeme  der  a:y»  sind. 

Daher  hat  man  nach  der  Lehre  von  der'  Verwandlung  der 
Coordinuten  zwiseben  den  Coordinaten^  der  beiden  Systeme  der 
a:yx  und  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 


oder 


1.  — q cos  y = — Q sin  «==:C 


2.  ^ = Q cos  X-^  Mfs.y==Q  sin  X + y^ 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schiefe  der  Ekliptik  durch  0;  so  ist, »wie 
leicht  erhellen  wird,  allgemein 

= ■(?y'.)=:90«,  (|a.)=90»;;  ' ''  . 

(^or,)=:90»<  (ijy,)  = ©,  (i;»,)=90'>  — 0;  . 

(?^.)  = 90»,  (Jy,)  = 90»rf-©.  (?*,)=©;  , . ' 

und  nach  den  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  bat  man  also  zwischen  den  Coordinaten  der  Sy- 
steme der  und  die  folgenden  Gleichungen: 

3.  = cos  sin  0,  . 

(^c=  — y^  sin  0-H»,  cos  0;  . ! : - . 

oder  umgekehrt  . « . 

iar,  . 

y I = 4/  cos  0 — £ sin  0, 

^ sin  0-t-C  cos  0, 
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Also  bat  man  nach  1.  und  3.  zwischen  den  Coordinaten  der  Systeme 
der  und  die  folgenden  Gleichungen: 

^p=±:  — g cos 

y=  — g sin  X-i-yi  cos  0 + »,  |in  0, 

Ä=r — y^  sin  0*+-ä,  cos  0; 

oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  umgekehrt: 

cos  ^ 

= Q sin  X cos  0 -h  y cos  0 — ä sin  0, 

z=zQ  sin  X sin  0-f-y  sin  0-^  » cos  0, 

Der  nach  dem  Beobachtuhgsortc  gezogene  Erdradius  und  die  geo« 
centrische  Breite  des  Beoüacbtungsorts  seien  r und  9>»  und  T sei 
die  Sternzeit  der  Beobachtung;  so  sind 

* r cos'gt)  cos  15  T, 

r cos  5p  sin  15  T,_ 

r sin  (p 

die  Coordinaten  des  Beobachtungsorts  im  Moment  der  Beobachtung 
in  dem  Systeme  der  Also  sind  nach  5.  ' 

— Q cos  A-4-r  cos  5p  cos  15  T*, 

— Q sin  X^-r  (sin  0 sin  5p-+-cos  0 cos  y sin  15  T) 

r (cos  0 sin  — sin  0 cos  y sin  15  T)  • 

die  Coordi/iaten  des  Beobaebtungsorts  im  Moment  der  Beobachtung 
im  Systeme  der  a:y%. 

Durch  den  Beobachtnngsort  legen  wir  nun  ein  dem  Systeme 
der  >;r,y|iS|  paralleles  Coordinatensystem  der  so  ist  nach 

der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  allgemein' 

=:r  cos  y cos  15 

y,  ==r  cos  sin  15  T-j-y,, 

Ä,  =r  sin  5P-I-Ä,. 

Die  Rectascension^  und  Declination  des  beobachteten  Punktes  der 
* Bahn  der  Sternschnuppe  seien  a und  d;  so  ist,  wenn  wir  die  Coor*‘ 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  der  von  dem  Beobachtungsorte 
nach  dem  beobachtetei^  Punkte  der  Bahn  der  Sternschnuppe  gezo>« 
genen  Gesiclitslinie  in  dem  Systeme  der  oc^y^%^  durch  ky 

und  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Beobachtungsorte 
durch  «.  bezeichnen,  * , 

i«=zi  cos  a cos  d, 

sin  a cos  d, 

« ^ = s sin  d: 

wobei  man  nur  nicht  zu  übersehen  hat,'  dass  die  in  Rede  stehende 
Gesichtslinie  und  die  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte, 
In  welchem  die  Sternschnuppe  dem  Beobachter  am  Himmel  erschien, 
als  parallel  zu  betrachten  sind.  Sind  nun 

10* 


Digltized  by  Google 


148 


die  GleichuDgen  der  in  Rede  stehenden  GesichtsUnie  in  dem  Systeme 
der  \ so  ist 

* 

i cos  a cos  d = # M sin  <5,  i sin  a cos  6'z=i  N sin  d, 
uod  folglich 

Also  sind 

8.  a:ßiP=z^  cos  u cot  d,  sin  a cot  d 

I 

die  Gleichungen  der  von  dem  Reobachtungsorte  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Bahn  der  8ternschuup|ie  gezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  , und  mittelst  der  Gleichungen  7.  er- 

giebt  sich  nun  ferner  leicht,  dass' 

^ — r cos  9 cos  15  T=(äj  — r sin  y)  cos  a cot  d, 

y»  — ^ cos  5p  sin  15  T=(ä,  — r sin  y>)  sin  a cot  d » 

oder 


iÖ'=cos  a cot  d,  iV=sin  « cot  d. 


10. 


or,  =«i  cos  a cot  d-|-^  (cos  (ß  cos  15  T — cos  a cot  d sin  y), 
y,  =Ä,  sin  a cot  d~|-r  (cos  y sin  15  T — sin  a cot  d sin  y) 

die  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungsorte  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Buhn,  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  x^y^x^  sind. 

Nach  6.  und  9.  sind 


Q cos  X — r cos  y cos  15 

= (p  sin  X sin  0 — r sin  y-f-y  sin  0-f-«  cos  0)  ^os  a cot  d, 

Q sin  X cos  0 — r cos  (ß  sin  15  T^y  cos  0 — x sin  0 

:=  (q  sin  X sin  0 — r sin  ß-hy  sin  0-+-ä  cos  0)  sin  a cot  d 

die  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungsorle  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Bahn  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  xyz. 

Um  diese  Gleichungen  noch  anders  auszudrücken,  seien  g,  h 
und  y,,  gl,  hl  die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  und  des 
beobachteten  Punktes  in  der  Buhn  der  Sternschnuppe  in'  dem*  Sy- 
steme der  xyx^  und 

y=z  ^x~ir  ^ = 

seien  die  Gleichungen  der  durch  ,die  beiden  in  Rede  stehenden 
Punkte  bestimmten  Gesichtslinie;  so  ist 

g = A = 31/4-^;  //i=?(/i4-^; 

und  folglich  , ' ' • 

y — g = ^(or— /),  x — h = ^l{x-^f) 

und  * m 

g-;gi=Af—fi)y  — /^i  =^(/— /i),. 

also 

^—«■=7=7^  («^— /)• 


* 
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Nach  dem  Obigen  ist  . • 

/'=-  — Q €os  A.-f-r  cos  5p  cos  15  T*, 

^='  — ^ sin  ;i-f-r(sin  0 sin  y-hcos  0 cos  y sin  15  T), 
/iz=  * * r(cos0  sin  y — sin'0  cos  y sin  15  T). 

Ferner  ist,  wenn  jötzt  wieder  i die  Entfernung  des  beobachte- 
(en  Pifnktes  der  Bahn  der  .Sternschnuppe  von  dem  Beobachtungs- 
orte bezeichnet,  nach  5.  und  7. 

= — Q cos  X-\-r  cos  5p  cos  15  T-\-i  cos  « cos  d, 
g-,  = — p sin^X-Hr{sin  0 sin  9 -4- cos  0 cos  9* sin  15  T) 

-h  i(sin  0 sin  d-^  cos  0 sin  a cos  d),  ' 

r(cos  0 sin  9 — sit^  cos  9 sin  15  T) 

• -4-  «(cos  0 sin  d— siu  0 sin  « cos  d); 

d.  i. 

y,  =:/■ -4-  i cos  a cos  d, 

g-,  i (sin  0 sin  d-|-co8  0 sin  « cos  d), 

/l^  (cos  0 sin  d — sin  0 sin  ce  cos  d). 

Folglich  sind  nach  dem  Obigen 

y-\-Q  sin  X — r(sin  0 sin  9 cos  0 cos  9 sin  15  T) 

sin  O sin  d-i-cos  0 sin  a cos  tf  , ' . 'T^ 

. — — (:r-l-^  cos  A — r cos  9 cos  la  1 J, 


12 


cos  tk  cos  d' 

— r(cos  0 sin  9 — sin  0 cos  9 sin  15  T) 
cos  0 sin  d — sin  0 sin  a cos  tf 


„ COS  X — r cos  9 cos  15  T) 

cos  a cos  a ' ^ 

nie  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungsorte  nach  dem  beobach-  ^ 
teten  Punkte  der  Bahn  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  a:y%. 

Diese  Gleichungen  sind  auch 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

cos  X — r cos  9 cos  15  T 

— « cos  d « I — ^^^os0sin9 — sin0cos9sinl5T)| 

“cos0sinJ'— sm0sin«cosd*  ^ 

y-f^'sin.  ^ — r(sin  0 sin  9-+- cos  0 cos  9 sin  15  T) 

I _ sinftsinJ-<-ros»sin«c^  s_r(cos0  sinffl-sin®  cosy  sin  1 5 T)  1 . 

' { — cos0sind'— sin0sm«cosd*  \ 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

/^  = cos  a cos  d, 

1^=1=:  sin  0 sin  d+cos  0 sin  a cos  d, 

, 67  = cos  0 sin  d- — sin  0 sin  a cos  d,  , 

14.  / rwj 

=cos  9 cos  Id  7, 

=sin  0 sin  9 cos  0 cos  9 sin  15  T, 

=co8  0 sin  9 — sin  0 cos  9 sin  15  Tf 


« 
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SO  werden  die  Gleichungen  13. 

A AC^ 

I j?  = — % 


15. 


r- 


^ Q cos  X. 

B BC  * ^ 

~C  ^ — ~c'^  ^“1"  1 T q sin  X\ 


und  wenn  man  die  Hülfswinkei mittelst  der  Formeln  * 

16.  tang  t/;  = sin  a cot  6,  tang  xf/^  — sin  15  T cot  ^ 

berechnet;  so  hat  man  für  die  Grössen  Aj  iSf,  C,  A\y  die 

folgenden  Ausdrücke: 

'A  = cos  «.cos  d,. 


B — 


\C=z 


sin  & sin  (O  -f-  \p) 
cos  \f/  * 

sin  cf  cos  (ö-i- 


17. 


cos  t/f  ’ . . 

\Ai  = cos  5P  cos  15  T’, 

\j^  sin  y sin 

‘ cos  V'i  ’ . ' 

^ sin  y cos  (0-f-^^) 

* «os'vf'i  ** 

* 

§.3.  • ■ 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungsgleicbung  aufsudlien , welche 
erfüllt  sein  muss»  wenn  zwei  aus  verschiedenenen  Beobachtungsor- 
ten nach  beobachteten  Sternschnuppen  gezogene  Gesicbtslinien  sich 
schneiden  sollen. 

Nach  'den  Gleichungen  11.  im  vorigen  Paragraphen  haben  die 
Gleichungen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gesicbtslinien  iin  Allge- 
meinen die  folgende  Form: 

0 

q cos  X — r cos  y cos  15  T-\-x 

= (p  sin  X sin  0 — r sin  y-hy  sin  04-as  cos  ©)  cos  a cot 
q sin  X cos  0 — r cos  y sin  15  T-f-y  cos  © — % sin  0 

■ — sio  "X  sin  © — r sin  y-f-y  sin  cos  ©)  sin  a cot  6 

und  ^ 


p,  cos  — Vi  Cos  y,  cos  15  7\  -4-^ 

= (Pi  sin  sin© — siny^-f-y  sin ©-t-:?  cos ©)  cos «|.  cot 

pi  sin  X^  cos  © f* I cos  yj  sin  15  STj—j— y cos  ©i— z sin  © 

=:(Pi  sinA>i  ain  © — sinyi-^-y  sin©-F'X  cos©)  sin  ccj  cotdj. 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  drei  Grössen 
y»  ^ wird  man  offenbar  die  gesuchte  Bedingungsgleichung 

erhalten.  Zieht  man  aber  die  dritte  Gleichung  von  der  ersten,  die 
vierte  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Re- 
ductionen  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


. . ' I 
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I 

^.cos  X — Ql  COS  X%  ~r(f  cos  y cos  15  T — cos  9,  cos  15  Tj) 

— (^  sin  ^ sin  0 — r sin  9)  cos  a cot  d 

-+-(^1  sin  li  sin  0 — sin  9,)  cos  a,  cot 
=r(cos  « cot  d — cos  ce,  cot  d,)  (y  sin  0-|-«  cos  0), 

,sin  X — sin  X,)  cos  0 — (r  cos  9 sin  15  T — r^  cos  9,  sin  15  Tj) 

— sin  'X  sin  0 — r sin  9)  siflK  a cot  d . ~ : 

' s*n  Aj  sin  0 — r,  sin  9,)  sin  a,  cot 

> =(sin  a cot  6 — sin  a,  cot  ) (y  sin  0 + ä cos  0). 

Aus  diesen  lieiden  Gleichungen  kann  man  nun  sehr  leicht  die  Grösse 
sin  0 + 2 cos  0 eliminircn^  und  erhält  nach  einigen  leichten  ' 
Reductionen  die  folgende  Gleicliung: 

18.  0=j(^  sin  A.5-^1  sin  A,)  sin  0 — (r  sin  9 — r^  sin  9i)j 

sin  (a  — «,)  cot  d cot  d, 

— |(^  cos  X — cos  ^1)  sin  « — sin  A — sin  Aj)  cos  a cos  0 

— r cos  9 sin  (a — 15  T)  + r,  cos. 9,  sin  (a  — 15T,)j  cot  d 
+ |(^  cos  X — Qi  cos'^i)  sin  «,  — sin  X — sin  Ä,,)  cos  cos  0 
— r cos  9 sin  («j  —15  Tj+r,  cos  9,  sin  («,  — 15  Ti)}  cot  dj, 

welche  die  gesuchte  Bedinguugsgleichung  ist.  Bringt  man  alle  die 

feocentrischen  Breiten  9 und  9^  der  beiden  Beobacutungsorte  ent- 
altenden  Glieder  auf  eine  Seite,  so. nimmt  die  vorstehende  Glei« 
chung  folgende  Gestalt  an: 

19.  cos  X — Ql  cos  ^,)  (sin  a cot  d — sin  «,  cot  d,) 

— {q  sin  X — Ql  sin  jcos  0 (cos  a cot  d — cos  a^  cot  d,) 

+ sin  0,  sin  (a  — «,)  cot  d cot  dj| 

= r cos  9 jsin  (a — 15  T)  cot  d — sin  (a,  — 15  T)  cot  d,  | 

— r,  cos  9,  jsin  (a — 15  7\)  cot  d — sin  (a, — 15  T,)  cot  d,  j 

— (r  sin  9 — Ti  sin  9,)  sin  (a  — «,)  cot  d cot  di. 

Noch  etwas  einfacher  kann  man  die  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  unter  der  folgenden  Gestalt  darsteilen: 

20.  0=1  (^  sin  (>,  sin  Xj)  sin  0— (r  sin  9— r,  sin  9,)j  sin  (a — «,) 

— |(^  cos  X-^Qi  cos  Ä,,)  sin  a — (^  sin  X — sin  X,)  cos  a cos  0 

— r cos  9 sin  (a — 15T)+ri  cos  9,  sie  (a  — 15T,)|  tang  d, 

+ |(^  c*s  X — cos  A,)  sina,— sin  ^ sin^,)  cosa,  cos0 

— r cos'9  sin  (a,  — 15J’)+r,  cos  9,  sin  (a,  — 15  r,)|  tang  d 

und 

21.  (^  cos  X — >^1  €08  X,)  (sin  a tang.  d,  — sin  «i'  tang  d) 

— (^sinl — Q^  sin  A.,)  jsin 0sin(a — a,)-|-co80(cosatgdj— cosa,  tgd)] 

= rcos  9 jsin  (a — 15  T)  tang  d, — sin  (aj  — 15T)  tang  dj 
— r,i  cos  9,  jsin  (a, — 15  T,)  tang  d,  — sin  (a,  — 15  T,)  tang  dj 
— (r  sin  gyr-^i  sin  9,)  sin  (a  — «,). 
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Diese  letzte  Gleicliung  kunii ' auch  auf  folgende  Art  gesclirüe« 
ben  werden : 

• 22.  cos  7^  — cos  A.,)  (sin  u tang  — sin  a^  tang  J) 

— ((>  sin  A — Ql  sin  Aj)  |sin  0 sin  (ce  — cc,) -|- cos  0 (cos  ff  tang 

- ' • — cos  «1  tang  d)|^ 

= (siuatangdj — sin«j  tangd)  (nfosy  coslST’— r*j.cosy,  coslST,) 

-:-(cos«taiigd| — cosa,  tungd)  (rcos^^sin  15T'— -r,  cos^j  sin  IST,) 

— (r  sin  (p  — r,  sin  sin  (u  — a,). 

/ 

Sind  Li  Lti  die  geogru|ibischen  Längen  der  beiden  Beobacb- 
tungsorte^  so  bat  mau^  wie  inan  durch  eine  einfache  Betraciitung 
Tiiidctj  für  die  Gleichzeitigkeit  der  Beobachtungen  «die  Bedingungs« . 
gleichung 

i5'(r-r,)=o* 

oder 

(Z  — Z,)  — 15(y— rj  = dz3ü0®,  - 

jenachdeni  die  Grössen  Z — Z,  und  T — T,  gleiche  oder  un- 
gleiche Vorzeichen  haben,  wobei  zugleich  zu  bemerken  dass  in 
der  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  das  obere  oder 
untere  Zeichen  genommen  werden  niuss^  jenachdem  Z — Z|  eine 
positive  oder  eine  negative  Grosse  ist.  * 

Für  gleichzeitige  Beobachtungen  ist  aber  q-=zQh  Ar=A^^  also 

Q cos  A — Ql  cos  A,  = 0,  ^ sin  A — sin'  A,  =0, 

und  die  Gieiebuogeu  21.  und  22.  tverden  also  in  diesem  Falle 

23.  (r  sin  </>  — r,  sin  5p,)  sin  («  — «,) 

= r cos  <p  jsin  (a  — 15  T*)  tang  J,  — sin  («,  — .15  T)  tang  d( 

— r,  cos  y,  jsin  (a — loTi)  tang  d, — sin  (a, — 13  7’,)  tang  d| 
und 

• # 

24.  (r  sin  p — r,  sin  y,)  sin  (u  — tf,)  » 

= (sinatangd, — sin«,  tangJ)  (r  cosycosloT — r,  cos^),  cos  157’,) 

— (cos  a tang  (^, — cos  «j  tang  d)  (r  cosy  sinl57’— r,  cos(/),  sint57’,). 

Für  rzzzTij  d.  h.  vfenn  man  auf  die  sphäroidische  Gestalt  der.  Krde 
keine  Rücksicht  nimmt,  können  diese  Gleichungen  auch  unter  der 
folgenden  Form  dargestellt  werden; 

25,  2 sin  (a  — «,)  sin  ^ [cp  — y,)  cos  4 (SP-+"9>i) 

= jcos  sin  (a  — 15  7’)  — cos  9),  sin  (m: — 15  7’,  )|  tang  «d, 

— jcos  y sin  (a,  — 15  T)  — cos  y,  sin  («,  — 15T,)J  tang  d 
und  ' ‘ 

26.  * 2 sin  (« — a,)  sin  -*  (y — y,)  cos  (y-hyi) 

= (sin  a tang  d,  — sin  'a,  tangd)  (cos  y cos  15  7’ — cosy,  cos  15  y,) 

— (cos a tangd, —cos a,  tangd)  (cosy  sin  15  T — cosy,  sin  15  7’,). 

Die  Gleichung  23.  oder  24.  kann  noch  auf  einen  andern  bemer- 
kenswertheu Ausdruck  gebracht  werden.  Die  .Gleichungen  der  die 


/ 
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beideu  ^eobuchXun^sorte  mit  einander  verbindenden  geraden  fJaie 
in  dem  Systeme  der  seien 

o:,  ==  Ää , -f- yi  ===  ^», -h  iV, ; 

so  ist  nach  §,  2.  , 

r cos  9 cos  15  TzzzK  r sin  cos  9 sin  15  T=3f  r sin  9-+-^’^; 

r,  cos9,cosl5T,=:Ä’r,sin9,-i-Z/j  r,cos9,sinl5T',==ilfr|Sin9,-+-A^; 

ifid  die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden,  Linie  sind  aisQ  offenbar 

rcosf/cosIST'— r,  cosy.  cosrlST', . , . 

1^, — rcos9COslD  jf  = — — : — r-^ [%. — rsiny). 

' * r siu  9 — 9'i  siny^  ' * 


27. 


rcosysinlST*— T|  cosy , sinlbT', 


r sm  9 — ri  sin  yj 


y cos  9 sin  1 5 T: 

Also  sind 

_ r cos  9 cos  15  T—f\  cos  y,  cos  15  7*, 
” r sin  9 — r,  sin  y»  . • 


(«1 — rsin9). 


28. 


•i» 


r cos  9 sin  15  7*— r,  cos  y,  sin  15 

r sin  9 — r*!'  sin  yj  "** 


die  Gleichungen  der  mit  d^r  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 
den  Anfang  der  Courdinaten^  d.  i.  durch  den  Mittelpankt  der  £rde^ 
parallel  gezogenen  geraden  Linie.  • Bezeichnen  wir  den  180®  nicht 
übersteigenden  WinlceL  welchen  der  auf  ^cr  positiven  Seite  der 
Axe  der  jTi  «liegende  Theil  der  Projection  der  in  Rede  stehenden 
geraden  Linie  auf  der  Kbene  der  o:,yi  mit  dem  positiven  Tlieile 
der ’Axe  der  Jr,  einscliliesst,*  durch  Ji,  so  ist«Kiacli  den  Principten 
der  analytischen^Geometrie 

j r cos  9 sin  35  T — r,  cos  y^  sin  IST^t 

. tang  ^ ^ rp — IST*,' 

weil  nach  28.  « 


30. 


r cos  9 sin  15  T — cosy,  sin  15  7*, 


* r cos^y  coslSy — cos  91  cosl52\ 

* 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Projection  ist. 

Ferner  sei  D die  Declination  des  Punktes  der  SpHärc^  in  wel- 
chem dieselbe  von  dem  Theile  der  durch  den  IBittelpunkt  der  Krde 
mit  der  "Hie  beiden  Bcobaciitungsorte  verbindenden  geraden  länie  * 
parallel  gezogenen  geraden  Linie^  dessen  Projection  auf  der  Ebene  * 
der  auf  der  positiven  Seiten  der  Axe  der  .r,  liegtj  geschnit- 
ten wird;  so  isL  wenn  Zj  die  Coordinaten  eines  beliebigen 

Punktes  in  diesem  Theile  der  in  Rede  stehenden  durch  den  Alittel- 
punkt  der  Erde  mit  der  die  beiden  Bcobaciitungsorte  mit  einander 
verbindenden  geraden  Linie  parallel  gezogenen  ^raden  fnnie  sindj 
offenbar  in  vötligcr  Allgemeinheit 


und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 
istj 


Vx 


* J'*  . 


I 
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tanff  = cos 


das  Zeichen  so  genommen^  dass  teng  JD  mit  einerlei  Vorzeichen 
erhält.  Nun  überzeugt  inan  sich  über  durch  eine  ganz  einfache 
iBetrachtung  sehr  leicht^  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
a:,  und  cos  ^ immer  gleiche  Torzeichen  haben,  und  folglich  in 
völliger  Allgemeinheit 


tang*  Z)  = -^  cos-.^, 

Oe  X 


also  nach  28. 

31.  tang  D = 


r sin  <f> — r,  sin  >px 

r cos  (f  cos  15 J'— fj  cos  y,  cos  15  y, 

zu  setzen  ist. 

Nach  29.  und  31.  ist  nun 

r cos  y sin  15  — r*  cos  sin  15  T, 

c=(r  cos  y cos  15T — cos  y,  cos  15  T,)  tang  A, 

rsiny — r,  siny,  =:(rcosycosl5T'— r,  cosy^  cos  15T,)  sec./^  tangjO; 

und  folglich  nach  2-i:  ' ^ 

sin  (a — aj  scc  A tang  Dzzz  ^ sin  « tang  d, — sin  a,  täng  d 

, — (cosatangd, — cos a,  tang d) tang 

oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

V 

32.  sin(a  — «,)  tui^/^=sin(a — ^)‘tangd,  — sin(a,— r^)  tangd 

oder  I 

33.  sin  (u^ — A)  tai|g  d— -sin  (a — A)  tang  dj-l-sin («—«,)  tang/fc=rO, 

Auf  diesen  Ausdruck  hat  zuerst  Bessel  die  Bedingungsglei- 
chung für  das  Schneiden  zweier  Gesichtslinien  gebracht. 

Wenn  die  Beobachtungen  für  zwei  Beobachtungsorte  gleichzei- 
tig sind  un#  die  Bedingungsgieichung  23.  erfüllt  ist^  so  wird  man 
die  Beobachtungen  als  einem  und  demselben  Punkte  der  Bahn  einer 
und  derselben  Sternschnuppe  entsprechend  betrachten  können^  und 
sich  nun  die  Aufgabe  vorlegen^  die'  Lage  dieses  Punktes  im  l^ume 
zu  bestimmen,  welches  die  Ansicht  ist,  von  welcher  0 Ibers/}  bei 
seiner  Auflösung  des  Sternschnuppen -Problems  ausgegangen  ist, 
und  die  auch  wir,  weil  sie  in  der  That  die  einfachste  ist,  von 
welcher  man  ausgehen  kann,  hier  zuerst  verfolgen  wollen. 

Tis  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzung^  das  System  der  0Cxyx%\  zum  Grunde  legen 
können.  Bezeichnen  nun  .r,,  die  Coordinaten  des  beobach- 

teten Punktes  der  Sternschnuppen -Bahn;  so  haben  wir  nach  10. 
zwischen  denselben  die  folgenden ' Gleichungen : 


*)  Benzenberg  über  die  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Sternschnuppen.  Hamburg.  1802.  — Gehler  physikalisches  Wörter- 
buch. Neue  Ausg.  Art.  Feuerkugel.  S.  211.  //' 
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COS  a cot  d-hr  (cos  y cos  15  T — cos  a cot  d sin 
yi=Xj  sin  a cot  d+r  (cos  9 sin  15  T — sin  a cot  6 sin  gp) 
niid  ' ‘ ■ ■ • " ' ' -V 

C08«|  coto, -f-r,  (cos  9^  cos  15  — cosa,  coto^  singpj), 

y,  =*i  sin  a,  cotd,  •+-r|  (cos9>i  sin  15  — sin«,  cotdj  sin 9,); 

\robei  wohl  kaHm  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  dass  sich 
das  eine  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  auf  den  einen^  das 
andere  auf  den  andern  der  beiden  Beohaebtungsorte  bezieht. 

* Aus  der  ersten  und  zweiten  und  aus  der  dritten  und  vierten 
dieser  vier  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimination  von 

sin  a — cos  a=r  cos  g>  sin  (a — 15  T), 
sin  — y^  cos  a,=ri  cOs  y,  sin  («,— IST,); 

t V*  4 ^ 

und  folglich 

o:|8in(a — aj==rco6ycosa,8in(ce — 157^ — riCOsgp,co«*sin(ai— IST,), 
y,  sin(o — a,)=rcosy8ina,  sin(a— 157^ — r,cosgp,  8ince8in(cc, — IST,); 

mso 

cos  y cos«,  sin  («  — 15T) — r,«cosy,  cos  «sin  (er,  — IST,) 

sin  («  — «,)  ’s 


34. 


rcesy  sin«,  sin  (« — IST*)— *r,  cosy,  sin  « sin  («, — IST,) 
W sin  («--«,)  *"!  * 


35 


Aus  der  ersten  < und  dritten  und  aus  der  zweiten  und  vierten  Glei« 
chung  erhält  man  durch  Elimination  von  .r,  und  y,  für  x,  sehr 
leicht  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

, r(cosy cosl 5T»cos«cotcrsiny)-r I (cosy , Cos  1 5T,-cos« , cot(f,  siny , ) 

**  cos«  cot cos«,  cot cT,  ’ 

ir(cosy  sinl5T-sin«  cotef siny)  -r , (cosy , sinJ  5T,  -sin« , cotJ,  siny , ) 

sin«  cot (f — sin«, 'cot <f,  ' 

• ■ I t 

Man  kann  aber  für  noch  andere  Ausdrücke  finden.  Aus  der 
ersten  und  zweiten,  und  aus  der  4i*itten  und  vierten  Gleichung  er- 
hält man  nämlich  leicht  * 

* 

cosa-J-y,  sina=:x,  cotd-l-r  jcosy  cos(a — 157^ — sinycotdj,  « 
o:,cosa,-l^y,sina,r:=»,cotd|-f-r,  jcosy, cos(c(, — 15T,) — siny,cotd,  | 
oder  , 

cos«H-y,  8ina=(s, — r siny)  cot d-f-r  cosy  cos(a — IST), 
;r,€Osa,-|-yiain«j==(»i, — siny,)cotd,-+-r,co6y,  cos(a,-r-15T,). 
^ach  34.  ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  . * .!. 

, r^sycos(a-^-«,)siii(«— -IST) — r,  cosy,  sin(«,<^15T,) 

.zr,  cosüH-y,  8in«=  r sin  («-«,)  7 > ' 

rcosyfit(tH48T)-^riCosy,cos(«^,)sin(«,— 15T,) 

8Hi(«— «,)  ' * ’ 

^ • 

*'  I / * - .Ur  ;r/t 


ar,cosa,-f-y,  sma,c=9 
und  folglich  nach  dem  Obigen 


t ^ 
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36.' 


= r siny-f- 


a5,=rj  sinsp,-f 


y.cos  y sin  (g|  — 157^ — rj  cosy,  sin(g|  — 15T*t) 
sin  («  — «,)  cot  (f  ^ 

rcosysin(« — 157*) — r,  cos  yt  sin  («  — ISTf) 
sin  («  —«i)  cot  <T, 


Bezeicbneii  wir  jetzt  die  dem  Moment  der  BenbacbtuDpcen  ent> 
sprechende  Sternzeit  des  Punktes  der  Krdoberfläcbe , m welchem 
dieselbe  von  der  von  dem, Mittelpunkte  der  Erde  adcb  aein  beob- 
achteten Punkte  der  Sternschnuppen  - Bahn  gezogenen  geraden 
' Linie,  geschnitten  wird,  durch  T',  und* setzen  der  Kürze  wegen 
so  ist,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allgis- 
meinhcit  ' * 


37. 


tang  = 


mit  der  Bestimmung,  dass  in«  dem  Falle,  wo  und  gleiche 
Vorzeichen  haben,  A zwischen  0 und  90®  oder  zwischen  18Ö®  und 
270®  genommen  werden  muss,  jenachdem  die  Grössen  .zr,,  y, 
beide  positiv  oder  beide 'negativ  sind;  dass  dagegen  in  dem  Falle, 
wo  «zr,  und.^i  ungleiche  Vorzeichen  haben,  A zwischen  90®  >und 
180®  oder  zwischen  270®  und  360®  genommen  werden  muss,  ' 
nachdem  .zr,  negativ  und  y,  positiv,  oder  <r,  positiv  und  y,  n^ 
gativ  ist.  . • 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Länge  des  in  -Rede  stehen- 
den Punktes  der  Crdoberuäche  in  Bezug  aut’  den  einen  der  beiden 
Beohaelitungsorte , welchem  die  Sternzeit ^ entsprechen  mag,  als 
Anläng  der  Längen  durch  L/\  so  ist  oO'enlror 

Z'=15(r'-T)  oder  Z'==360®4-15  (T'— T), 

jenachdem  T'—T  positiv  oder  negativ  ist,  und  die  geographische 
Länge  des  in  Rede  stehenden  Punktes  der  ErdoherAäche  ist  nun, 
wenn  Lt  die  geographische  Länge  des  Beobachtungsortes,  welchem 
die  Sternzeit  T entspricht,  bezeichnet, 

JL-\-U  oder  Lt-\~U — 360®,  ] 

jenachdem  L~\-U  kleiner  oder  grösser  'als  360®  ist.  Dass  man 
hier  an  die  Stelle  des  Beobachtungsorts,  welchem  die  Sternzeit  T 
etilspricht,  auch  den  Beobachtungsort,  welchem  die  Sternzeit  7*, 
entspricht,  setzen  kann,  versteht  sich  von  selbst. 

Nach  34.  und  37.  ist 

ft 

M r cosy  sin  ft,  sin(«  — ISy) — r,  cosy,  sin«  sin(«,  — 157*,) 

• ^ ^ r cosy  cos«j  sin(« — 152'} — n,  cosy,  cos«  sin («, — lör,)’ 

woraus  leicht  die  Gleichung  . , . 

39..rcos9)8iD(ar— 157^siD(«i— ^)=riCOsy,8in(a|— 152’,)sin(a — 


oder 


40. 


erhalten  wird. 


r 'I cosy,  sin  («,  sin  (« — ^ 

r*i  ' cos  y sin  (« — IST')  sin  («^  — Ay 

I ri' ■ cos  y sin  (K—lSy)  sin  («,  —^) 

r cosy,  sin  («,  — ISy,)  sin  (« — A) 

Also  ist  ' 


% 
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C9S  y sin  {a^  — IST) ^ cos  sin  («j  — 15T|) 

sin  («,  — IST)  sin  (« — A) — sin(«  — J5T)  sin  («, — A) 

••  COS  y ^ j 

^ « &in  (a  — A)  ^ 

• t 

— cos  tp  sin  (a — IST)  — cds*^),  sin  (a — IST,) 

sin(c(,  — IST,)  sin  (a  — Ä) — sin  («  — IST,)  sin  (c;, — A) 

, » . ^ * ' sin  (n,  — A)  . ’ 

oder,  wie  man  leicht  findet, 

• ' « • 

• t sin(«-«,)sin(^-lS7^ 

cos9)sin(a,-loT)—  cos5p,sin  (ai-li>T,)=cos9) > 

/ 

^ 1 sin('a-«,)sin(^-lST,) 

cosysin(a-loT>cosy,sin  («-la-T,  )=  «os  y , ^nr^:^) ” ’ 

’l^nd  folglich  nach  36. 

•«rin  (f>  sin  {a — /jt)-|-cos  y lang  J sin  (A  — IST) 

sin  {cc  — A)  . * 

sin ^ , sin  fr;, — ^)-4-c%S(y-,  tanjrd,  sin  IST,)  • ’ 


40. 


;,=r. 


sin 

* Berechnet  man  die  Hülfswinkel  t/i  und  t//,  ^Ipttcl^  der  Formeln 

^ ' tanffd'sin  (/I— IST)  ' ^ taug  tT,  sin  {A — IST,) 

-ß-  ‘“"S  ^ sin  (cc-A) > ‘“"S  V'.  = i 

* . « « • # 
so  ist 

„o  sin  (y-h«/')  sin>(7,-f-^.,)  .♦ 

^ COS  ^ * * cos  ^ 

Mittelst  der  Glclchiiogen  34.  und  4p.  erhält  man  auch  leicht 

cosy-  cos ^sin (^—  IST)  cosy  j.  cos/^sin(rr, — IST,) 

* ^ sin  («-^111  ’ sin  (rr, — A) 

und*.  » 

cosy- sin/f  sin(f< — IST)  cosy,  sin.<^sin(a, — 15T,) 

fii  • 


45.  y,  =r 
also 


sin  (a  — A) 


■)  yi— .'1 


sin  (rc,  — ^) 


® . , • , cosy2  sinfrr— I0T)*  . , cosy  ,*  sin(flf,~ IST,)*  • 

4o.  o;,  ^ -h  V,  * = =r, * . 7-T . 

* sin  (r; — A)^  . * sin  (a, — A)^ 

Bezeichnen  wir  die  geocentrische  Breite  des  Punktes  der  Erd- 
oberfläche, in  welchem  dieselbe  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  dem  beobachieten  Punkte  der  St|rnscliDUppeii.Bahu  ge- 
zogenen geraden-  i.<inie  geschnitten  wird,  durch  H\  so  is(  ofleubar 
io  völliger  Allgemeinheit  « * . . 


d.  i.  nach  41.  und  46. 


48. 


^ „ , tang  y sin  (a tang  d sin  (A — 'IST) 

tang  B = ± — siu(«-J5r)  ’ 

, n M*tangy,  sin  («i — i4)-<-tang  d,  sin  (/f  — 15T,) 
tang  /t  = B= siu  (<t.  - ISr.) ^ * 
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das  Zeichen  jederzeit  so  genommen,  dass  tang  B mit  is,  einerlei 
Yorzeicheq  erhält,  d.  h.  so,  dass  tang  ^ positiv  oder  negativ  wird,, 
jenachdem  die  Grössen 

^in  {a- — und  s^n  5p  sin  (a — -^)-+-cos  y tang  3 sin  15 7^ 
oder 

t m 

sin(oei — j4)  und  sin  9 ^ sin  — ^)-t-cos  y,  tang  d,  siu(-4— 15T,) 
gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Anch  ist 


tang,  B = 


^TP7 


»i 


+ tang  J* 


= =t  — cos  U^y 


X 


das  Zeichen  so  genommen^  dass  tang  B mit  einerlei  Vorzeichen 
erhält.  Nun  erhellet  aber  leicht,  dass  or,  und.*cos  .^jederzeit 
gleiche  Vorzeichen  haben.  Folglich  ist  in  völliger  Allgemeinheit  ^ 

» . 49,  tang  B=z^  cos  ^ * 


Bezeichnet  man  durch  J^,und  Bi  die  Entfernungen  des  beob- 
achteten Punktes  der  Sternschnuppen  - Bahn  von  den  beiden  Beob- 
achtungsorten} so  ^t 

B=±\/ ^ cos  (f  cos  15  7’)*-+-(y , — r cosy  sin  15  T)*-|-(« , — rsin  9)% 

(^j-rjCa5PiCsl5T',)*-+-(y,-r,cs5p,sinl5T',)*-|-(»,-riSin9,)*; 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet," 

♦ V- rcoswsinf«, — 157^) — r,  cos®,  sin(<r, — IST*!) 

X. — r cos<p  cos  Id  7=cosa ^ LJ _L_J ii — LJ iz 

* ^ A sin  (« — «,)  » 

• * ' . 

»-  „rcosy  sin(«^— lj^)--rtcosy,sin(o,— ISrj^ 

^ I COS  y 81D  X V A ■ I — SID  Ct  ^ ii-— ••*■1  I . 

» 

^ rcos9sin(«,  — ISr)— r,  C0S9,  sin(«,  — ISr,) 

, — f sin  (p  = tang  o ■ --- — — . ■ ■ 

* ^ ® » ®*“  («•”«1) 


X 

und 

X,- 


^^rw,  rcos®sin(« — 157^— r,cos®,sin(a — 157’,') 

•,co.5P.cos1dT.=cos«. 2 ^in(.-L.)  ' . ’ 

• • rcos®sin(« — 157’)— r,cos®,sin(« — 157’.) 

y, — ricos®,  sinlDT,=sinai: . ■ ; — 

. * , * rcos9sin(a — 157’)— r,  cos®,  sin (« — 157’,) 

• * ° sm(a — ai)  • 

ist,  » 

* I I 

|*r  cos  g>  sin  (®, — 157’) — r,  cos  y,  sin  (o,.*- 157’,) 

““““  sin  (a — ff,)  cos  d * ’ . 

I ^ l_ r cos  9 sin  (« — 157^  — r,  cos  y,  sin  (g~157’,)  ^ ' 

‘ sin  (a — «,)  cos  tf,.  . ■ , ’ - 

die  Zeichen  so  genommen,  dass  die  Grösser  auf  den  rechten  Sei- 
ten d^r  Gleichheitszeichen  positiv  werden.  Mittest  dieser  Formeln 
erhält  man  ferner,  weil  nach  dem  Obigen  ^ 


50. 
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^ ■ 

cos  5p  sin  («,  — IST)  — cos  g>^  sin  (a,  — 157J|i  • 

sin  («—«»)  sin 
^ sin  (€c—J) 

r ♦ 

— cos  5p  sin  («— :15T) — cos  y»  sin  (« — 15  7\) 

sin  (« — «,)  sin  (^  — IST*,) 

■ ■■  ^ COS  QP I ^ ^ » V 

Sin  (ttj — j4) 

ist,  leicht 

„ , cos  y sin  — 15T)  ^ , cos  y,  sin  (y4—ViTj) 

* ^ cos  ct  sin\a — 4)  * * T“^*  cos  tf,  sin  («j — A)  * 

die  Zeichen  so  genommen , dass  die  Grössen  ,aaf  den  rechten  Sei- 
ten der  Gleichheitszeichen  positiv  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Bntfernung  des  beobachteten  Punktes  der  ' 
Sternschnuppen -Bahn  vom  Mittelpunkte  der  'Krde  di^rch  so  ist 
offenbar  

Jt  cos  Ä = 

* * cos  Zt  ’ 

und  folglich  nach  46.  . * 

■ ly  cos  y sin  (« — \^T)  . ^ , cosy,  sin  (et,  — Iby,)' 

’ ^ cos  Zf  sin  (a—y:/)  ’ cos  Z/  sin  (a^ — A)  * 

> 

die  Vorzeichen  so  genommen,  dass  die  Grössen  auf  den  rechten  Sei- 
ten der  Gleichheitszeichen  positiv  werden. 

Man  hat  ajso  jetzt  zur  Berechnung  aller  auf  die  Lage  des  be- 
obachteten Punktes  der  Sternschnuppen -Bahn  im  Raume  Bezug  ^ 

habenden  Grössen  die  folgenden  Formeln: 

• 

tan  cosy  sin«,  sin  (« — 157*) — r,  cosy,  sin  <<  sin  («,— IST’,) 

® r cosy  cos«,  sin(a  — 153T) — r,  cosy,  cos«  sin  («,  — 15T*,)* 


____  cos  y cos  A sin  (« — IST^) cosy,  cos^sin(«, — IST’,) 


sin  («  — A) 


sin  (ui—A) 


cos  y sin  sin  («  — 157’)  cos  y,  sin  A sin  («,  — J57’,) 

^ sin  i« — A)  ' sin(«i-— /I)  * 

- ' tangtf  sin  (yf— 1570  _ _ . tang  tf,  sin  (y^-^  157’,) 

**“K  > ‘»»y  V.  = . 

(y-FV') *i”  (7'i-t-V'i.) 

* cos  tp  ^ cos  ’ 

• f 

tang  JS  ~~  cos  Jl, , 

^ cos  y sin  (A — 157Q  l_  cosy,  sin  (yf — IST’,) 

^ cos  d sin  (« — A)  ’ * cos  tf,  sin  («, — A)  ’ 

^ l_  cos  y sin  (« — 157Q |_  cosy,  sin  («,  — 157’,) 

^ cos  ZT  sin  (« — A),  ^ ! cos^tf  sin  («,  — yZ)  ’ 

in  den  Ausdrücken  für  E^y  H die  Zeichen  so  genommen,  dass 
die  Grössen  auf  4^n  rechten  Seiten  der  < Gleichheitszeichen  positiv 
werden.  ♦ • 

Den  Ausdrücken  von  Z9liiind  Ei  kann  man  auch  die  folgende 
Gestalt  geben:  • 


♦ 
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E'. 


_L  ..  y tang  y>  ^ cos  7-,  tanp  t/», 

sin«)'  >■»■—==»•.  sin«).  • • 


Verlangt  man, die  Conrdinaten  «r,,  y,,  s,  nicht  zu  kennen,  so 
stellt  man  die  Formeln  am  besten  unter  der  folo^cnden  Gestalt  dar: 

r cos  y sin  sin  («— IST*)—?-,'  cos  y«,  sin  « sin  IST,) 

/,*  cos  7 cos  «,  sin  («  — JÖ^j-rr,  cos  y,  cos  « sin  («,  — 157\)’ 


tang  cT  sin  (/7— IST) 


tang  (T|  sin  (A—lbTi) 


tang  y,  = — , tang  V-,  _ , 

• * / 

sin  (« — j^)  sin  (y-|-^)  ^ sin  («, — A)  sin  (yi-f-^i) 

«osy-j  cos  1/»,' sin («I — 153T,)’ 


tang  B = zh: 

E'=.i^  r 

n=:dzr 


cos  y cos  y sin  (« — 157^) 

cos  y-  tang  y 
sin  (F 

' , cos  y.  sin  (« — 157^ 


_i_„  «osy,  tang^i 

’ ' 


cos  B sin  (rt  — Ä) 


cosy,  sin  (ft,  — 157^,) 
cos  B sin  (a[  ^A)  • 


\ ^ 
ln  den  Ausdrücken  von  tang  B müssen  die  Zeichen  so  genommen 

werden,  dass  tang  B positiv  oder  negativ  wird,  jenachdem  die 
Grössen  cos  t//,  sin  oder  cos  sin  gleiche 

oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  , 

Ohne  Schwierigkeit  kann  man  auch  nach  den  folgenden  sich 
leicht  ans  dem  Obigen  ergehenden  Formeln  rechnen: 


n 


w 

r cos  y sin  («1  — 157*)  — r,  cos  y-,  sin(ff|— isy,) 

sin  (« — «,)  » 


,r,  =w  cos  a + r cos  y cos  15  T, 
y,  z=zu  sin  «-{-r  cos  y sin  15T, 
35,  =//tang  d-+-r  sin  y, 

tang^  = ^, 


tang  Ä ==  ^ cos 
cos  y sin  (A — IST’) 


cos  cT  sin  («  — A)  ’ 

. ^ cos  y,  sit>  (/f-llsr.) 

* * COS  (fl  sin  («, — A)  ■* 

l_  cos  y sin  (« — IST’) 

^ cos  jßf  sin  (tc—'A)  ’ 

* * * • 

oder,  auch  nach  den  folgenden  Formeln:  - ^ 

r cos  y .sin '(«  — IST’)— r,  cos  y,  sin  («  — IST’,) 

T~  sin  («  — «,)  *’ 

cos  cos*y,  cos  15T,, 

y,  =»,  sin  «i-F-r,  cos  y,  sin  157’,, 

.*1=7»!  tang  d,-Hr,  sin  9,,  » ^ 

■ ■ ’ . ' ‘»“Jr  ^=ff. 


f 


/ 
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tang  /?  = — cos  Ay 

cos  y sin  {A — 15Z*) 
cos  (T  sin  {(u  — A)  ’ 


J5^=:  il=  r 


cos  y-j  sin  (// — 13T*t) 

’ ' cos  cfj  sin  («, — A)  ’ 

o ^ cos  y,  sin  (rt^  — ISr,) 

cos  ^ sin  («1 — A)^  ' , 


Die  Vorzeichen  in  den  Ausdrücken  von  E,  E^,  Jt  müssen  im- 
mer so  genommen  werden,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  po- 
sitiv werden. 


§.  5, 

Auch  hei  Beobachtungen,  die  sich  als  gleichzeitig  erwiesen  ha-, 
ben,  ‘wird  wohl  fast  nie  der  Fall  eintreten,  dass  die  Bedingungs- 
gleichung  23.  genau  erfüllt  ist,  sondern  dies  wird  immer  mir  uähe- 
rungsweise  Statt  finden.  Dadurch  ist  Brandes  **)  veranlasst  wor- 
den,. hei  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  von  einer  andern  Ansicht 
auszugehen,  indem'  er  nämlich  auf  den  beiden  Gcsichtslinien  die 
beiden  Punkte  hestiiniiit,  deren  Entfernung  von  einander  ein  iMini- 
mum'  ist,  und  in  der  Grösse  dieser  Entfernung  zugleich  ein  Krite- 
rium für  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen  hndet. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Gesichtslinien  in  dem  Systeme  der 
welches  wir  hier  wieder  zum  Grunde  legen  können,  sind 

nach  10. 

cos  (A  cot  d-f-r  (cos  y cos  15 T — cos  a cot  ö sin  y), 

yi=Ä,  sin  a cot  ^-|-r  (cos  y sin  IST* — sin  a cot  d sin  y>) 

und 

=«i  cos  «,  cot  -+•/*,  (cos  cos  15  T^  — cos  a,  cot  sin  y ,), 

y,  =Ä|Sinai  cot  d, -f-r,  (cos  y,  sin  15 7\  — sin  a,  cot  d,  sin  97,). 


Die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  dieser  Linien,  deren  Ab- 
stand von  einander  ein  Miuimuin  ist,  seien  respective  X,  V,  Z 
und  X.',  Y\  Z\  und  der  Abstand  dieser  beiden  Punkte  von  einan- 
der sei  so  hat  mau  die  folgenden  fünf  Gleichungen: 


53 


{X—Z  cos  a cot*dH-r  (cos  9)  cos  15 T— cos  a cot  S sin  5p), 
Y=:Z  sin  u cot  (cos  y sin  15  J* — sin  « cot  d sin  9)); 

^ rX'=Z'cos«i  cotd,+r j-(cos5p,  cosl5  7\ — cos«,  cotd^  singo,), 
|^^'==:Z' sin  «1  cotdj-l-r,  (cosy,  sin  15 — sina,  cotdi  siny,); 
55.  S^  = {X—Xy-h{Y—Y’y-^{Z^Z')\ 


► 

®)  Brandes  Unterhaltungen  für  Freunde  der  Physik  und  Astronomie. 
Leipzig,  1826.  Heft  1.  Die  von  mir  im  Folgenden  entwickelten  Formeln 
dürften  übrigens  vor  den  von  Brandes  gegebenen  Formeln  wesent- 
liche Vorzüge  haben,  so  wie  denn  überhaupt  die  von  mir  angewandte 
Analysis  von  der  sich  im  Geiste  der  altem  geometrischen  Analysis  hal- 
tenden Methode  von  Brandes  ganz  verschieden  ist. 

Tbeill.  il 


.ß' 
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Nach  den  BediDgungen  der  . Aufgabe  miisseii  X,  Y,-  Z und 
X',,  Y',  7J  so  bestimmt  worden,  dass  ^ ein  Minimum  wird.  Man 
kann  aber  offenbar  S als  eine  Function  der  beiden  von  einander 
unabhängigen  veränderlichen  Grössen  Z und  Z'  betrachten,  und 
hat  also  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung  die  beiden 
. folgenden  Gleichungen: 

wo  die ' Differentialquotienten  partielle  Differentialquotienten  sind. 
Aus  der  Gleichung  55.  erhält  man  aber,  indem  man  nur  überlegt, 
dass  X und  X bloss  von  Z,  X^  und  X bloss  von  Z^  abbängen, 
sogleich  . 

* Ö = (X-  X')  i + ( y-  r)  § + z-z, 
-s{%)  = {x-x')%  + (r-r)§.  + z-z>-y..  , 

und  hat  also  nach  56.  die  beiden  folgenden  Bedingungsgleichungen: 
(X-X')  §-+-(y-F)  Z-Z'=0, 

(X  — X')  ^ -4- ( r— F)  ^ + -Z— Z’=  0. 

Nach  53.  und  54.  ist  aber  ' • ' 

= cos  a cot  d,  = sin  a cot  d; 


dZ  — dZ 

^ = cos  «,  cot  d,,  = sin  a^  cot  d,; 


57 


und  folglich 

{(X — X')  cos  a cot  — F')  sin  « cot  d-J-Z — Z'=0, 

(X — X')  cos  a,  cotd,~h(y — X)  sin«,  cotd, -f-Z — Z'=0; 

oder 

J(X— X')  cos  a-f-(r— X)  sin  a-jh(Z-Z')  tang  d==0, 
*i(A' — X')  cos  ce|-^-(X — Y')  sin  a,-h(Z — Z')  tang  d,=0. 

^ I 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  und  den  vier  Gleichungen  53.  und 
54.  sind  die  sechs  Coordinaten  X,  X,  Z und  X',  X,  Z'  zu, be- 
stimmen. 

Aus  den  Gleichungen  57.  erhält  man  ohne  alle  Schwierigkeit 
(X — X')  (cos  a cot  d — cos  «,  cot  dj)-f-(X — 1^)  (sin  a cot  d 

— sin  a,  cot  d,)==0 

und 

(X— X')  sin  (a — «,)  cot  d cot  d, -H(Z — Z')  (sin  «cot  d ^ 

— sin  «1  cot  d,)=:0, 

(X — X)  sin  (a — a,)  cot  d cot  d, — (Z — Z')  (cos  a cot  d 

— cos  cotd,)  = 0; 

also 
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y— y" cosCT  cot(f— cosg|  cotcf, costttangtfi — cosc,  tangef 

* X — X‘  sin«  cotcT— sin«,  cot(f,  sin  « tangtf^  — sina^  tangtf 

und 


oder 


i 

II 

1 

sin  a cot  (f — sin  «,  cot  cT, 

60.  J 

Sin  («—«,)  cot  tt  cot  ff, 

>r!  ■ 

II 

cos  a cot  fT — cos  «,  cot  tT, 

sin  (« — a,)  cot  d cot  ff, 

X— X'=  — 

sin  cc  tang  cf, — sin  c:,  tang  cf 

sin  («  — «,) 

cns  u tang  tT,  — cos  tang  J 
' sin  (a  — «j)  ' 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 


{A^=:r  (cos  (p  COS  15  T — cos  a cot  d sin  y), 

=r,  (cos  gpj  cos  15 7\ — cos  «i  cot  <J,  sin  y,) 


und 


9 * 

Zf  = r .(cos  5p  sin  15  T — sin  a cot  d sin  5p) 


=r,' 


(cos  y^  sin  15 T, — sin  cot  <J,  sin  y,); 

« • * * 

so  ist  nacb  53.  und  54. 

64.  X ==  Z cos  a cot  d-\-  F=  Z sin  a cot  B, 

65.  X'=zZ'  cos  a,  cot  y'=Z'  sin  «,  cot  J, -f-Z?, 


und  folglich  ' • . 

X — X'rzzA — Ai-\-Z  cos  a cot  6 — Z'  cos  a^  cot 
IT—  Y':=B — ÄjH-Z  sin  « cot  d — Z'  sin  a,  cot 

Führt  Diati  dies  in  die  Gleichungen  57.  ein,  so  erhält  man  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen  zwischen 'Z  und  Z'\ 

f(A — At)  cos  a^(B — Zf,)  sin 'aj  cot  J-^Z  cosec  d* 

•^Z^|l-4“Cos  (a — a,)  cot  d cot  d,  j=0, 
\(A — A^)  cos  — B{)  sin  a,|  cot  d,“Z'  cosec  d,*  • 

t4-  Z’  jl-f-cos  (a  — «,)  cot  d cot  d,  j =0; 

aus  denen  sich  auf  dem  Wege  der  gewöhnlichen  Elimination  ferner 
die  beiden  folgenden  Gleichungen  ergehen:' 

9 

66.  cot  d cosec  d,*  \{A — A^)  cos  a-|-(Zf — Ä,)  sin  a\ 

— cotd, |l-f-cos(« — a,)cotdcotd,  | |(^— ^,)cosa,-|-(Zf — Zf,)sina, | 
= — Z I cosec  d*  cosec  d,  * — (l-l-cos  (a — «,)  cot  d cot  d,)*j, 

67.  cot  d,  cosec  d*  \{A — A^)  cos  a^~{-[B — B^)  sin  a,| 

— cotd  jl~f-cos(a — a,)  cot d cot d,  | \(A — A^)  cos«+(Zf — Bj)  sin«{ 
= Z'  jcosec  d*  cosec  d,’ — (l-|-cos  (« — «,)  cot  d cot  d,)*|. 

Aus  diesen 'Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Addition  :und  Subtrsetion 

ll* 
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68.  cot<JcotcJi  I cot -cos («-«,) cot j(-f^--^i)cosa-f-(i?-Äi)8inaj 

-4- cot  Jcot (J,  I cot (J-cos («-«,) cot <y,  I ^)B\na^  j 

= — (Z — Z')  jcosec(f*  coseciJ,* — (1-f-cos  (a— «j)  cot(J  cot<J,)*j, 

69.  cot^  {l-+-cosec  ^i*-|-cos  (a — «,)  cot  (J  cotJ,  [ \{A — ^i)cos« 

-4-(Ä  — B^)  sin  a| 

■ — coti^,  |l+cosec  <J*-|-cos  (a — «,)  cötfJ  cotcJ,  j \(A-^Ay)  cobu' 

=-(Z-|-Z0  I cosec  cosectJ,* — (l-|-cos  (a — «,)  cot^  cöt(^i)*|; 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  vorhergehenden  und  dieser 
Gleichungen  mit  sin  sin  multiplicirt: 

70.  — Z |1  — (sin  S sin  +cos  6 cos  cos  (a  — «i))*! 

= sin  S cos  d \{A — A^)  cos  u^{B — B^)  sin  «| 

— sin(!cos(f|  jsin  d sindj-hcos  JcostJ,  cos  (a— a,)j  |(^— -4,)cosa| 

-h(Ä— sin  «»I, 

71.  Z'  |1  — (sin  d sin  dj-Hcos  d cos  S^  cos  (a — «i))*| 

= sin  dj  cos  d»  \(A — Jf,)  cos  a^^(B — i?,)  sin  a,^ 

« ♦ 

cosdsind,  }sindsind, -4-cosdcosd|  cos(a — «,)|  \{A — ^i)cosa 

~\-{B — B^)  sin  a\ 

und 

72.  — (Z — Z')  |1 — ^(sin  d sin  d, +cos  d cos  d,  cos  (a  — <^i))*| 
=:cosdcosd|  jsindcosd, — cosdsindj  cos(a — «i)|  \(A — A^)coBa 

-f-(Z? — iff,)  sin  a\ 

•4-cosdcosd|  |cosdsind| — sindcosdj  cos(a — a,)|  \(A — y^,)cosa| 

+ (Ä— Äi)  sin  a,|, 

73.  — (Z-f-Z')  |1 — (sin  d sin  d, +cos  d cos  d,  cos  («—«i))*! 
=;co8d  {sin d+sin d, <(sin d sind, -4-cosd  cosd,  cos(cc — «i))| 

\(A^ — A^)  cosa-l-(i5P — /?,)  sina{ 

— cosd,  {sind, +sind  (sind  sin d, -f-cosd  cosd,  cos  (a — a,))| 

\(A — Ai)  cos  a,  ■+*(iff — Bi)  sin  a,  |. 

Nach  61.  ist 

* " ' * sin  (« — «,)*  ^ ' * 

und  folglich  nach  55.,  wie  man  leicht  findet, 

^ 1— {sin  (f  sin  cT,h-cos  ö cos  tf,  cos  (a— «,)j* 

^ — cos  d*  cos  (f,»  sin  (a— a,)*  ^ 

oder 

jsin  tT  sin  cTj-f-cos  cT  cos  cT,  cos  (a — «,)1* 

, ' •'  cos  o cos  o,  sm  (a  — « , ) ' 

das  Zeichen  immer  so  genommen,  dass  B positiv  wird. 

Wir  haben  nun  alle  zur  Berechnung  von  X,  X,  Z > und 
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X',  Y',  Z'  and  S nöthi^en  Formeln.  * Durch  EiuführuDg  zweier 
Hülfswinkel  kann  man  sich'  jedoch  die  Rechnung  noch  bedeutend- 
erleichtern.  Weil  nämlich  , * 

sin  d sin  d, -f-cos  d cos  8^  cos  (a — «,) 

, =sin  d fsin  d,  -f-cos  dj  cos  («  — «j)  cot  dj 

» • ' 

ist;  so  ist,  wenn  man 

75.  cot  ^==cos  («  — a,)  cot  d 

setzt, 

/ 

76.  sin  d sin  d, -l-cos  d cos  d,  cos  (a — «|)  cos  (d, — J). 

Auf  folgende  Art  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass  über- 
haupt der  absolute  Werth  von 

cos  a cos  d-f-sin  a sin  b cos  C 


nie  grösser  als  die  Einheit  ist,  was  auch  d,  C sein  mögen. 

Sowohl  der  absolute  Werth  von  cos  a cos  als  auch  der  ab- 
solute Werth  von  sin  a sin  b cos  C ist  niemals  grösser  als  die 
Einheit. 

Haben  also  die  Grössen  cos  a cos.d  und  sin  a sin  b cos  C 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  ist  offenbar  der  absolute  Werth  von  - 

cos  a cos  d + sin  a sin  b cos  C 
nicht  grösser  als  die  Einheit. 

Haben  aber  die  Grössen  cos  a cos  b und  sin  a sin  b cos  C - 
gleiche  Vorzeichen,  so  seien  dieselben  zuerst  beide  positiv.  Dann 
ist  offenbar,  wenn  sin  a sin  b positiv  ist, 

cos  a cos  d + sin  a sin  d cos  C~^  cos  a cos  d Hh  sin  a sin  d, 
d.  i. 

cos  a cos  d-Hsin  a sin  d cos  C'^cos  (a  — d), 

woraus  das  zu  Beweisende  folgt.  Wenn  aber  sin  a sin  d negativ 

ist,  so  ist  offenbar 

* « - « 

cos  a cos  dH-* sin  a sin  d cos  C^cos  a cos  d — sin  a sin  d,. 
d.  i. 

cos  a cos  d-f*sin  a sin  d cos  C^cob  (ar  + d), 

, ^ 
woraus  wieder  das  zu  Beweisende  folgt. 

Wenn  ferner  die  Grössen  cos  a cos  d und  sin  a sin  d cos  C 
' beide  negativ  sind;  so  sind  die  Grössen  cos  (180**+^)  cos  d und 
sin  (180^ -4- <z)  sin  d cos  C beide  positiv,  und  nach  aem  Vorher- 
gehenden ist  folglich 


cos  (180®  H-a)  cos  d-f-sin  (180®-+-»)  sin  d cos  C^l, 

— cos  a cos  d — sin  a sin  d cos  1, 

Es  ist  aber 


/ 
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— cos  a cos  h — sin  a sin  b ws  C ' 

’ 4er  absolute  Werth  von  -o  • . 

%■ 

cos  a cos  Ä-f-sip  a sin.  ä.cos  C,  ■ 

Hud  luerdurch  folglich  auch  in  diesem  Falle  unser  Satz. bewiesen, 
so  dass  derselbe  also  jetzt  allgemein  bewiesen  ist. 

Dass  auch  der  absolute  Vierth  von  ' '■  - ' 

* ^ ^ 

cos  a cos  b — sin  a sin  b cos  C 

. \ /»  / * 

• niemals  grösser  als  die  Einheit  ist,  ergicbt  sich  nus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar,  wenn  man,  was  verstattet  ist,  — a für  a se4t. 
Dass  auch  der  absolute  Werth  von 

sin  a sin  ^dbcos  a cos  b cos  C 

niemals  grösser  als  die  Einheit  ist,  folgt  hus  dem  Vorhergehenden 
sogleich,  wenn  man  für  a und  b respective  90®. — a und  90®—^ 
setzt. 

Weil  also  hiernach  der  absolute  Werth  von 

sin  $ sin  (F,  -f-cos  $ cos  8^  cos  (« — = cos  (cf,  — 

nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  den  Hülfswinkel  ib 
mittelst  der  Formel  ' * 

77.  cos  t^  = ^|J-|cos  ((J,  — ^) 

berechnen. 

Alles 'dieses  vorausgesetzt,  haben  wir  nur  zur  Berechnung  der’ 

f esuchten  Grössen  die  folgenden  aus  dem  Obigen  sich  leicht  ertre- 
enden  Formeln: 

A:=zr  (cos  </5  cos  15  T — cos  a cot  8 sin  (py, 

B=zr  (cos  5p  sin  15  T*. — sin  a cot  8 sin  9), 

•^1=^1  (cos  y,  cos  15 — cos«,  cot  d,' sin  y,), 

^1=^1  (cos  gp,  sin  15T, — sin  «,  cot  <1,  sin  gpi), 

K={A  — Ai)  — Bl)  sin  «, 

— cos  «, -t-(^  — siu 
— Z sin  = sin  8 {Ji.  cos  8 — /T,  cos  8■^^  cos  yj), 

Z'  an  ^*  = sin  dj  (ÄT,  cos,  4#  ~ cos  4 cos  t//), 

X = ^ -f-  Z ebs  « cot  d,  y B -f-  Z sin  « cot  d;  ■ 

^ -f-  Z*  Cos  «t  cot  d,,  Bl  + Z'  sin  «,  cot  d, ; 

sin  \p . . 

cos  8 cos  (f,  sin  («  — «,)’ 

wo  in  der  letzten  Formel  das  Zeichen  immer  so  genommen  werden 
muss,  dass  S positiv  wird.  , . 

Was  man  nun  noch  zu  wissen  verlangt,  lässt  sich  mittelst  der 
durch  die  vorhergehenden  Formeln  bekannt  gewordenen  Grössen 
mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  ,der  analytischen  Geometrie  im- 
mer ohne  Schwierigkeit  finden.  Bezeichnen  wir  nämlich  z.  B. 
durch  Li  und  U die  geocentrischen  Breiten  der  Punkte  der  Erd« 


I 
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Oberfläche,  io  deneo  dieselbe  voo  deo  voo  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  den  Punkten  (X.YZ\  und  X!Y*Z*)  gezogenen  geraden 
Linien  geschnitten  wird.^  und  durch  H und  A'  die  Entfernungen 
der  Punkte  (XFZ)  und  {X^Y'Z')  vom  Mittelpunkte  der  Erde; 
so  ist 

Z Z' 


78.  tang  = tang  = 


und 


79.  = 


COS  L 

' I » .• 

oder  nach  dem  Vorhergehenden 


So.  a=-t^,  ä'=^ 

sm  L* 


cos  L * 

Z'  ■ ■ 


sin  Lt 


Um  sich  die  Berechnung  voh  /^'und  U mittelst,  der  Formeln  78. 
zu  erleichtern,  berechne  man  zwei  Uülfswinkel  0 und  0'  mittelst 
der  Formeln 


dann  ist 


Y Y‘ 

81.  tang  0 = -^,  taug  0'  = -^,; 


Z ’ Z' 

82.  tang  L r=r  db  cos  0,  tang  Z/'  = db-^  cos  0^, 

wo  die  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  sind,  dass  taug  JL  und- 
tang  U respective  mit  Z und  Z'  gleiche  Vorzeichen  erbiuten. 

Sind  E und  E\  die  Entfernungen  der  Punkte  (XYZ)  und 
(X'Y'Z')  von  den  beiden  Beobachtungsorten,  deren  geocentrische 
Breiten  9)  und  sind;  so  ist 

E-=\/ (X— 'rcos9cosl5T)*-f-(  V— rco8  9>sinl5T’)*-t-{Z — r sin 5p)®, 

(X-r|CS5p,csl5T,)*-|-(  P-r,  csy,  sin  IST,  )*-+-(  Z'-risiny,)*; 

, und  folglich,  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet^ 

. 33  I Z — r sin  (f>  ^ — 

* sin  (f  ’ * sin  dg  ’ 

die  Zeichen  so  genommen,  dass  die  Grössen  E und  Ei  positiv 
werden.  . . ■ 

§.6. 

ln  neuester  Zeit  haben  Quetelet**)  und  Bessel '***)  eine  an- 
dere Berechnuhgsart  der  Sternschnuppen  io  Vorschlag  gebracht,  bei 


*)  Correspondance  matheiii.  et  pbysique  publiee  par  A.  Quetelet.  Tom. IX. 
Bruxelles.  1837.  p.  189.  Uebrigens  ist  die  folgende  Analysis  nebst  den 

Formeln  von  der  Herrn  Quetelets  ganz  verschieden. 

***)  Schumachers  astronomische  Nachrichten.  Band  XVI.  Altona.  1839. 
S.  321.  Ueber  diese. wichtige  Abhandlung  wird  späterhin,  wie  schon 
oben  ‘ erwähnt  worden  ist,  eine  ausführliche  Relation  in  dem  Archive 
» geliefert  werden.  Hier  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  sich  Bessel 
' durchaus  bloss  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  eine  äusserst  ele> 
gante  Weise  bedient,  und  zu  höchst  eleganten  Formeln  gelangt. 
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welcher  angenommen  wird,  dass  die  Bahn  einer  Sternschnuppe 
während  der  immer  nur  sehr  kurzen.  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  eine 
gmj^e  Linie  ist.  Zugleich  setzt  diese  Berechnungsart  voraus,  dass 
an  jedem  der  beiden  Beobaebtungsorte  sowohl  der  Funkt  des  KnU 
Stehens,  als  auch  der  Fuukt  des  Erlöschens  der  Sternschnuppe  be- 
obachtet worden  ist,  so  dass  man  also  an  jedem  der  beiden  Be- 
' obachtungsorte  die  Rectascension  und  Decünation  dieser  beiden 
Punkte  erhält.  Die  immer  sehr  kleine  Zwischenzeit  zwischen  dem 
Entstehen  und  Erlöschen  wird  unberücksichtigt  gelassen  oder  als 
verschwindend  betrachtet,  und  daher  die  Erde  während  der  ganzen 
Dauer  des  Phänomens  als  ruhend  im  Raume  angenommen , weshalb 
wir  also  auch  jetzt  das  Coordinatensystem  der  werden  zum 

Grunde  legen  können.  Durch  jeden  Beobachtuugsort  und  die  bei- 
den von  demselben  nach  der  Sternschnuppen -Bann  gezogenen  Ge- 
sichtslinien wird  eine  Ebene  gelegt,  und  die  Sternschnuppen -Bahn 
als  die  Durchschnittslinie  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Ebenen  betrachtet.  Diese  Berechnungsart  hat  offenbar  den  Vortbeil, 
dass  bei  ihr  nicht  angenommen  wird,  dass  die  Sternschnuppe  von 
beiden  Beobachtern  gleichzeitig  entstehend  und  gleichzeitig  er- 
löschend gesehen  wird,  eine  Annahme,  die  allerdings  nur  unter  der 
Voraussetzung'  eines  ganz  plötzlichen  Entstehens  und  Erlöschens 
der  Sternschnuppen  ziuässig  ist,  gegen  deren  Richtigkeit  nament- 
• lieh  Bessel  sehr  gegründete  Zweifel  erhoben',  und  eben  'deshalb 
die  vorher  in  kurzen  Umrissen  dargelegte  neue  Berechnungsart  in 
Vorschlag  gebracht  bat,  die  allerdings  auch  geometrisch  genau  ist, 
insofern  man  die  Bahnen  der  Sternschnuppen  während  der  Dauer 
ihrer  Sichtbarkeit  als  geradlinig,  und  die  Zwischenzeit  zwischen 
den  Momenten  des  Entstehens  und  Erlöschens  als  verschwindend, 
die  Erde  also  währeud  dieser  Zeit  als  ruhend  iin  Rauine  betrach- 
ten darf.  ' * 

ludern  wir  nun  den  so  eben  in  der  Kürze  vorgezeichneten  Weg 
etwas  weiter  verfolgen  wollen,  bezeichnen  wir,  alle  übrigen  im 
Vorhergehenden  gebrauchten  Symbole  auch  jetzt  beibebalteud,  die 
Rectascension  und  Decliuation  der  Punkte  des  Entstehens  und  Er- 
löschens an  dem  einen  Beobachtungsorte  durch  a,  und  d',  an 
dem  andern  Beobaebtungsorte  durch  d,  und  ce/,  d/. 

Fassen  wir  zunächst  bloss  den  ersten  Beobaebtungsort  in’s 
Auge  und  setzen  der  Kürze  wegen 

IA=zr  (cos  <p  cos  15  T — cos  a cot  d sin  9)), 

B=r  (cos  9).  sin  15 T — sin  a cot  d sin  9), 

A’ = r (cos  9)  cos  15  T — cos  a'  cot  d'  sin  9)), 
ß'=.r  (cos  9)  siu  15T' — sin  a'  cot  6’  sin  9)); 

— N 

so  sind  nach  10.  die  Gleichungen  der  beiden  nach  der  Sternschnup- 
pen-Bahn  gezogenen  Gesicbtslinien 

85.  .“rinrÄ,  cos  « cot  6-\-A^  y,  =z=ä,  sin  «'cot  d-|-^ 

' und 

86.  =^1  cos  cot  6'  -\~A',  y,  sin  a'  cot  d'-+*Zf'.^ 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden'  Gesichtslinien  bestimmten. 

Ebene  sei  , • • 

* 


/ 


y 
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87.  Cr, —jDy, — 0; 

# > 

SO  ist  Doch  85.  und  80.  für  jedes  ' * 

{C  cos  a cot  6 — D sin  a cot  6 — E)  -\-  ‘AC — BD  — iP==;0, 

{C  cos  a'  cot  d'— 'Z>'sin  a'  cot  & E)  -^A'C — B'B — /^=0; 

und  folglich 

' C cos  « cot'd — D sin  a cot  d — 

. C cos  a'  cot  d'  — D sin  a^'cot  d', — iB=0 

«.und 

AC--BD  — F=(i, 

A'C--B'D^  E=0, 

' 

Also  ist  ' 

(A^A)  C-^(B—B')I)  = 0, 

(cos  a cot  d — cos  a'  cot  d')  C — (sin  a cot'  d — sin  a'  cot  B=:0; 

ß 

und  folglich . ' 


J — A'  ^ cos  'tt  cot  (j*  — cos  a cot  cT*  ^ 

B — B sin  a cot  d — sin  «'  cot  d** 

Ferner  findet  man  leicht 


? 


und 

oder 

E— 


^ sin  (a  — «')  cot  d cot  d'  ^ 
sin  a cot  d — sin  a cot  d 


B — B 

» 

Ajsxn  a cot  d — sin  d cot  d')  — B(cos  a cot  d — cos  a'  cot  (t) 

sin  a cot  cT  — sin  d cot  d" 

Daher  kann  man 

67=  sin  a cot  d — sin  a*  cot  (T,  ' ' 

JD  = cos  a cot  d — cos  a'  cot  d^, 

'.£?=sin  (a  — a')  cot  d cotd', 

Fz=zAC—BB 

setzen. 

Setzt  man  also  jetzt  für  den.  einen  Beobachtungsort 

Az=zr  (cos  9 cos  IST* — cos  a cot  d sin  9), 

B=zr  (cos  9 sin  IST — sin  a cot  d sin  9),’ 

A'=ir  (cos  9 cos  IST — cos  d cot  d'  sin  9), 

,88.  /z?'r=:r  (cos  9 sin  IST — sin  d cot  d*  sin  9), 

67=  sin  u cot  d — sin  d cot  d*,  , 

D = cos  « cot  d — cos  d cot  d', 
j&=sin  (a  — «')  cot  d cot  d'  , . 

und  für  den  andern  Beobachtangsort 
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z=r,  (cos  y,  cos  IST,  — cos  u^  cot  öi  sin  y,), 

Ä,  = r^  (cos  y,  sin  157*,  — sin  a^  cot  sin  y,), 

1 \ * 

L^,^=r=r,  (cos  y,  cos  157*,  — cos  cot  d,'  sin  y,), 

89.  = (cos  y,  sin  157*,  — sin  a,'  cot  sin  y,), 

C,  =sln  «,  cot  — sin  a,'  cot  , 

'/>,  =cos  a,  cot  (f,. — cos  cot 

=sin  (a^  — «,')  cot  J,  cot 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  durch  die  Beobacbtungsorte 
und  die  entsprechenden  Gesichtslinien  gelegten  Ebenen 

^ iCa:i — Z>y, — jßs, — AC-\-BDz=z^^ 

'ICiOTi  — -öiyi — — ^,C', -f* =05 


oder 


91. 


j C{ari  —A)  — D(y^  — -ff)  — \ß!»,  = 0, 


I r,(.r,  - - ff  ,(y,  - ff,)  - ff,*,  = (►, 

und  diese  Gleicbi^igen  sind  also  auch  zugleich  die  Gleichungen  der 
Durchscbnittslinie  der  beiden  in  Rede  stehenden  Ebenen,  a.  i.  die 
Gleichungen  der  Sten^chDuppen-Bahn.  Elimioirt  man  aus  diesen 
Gleichungen  nach  der  Reihe  y,,  or,,'  so  erhält  man  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

(ffff,  — ff,ff)^,  — (ff ff,  ~ ff  ,ff)y,  — (AC--  BD)E, 

-4-(^,ff,-ff,ff,)ff=0, 

]{CD,  — r,ff)^,  -|-(ffff,  ^{AC^BD)D, 

+(A,C,-B,D\)D  = 0, 

f(Ca,  — C.  ö)y.  H-  (CE,  — C. E)».  — (^C—  EE)C. 

(-4.C,-E,E,)C=0; 


93. 


> 

welche  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Sternschnuppen -Bahn 
auf  den  drei  Coordinatenebenen  sind.  Die  Gleichungen  der  Pro- 
jectionen einer  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  d.  i.  den  Mit- 
telpunkt der  Erde,  gelegten,  der  Sternschnuppen -Bahn  parallelen 
geraden  Linie  sind: 

(CE,  - C,E)a:,  - (ff ff,  - ff  ,ff)y,  =0, 

'(ffff , — ff,ff)^,  H-(ffff,  — ff ,ff)*,  =0, 

!(ffff,  ~ff,ff)y,+(Cff,-ff,ff)*,=0. 

Bezeichnet  ff  die  Rectascension  des  Punktes  der' Sphäre,  in 
welchem  dieselbe  von  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
wr,*,  liegenden  Theile  der  in  Rede  stehenden  Linie  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil 

CB,—C,E 

ist,  nach  den  Priocipien  der  analytischen  Geometrie 

Oi  . ..  CE,-C,E 

94.  tnng 
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wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  Jt  iminer  positiv  und  offenbar  nie ' 
grösser  als  180^  ist. 

Ferner  sei  ^ die  Declination  'des  Punktes,  in  welchem  die 
Sphäre  von  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  lie- 

genden Theile  der  durch  den'  Anfang  der  Coordinaten  mit  der 
Sternschnuppen 'Bahn  parallel  gezogenen  geraden  Linie' geschnitten 
wird,  wobei  man  nicht  zu  übersehen-  hat,  dass  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  jenachdem  der  in  Rede  stehende  Theil  der  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  mit  der  Sternschnuppen -Bahn  parallel  ge- 
zogenen geraden  Linie  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  liegt,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  ' 

Geometrie 

' . {CD,^C,B)^  ■ ^ • 

^ {cb\  — c\E)^  -4- 


und  folglich  ,•  * . . . 

{CD,  — C^DY 

taug 

also  nach  94.,  wie  man  leicht  iBodet, 

9d*  ^ ■ ( JfE  D * cos  -«C  • 

Nach  93.  ist  - 


. " CDx  — C^D 

Xx  DE^  — D^E 

/ 

die  Gleichung  der  Projection  der  durch  den  Anfang  der  Coordina- 
ten mit  der  Sternschnuppen -Bahn  parallel  gezogenen  geraden  Linie 
auf  der  Ebene  der 

Ist  nun  zuvörderst  /?<^90**,  also  cos  R positiv,  so  ist  offen- 
bar nnd  folglich  auch  tang  positiv  oder  negativ,  jenachdem 
in  obiger  Gleichung  Xx  und  «,  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen 

haben,  d,  i.  — oder  , ■ - 

‘ XDx—CxD 

DEx—D^E  , 

positiv  oder  negativ  ist,  und  folglich  nach  95.  io  diesem  Falle 
offenbar 


■ A — CDx-CxD  « 

tang  ^ cos  Ä. 

Wenn  ferner  /C>90®,  also  cos  R negativ  ist,  so  ist  offenbar 

jenachdem  in  obiger 
orzeichen  haben 


und  folglich  auch  taug  positiv» oder  negativ,  j 
Gleichung  .r,  und  x,  ungleiche  oder  gleiche  Vorz 


iDiger 
, Li. 


^ oder  ^ 

X, 


CD^--CxD 
ÜEx  — Ü^E 


negativ  oder  positiv  ist,  und  nach  95.  ist  also  in  diesem  Falle 
ofienbar  wieder.' 

■ . \ cd\^c;d  „ 

J)Ex  — DxE 
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♦ 


Daher  ist  in^  völliger  Allgemeinheit 

CD  -—CD 

96.  tang  ' ’ 

Bezeichnen  X,  F die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  - 
Sternschnuppen -Bahn  mit  der  Ebene  der  oder  mit  der  Ebene 

des  Aequators;  so  ist  nach  92.  . ^ ' 

^ {AC—  BD)D,  — {A,C,  - B^D\)D 

CD^—C\b  * r 

{AC- BD)C,  - {A,C,  - B\D,)C  . 

CD^—C^D  ’ 

• * * ^ 

und  durch  die  Formeln  94.,  96,  und  97.  ist  nun  offenbar  die  Eage 
der  Sternschnuppei^- Bahn  im  Raume  vollständig  bestimmt. 

Zur . Bestimmung  von  X und  ,F  erhält  man  auch  aus  den, 
Gleichungen  90,,  wenn  man  in  denselben  j?,  = X,  yi=y, 
*,z=0  setzt, 

qX~^)  = />(F-i?), 

Also  ist 


und  folglich 


oder 


^ (X-^)  = §;  (X-A)-(Ä-/?.) 


und  folglich 


oder 

also 


D, 


X — A = — 


1 — 


oder 


X — Az=z  — {A-r-A,)\ 


1 — 


und  folglich 


CD^ 

DC^ 

B — By  D, 

^ • C, 

* * c, 

iff  — /?,  D 


D*  Cr 
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’ Die  Grösse  Y findet  man  dann  ferner  mittelst  der  Ausdrücke 

r=Ä+§(x-^)=Ä,+g  (x-^.). 

^ Berechnet  man  die  Hülfswinkel  yf,  yßi  mittelst  der  Formeln 

' ' ^ 


so  ist 


oder 


98.  tang  §r=  tang  1//  = ^,  tang  i/;, : 

'y j (j  J\  1 — tang  $ tang 

^ ^ * 1 — cot  V»  tang  V'i 

sin  y/  cos 

cos  I sin  {xjf  — xj/^y 


X = A^{A^.4,) 


und  folglich 


tr  n t M . V sin  ^ COS 

Y-=iB-~iA^AA  — fc  • i,  , \ cot  % 
' ' cos  $ sin  (xp  — xp^)  . 


d.  i. 


cos  I sm '(»/>  — xp^)  , 

Daher  hat  man  jetzt  zur  Berechnung  von  X,  Y die  Formeln  ' 

X~  f ( f ' i \ ^ 

' cos  $ sin  {xp  — xp^y 


99. 


Y=B-(A  —A^ ) 'P 

, . ' *' COS  I Sin  (xp  — 


oder,  wenn  man 


100  jSf— 

cos  $ sin  (xp  — xpi) 


setzt,  die  Formeln 

- 101.  X = ^ — iSisin^,  Yr=zB  — K cos  ' 


Die  kürzeste  Entfernung  P des  Mittelpunkts  der  Erde  von  der 
Sternschnuppen-Bahn,  oder  die  Länge  des  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  auf  die  Sternschnuppen-Bahn  gefällten  Perpendikels  kann' 
man  auf  folgende  Art  finden. 

Die  Gleichung  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  durch  den 
Durchschnittspunkt  der  Sternschnuppen-Bahn  mit  der  Ebene  des 
Aequators  gezogenen  geraden  Linie  ist  nach  dem  Obigen  ' 

Y 

102. 

' K 

oder,"  wenn  wir 

. , 103. , tang  -ö  = ^ • 

setzen,  so  sind  vielmehr 


104.  y,  ==.a?,  tang  12,  =0 

die  beiden  Gleichungen  der  in  Rede , stehenden  Linie.  Weil  ferner 
nach  94.  und,  90. 
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CE.-^CxE  • . n CDx—CyD  tang  A 

• DEx  — DxE~^  cos  H 

ist;  so  sind  nacli  93.  , 

. ' . • ' X n ' tang  A , • . . 

• 105.  yi  — >37 1 tan^  /l,  X|  — cös~Ä* 

« * 

die  Gleichungen  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  mit  der  Stern« 
schnuppen -Bahn  parallel  gezogenen  geraden  Linie.  Bezeichnen  wir 
nun  jeden  der  beiden  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  .welche  die 
Sternschnuppen -Bahn  mit  der'  durch  den  Mittelpunkjt  der  Erde  und 
ihren  Durchschnittspunkt  mit  der  Ebene  des  Aequators, gezogenen 
Linie  einschliesst,  durch  0;  so  ist  vermöge  der  Gleichungen  104. 
und  105.  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

cos  0 


und  folglich,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  cos  H cos  Si 
multiplicirt, 

• 106.  cos  0==dbcos  ^ cos  (Ä  — i2). 

Auf  der  Stelle  erhellet  nun  aber,  dass 

/*=sin  0 H-  y*=rt:X  sin  0 1/^1+ taug 

und  folglich 

■ 107.  />=±^^  X 

COS  Sl 

ist,  wo  das  Zeichen  immer  so  genommen  werden  muss,  dass  JP  po* 
sitiv  wird. 

Die  Gleichungen  92.  der  Sternschnuppen -Bahn  können  nun 
auch  auf  folgenden  einfachem  Ausdruck  gebracht  werden. 

Zuerst  erhält  man  aus  92.  und  97.  auf  der  Stelle  die  Glei- 
chungen 

{^CDx  — C,D)  Xa:,  — X)  {DE,  — D,E)x,  .=  0, 

(CO,  - C.O)  (y.  - y)-+-(CO,  - C.£>,  =0. 

• f 

Ferner  ist  nach  94.  und  96. 

CE,-- C,Ez=z{DE,—D,E)  tüBg  B, 

DE,  — D,Er=z  — {CD,  — C,D)  cos  R cot 
und  folglich 

CE,  — C,Ez=  — {CD,  — C,D)  sin  R cot  A- 

Führt  man  diese  Ausdrücke  von  DE, — D,E  und  CE,  C,E 
nun  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man 

a:,  — X — X,  ,cos  R cot  A = Vi  — Y—  z,  sxa  R cot  A ==  0 

oder 

108.  a:,:=  X^ X,  cos  R cot  A>  = Y-^x,  sin  R cot  A» 

welches  die  Gleichungen  der  Sternschnuppen  - Bahn  sind.  Auch  eiv 
hält  man  leicht 


1 -f-  tang  R lang  Sl 


l/CT 
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(^,  ““  i)  sin  /l=:(y,  y)  cos  it 

oder  ’ , . 

109.  sin  R — co«  Ä = X sin  R — Y cos  R* 

Die  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungsorte,’  dessen  geo- 
centrische  Breite  ist,  nach  dem  Punkte  der  Sphäre,  dessen  Rect- 
ascension  und  Declination  wir  durch  ce  und  d bezeichnet  haben, 
gezogenen  Gesichtslinie  sind  nach  85. 

Jl »I  cos  a cot  d,  y,  + sin  a cot  S.  , 

Bezeichnen  wir  ntan  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  die- 
ser geraden' IJnie  mit  der  Sternschnuppen* Bahn  durch  17,  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  nach  dem  Vorhergehen- 
den die  folgenden  Gleichungen: 

= cos  a cot  d,  f]  = ß sin  a cot  d; 

* cos  R cot  «7=  F-HhC  sin  R cot 

% 

aus  denen  sich«leicbt 


111: 


^ — X 

cos  a cot  tf-icos  R cot  A 


ß-Y 

sin*ör  cot  d — sin  R cot  A 


ergiebt.  Diese  Ausdrücke  reichen  in  Verbindung  mit  den  Formeln 


j j ^ ^ -f-  cos  a cot  d=  X •+•  C cos  R cot 

li7='Ä-f-^  sin  « cot  d=  sin  R cot  ^ 

oder 

X cos  tt  cot  J — A cos  R cot  A 

cos  a cot  cT— cos  Ä'cot,A  ’ . 

Y sin  a cot  d — ß sin  R cot  A 
sin  « cot  d — sin  R cot  A 

zur  Bestimmung  der,  Coordinaten  17,  ^ hin. 

Bezeichnen  wir  die  Rectascension  und  geocentrische  Breite  des 
Punktes  der  Erdober6äche , in  welchem  dieselbe  von  ^der  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  der  Sternschnuppen- 

Bahn  gezogenen  geraden  Linie  geschnitten  wird,  durch  15/.  und /u; 
so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

114.  tang  15/=: -y, 

mit  der  Bestimmung,  dass  in  dem  Falle,  wo  ^ und  17  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  15/  zwischen  0 und  90°  oder  zwischen  180°  und 
270°  genommen  werden  muss,  jenachdem  die  Grössen  ^ und  rj  beide 
positiv  oder  beide  negativ  sind;  dass  di^egen  in  dem  Falle,  wo  ^ 
und  17  ungleiche  Vorzeichen  haben,  11^  zwischen  90°  und  180° 
oder  zwischen  270°  und  360°  genommen  werden  muss,  jenachdem 
^ negativ  und  rj  positiv  oder  ^ positiv  und  rj  negativ  ist. 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Länge  des  in  Rede  stehen- 
den Punktes  der  Erdoberfläche  in  Bezug  auf  den  Beobachtungsort, 
dessen  geocentrische  Breite  9 ist,  als  Anfang  der  Längen  durch 
1,  so  ist  . 


;i=15(T— /)  oder  A = 360° 15(T— /), 


176 


jenachdera  T — i positiv  oder  negativ*  ist,  und  die  geograpliische 
Länge  des  in  Rede  stehenden  Punktes  der  Krdoberfläcbe  ist  nun, 
wenn  L>  die  geographische  Länge  des  Beobachtungsorts,  dessen 
geocentriscbe  Breite  9 ist,  bezeicnnet 

oder  Z/-4-A,  — 360°,. 

jenachdem  iS  -f-  ^ kleiner  oder  grösser  als  360°  ist. 

Ferner  erhellet  sogleich,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

* # 

und  folglich,  weil  ^ und  cos  15;^  ofienbur  immer  einerlei  Vorzeichen 
haben,  tang  fi  aber  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  t bat, 

C " ■ ■ 

115.  tang  /ii  = -r  cos  15/.  * • 

Dass  man  ganz^  ähnliche  Formeln  auch  für  die  Punkte  der  Stern- 
schnuppen-Bahn,  welche  den  nach  den  Punkten  der  Sphäre,  deren 
Rectascensionen  cc^  d'  und  a^,  ,d/  sind,*  voft  den  Beobach- 

tungsorten gezogenen  Gesichtslinien  entsprechen,  entwickeln  kann, 
versteht  sich  von  selbst.  i-  ^ 

§.  7. 

Man  kann  das  Sternschnuppen -Problem  noch  aus  einem  ganz 
andern  Gesichtspunkte  auffassen,  und  dieser  Gesichtspunkt  würde 
eigentlich  der  strengste  und 'allgemeinste  sein,  von  dem  man  über- 
haupt ausgehen  kann,  weil  derselbe  gar  keine  andere  Voraussetzung 
als  dass  der  Weg  einer  beobachteten  Sternschnuppe  für  die  immer 
nur  sehr  kurze  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  geradlinig  sei,  in  Anspruch 
nimmt,  worüber  wir  hier  nur  Folgendes  in  der  Kürze  und  bloss 
ganz  im  Allgemeinen  bemerken,  weil  theils  im  Obigen,  theils  in 
dem  vorhergehenden  Aufsatze  (Nr.  XXI.),  schon  Alles  enthalten  ist, 
was  zur  Ausführung  der  Rechnungen,  die  wir  jetzt  andeuten  wol- 
len, erforderlich  sein  dürfte. 

Wenn  man  sich  durch  die  nahe  Gleichzeitigkeit  der  Beobach-  . 
tungen,  wobei  §.  3.  zu  vergleichen  ist,  die  IJebcrzeugung  ver- 
schafft hat,  dass  io  einem  jeden  von  vier  Beobachtungsorten  eine 
und  dieselbe  Sternschnuppe  wenigstens  ein  Mal  beobachtet  worden 
ist;  so  kennt  man  die  Gleichungen ' der  vier  ton  diesen  Bcobach- 
tungsorten  nach  der  Sternschnuppe  gezogenen  geraden  Linien  ent- 
' weder  nach  15.  in  Bezug  auf  das  System  der  dessen  An^«^Dg 

der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist,  weun  man'  auf  die  Bewegung  der 
Erde  um  die  Sonne  während  der  Dauer  des  Phänomens  gehörig 
Rücksicht  nehmen  will,  wie  es  in  der  Thut  erforderlich  ist,  wenn 
man  die  grösste  Strenge  zu  erreichen  beabsichtigt,  oder  nach  10. 
in  Bezog  auf  das  System  der  , dessen  Anfang  der  Mittel- 

punkt der  Erde  ist,,  wenn  man  die  Bewegung  der  Erde  um  die 
Sonne  während  'der  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  des  Phänomens 
unberücksichtigt  lassen  will,  und  die  Lage  der  Sternschnuppen-' 
Bahn , als  eine  die  vier  in  Rede  stehenden  gegebenen  geraden  Li- 
nien schneidende  gerade  Linie  betrachtet,  wird  nun  mittelst  der  im* 
vorigen  Aufsatze  vollständig  aufgelösten  Aufgabe  bestimmt  werden 
können.  Es  ist  auch  hinreichend,  wenn  man  aus  einem  jeden  von 
zwei  Beobachtungsorten:  eine,  aus.  einem*,  dritten  Beohäclitungsorte 
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dagegen  zwei  Beobachtungen  einer  Sternschnuppe  hat,  und  die 
Lage  der  Bahn  würde  audi  in  dem  Falle,  wenn  man  aus  einem 
jeden  von  zwei  Beobachtungsorten  zwei  Beobachtungen  einer  Stern* 
•schnuppe  bat,  mittelst  der  im  vorigen  Aufsatze  aufgelüsten  Aufgabe 
zu  bestimmen  sein,  wenn  man  auf  die  Bewegung  der  Erde  uni  die 
Sonne  wübrend  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  gehörig  Rück- 
sicht nehmen  wollte.  Freilich  lässt  die  im  vorigen  Aufsätze  aufge- 
löste Aufgabe  immer  entweder  zwei  Auflösungen  oder  gar  keine 
zu;  jedoch  wird  man  gewiss  in  jedem  einzelnen  Falle  aus  den  bei 
demselben  vorkommenden  kj^ondern  Umständen  zu  beurtheileii  im 
Stande  sein,  welche  der  beiden  Auflösungen,  wenn  die  Aufgabe 
überhaupt  möglich  ist,  diesem  Falle  entspricht.  Diese  wenigen  An- 
deutungen werden  hinreichend  sein,  um  unsere  Ansicht  *)  über  die- 
sen Gegenstand  deutlich  darzulegen. 

§.  8.  ' 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie  man  für  einen  Punkt  der 
Erdoberfläche  die  geocentrische  Breite  9p  und  die  Länge  des  nach 
diesem  Punkte  gezogenen  Erdradius  r aus  der  Polhöhe  co  des  in 
Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  nach  unserer  Ueberzeu- 
gung  auf  die  einfachste  Weise  finden  kann , da  diese  beiden  Ele- 
mente im  Obigen  häufig , gebraucht  worden  sind. 

* Der  Halbmesser  des  Erdäquutors  sei  die  halbe  Erdaxe  sei 
so  ist 

. 116.  (i)*-Kf-)>  = l 

die  Gleichung  des  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  der  Erdober- 
fläche gelegten  Erdmeridians,  wobei  ohne  weitere  Erläuterung  so- 
gleich erhellen  wird,  wie  das  Coordinateosjstem  der  xy  angenom- 
men worden  ist.  ' 

Bezeichnen  nun  y die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Punktes  der  Erdoberfläche,  so  ist  nach  den  Principien  der  höbern 
Geometrie 

117. 

\ 

die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Normale  des 
Erdspbäroids , und  folglich,  wenn  wir,  was  offenbar  verstattet  ist, 
annehmen,  dass  die  Coordinaten  x^  y beide  positiv  sind. 


dx 


'118.  tangw  = ~^. 
Nun  ist  aber  offenbar 

. 119.  tang9  = zt:-^, 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
Punkt  der  Erdoberfläche,  dessen  geocentrische  Breite  ist,  in  der 
Dördlichesn  oder  südlichen  Häffte  der  Erdoberfläche  liegt.  Also  ist 
nach  dem  Vorhergehenden 


< 


•)  Diese  Ansicht  würde  nur  erst  dann  vielleicht  w'eitercr  Berücksichtigung 
werth  sein,  wenn  es  möglich  geworden  ist,  den  Beobachtungen  der 
Sternschnuppen  ein  böheru  Grad  von  Genauigkeit  zu  geben. 

TbeU  I.  12 
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120.  5550  = ^ JL.& 

tang  ti>  X dx 

Differentiirt  man  aber  die  Gleichung  116.,  so  erhält  man 

^ 

X ' dx  «** 


Also  ist  nach  120. 

tang  7> 


121. 


tang  cü 


— , tang  tang  o). 


Setzt  man  die  sogenannte  Abplattung  ^—~'=n,  so  ist  “==1 — 
und  folglich 

122.  tang  9p  = rt  (1  — «)*  tang  w, 

immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  der 
Punkt  der  Erdoberfläche,  dessen  geocentrische  Breite  9 ist,  in  der 
nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liegt. 

Den  nach  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Erdoberfläche 
gezogenen  Erdradius  r kann  man  non  auf  folgende  Art  finden. 
Weil  nach  119. 


ist,  so  ist  nach  116. 


und  folglich 


y = ilrar  tang  9 


a^li^ 


a'^b'^  cos  9 


^ a*  tang  9* -4- sin  9*4-^*  cos  9*’ 
Nun  ist  aber 

r *==.*?* -1-y®  =o:*(l  •+•  tang  9*)  = ^?*  sec  9’. 
Also  ist  - ' 


Auch  ist 


123.  r=  , ■ ■ , — • 

I K üp*  sin  9*  -I-  /»*  cos  9* 

' 


Nach  121.  ist  aber 


b^ 


' cos  9*  ^ sin  9® 


tang  w^^_|_cos  9 sin  w 
tang  9 ““  sin  9 cos  w’ 


und  folglich 


cos  9 /■  g • • \ 

cos  9*  + ^ sin  9i  ==  (cos  9 cos  w dt  sin  9 sin  w), 


d.  i. 


« . • n COS  9 / V 

cos  9*  + ^ (9»=F<")* 


Also  ist  nach  dem  Obigen 


\ 
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124, 


—“V\ 


cos  (O 


cos  <p  cos  (i/^=w) 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genomineD,  jenacbdem  der  Punkt 
der  Erdoberfläche,  dessen  geocentrisclie  Breite  9p  ist,  in  der  nörd- 
lichen oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  Hegt. 


# 


i 


\ 


XXIU. 

, N • ^ 

lieber  das  vollsUlndige  Yierseit  und  vollstän- 
dige Viereck. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rädel  1 

, zu  Berlin. 


1.  Lehrsätze,  a.  Sind  zwei  Gerade  nach  vier  Punktenpaaren  pro- 
jectivisch  und  bleiben  sie  auch  projectivisch , wenn 
man  in  der  einen  Geraden  die  Reihenfolge  der 
^ Punkte  unverändert  lässt,  während  man  in  der  an- 
deren Geraden  zwei  nicht  unmittelbar  neben  einan- 
der liegende  Punkte  vertauscht,  so  sind  die  vier 
Punkte  in  der  einen  und  anderen  Geraden  harmo- 
nisch liegende  Punkte. 

f ß.  Sind  zwei  Strahlenbüschel  nach  vier  Strahlen- 

poaren  projectivisch  und  bleiben  sie  auch  projecti- 
viscli,  wenn  man  in  dem  einen  Büschel  die' Reihen- 
folge der  Strahlen  unverändert  lässt,  während  man 
in  dem  anderen  Büschel  zwei  nicht  unmittelbar  ne- 
ben einander  liegende  Strahlen  vertauscht,  so  sind 
* die  vier  Strahlen  in  dem  einen  und  anderen  Strah- 
lenbüschel harmonisch  liegende  Strahlen. 

V Beweise,  a.  Sind  die  Geraden  A und  A'  in  Beziehung  auf  die 
Punkte  a und  ci\  b und  c und  c',  b und  b'  projectivisco , so  ist 

^ ~ ^ Sind  ferner  dieselben  Geraden  A und  A*  in 

Beziehung  auf  die  Punkte  a und  c',  b und  b',  c und  b und  b^ 

12  • 
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sind  auch  n,  b,  c,  b harmonisch  liegende  Punkte. 

ß.  Sind  die  Strahlenbüschel  ^ und  in  Beziehung  auf  die 
Strahlen  a und  a\  b und  b\  c und  c',  d und  projectivisch,  und 
legt  • man  durch  den  ersten  Büschel  die  Gerade  welche  die 
Strahlen  desselben  respective  in  den  Punkten  a»  b,  c,  b schneidet, 
durch  den  Büschel  B’  aber  die  Gerade  A\  welche  die  Strahlen 
desselben  respective  in  den  Punkten  aS  b^,  b'  schneidet,  so  sind 
auch  die  Geraden  A und  A'  nach  den  Punkten  a und  a',  b und  b', 
C und  c',  b und  b'  projectivisch.  Smd  nun  auch  die  Strahlenbü- 
schel ^ und  33'  nach  den  Strahlen  a und  c',  b und  b\  o und  a\ 
d und  d'  projectivisch,  so  sind  auch  die. Geraden  A und  A'  nach 
den  Punkten  a und  c',  b und  b',  c und  a\  b und  b'  projectivisch. 
Hieraus  folgt  nach  (a^,  dass  die  Punkte  et,  b,  c,  b und  o',  b',  c',  b' 
zwei  Gru|>pen  harmonisch  liegender  Punkte  bilden;  folglich  sind 
auch  die  Strahlen  «r,  b,  c,  d,  so  wie  c',  d’  harmonisch  lie- 

irende  Strahlen., 

o _ . > . . . . . . . . 


punkten  dieser  Diagonale  und  der  beiden  anderen 
Diagonalen  des  Vierseits  vier  harmonisch  liegende 
Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  ersteren  und  die 
beiden  letzteren  Punkte^  harmonisch  zugeordnete 
Punkte. 

ß.  Je  zwei  gegenüberstehende  Seiten'eines  vollstän- 
digen Vierecks  bilden  mit  den  Verbindungslinien 
des  Durchschnittspunktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Durchschnittspunkte  der  beiden  anderen  Paare 
gegenüberstehender  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
ecks harmonisch  liegende  Strahlen  und  zwar  sind 


Verbindungslinien  harmonisch  zugeordnete  Gerade. 
'Beweise  a.  Betrachtet  man  in  dem  Vierseit  1 II  111 IV  (Taf.  II. 


Diagonalen  sind  aber,  auch  nach  den  Punkten  a und  b und  b', 
c und  a',  b und  b'  perspectivisch , weil  sie  für  diesen  Fall  ihren 
perspcctivischen  .Mittelpunkt  in  §8'  haben;  fol  ” ' sind  a,  b,  c,  b 


ß.  Betrachtet  man  in  dem  Viereck  I 11  111  IV  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
die  Strahlenbüschel  a b c d und  a'  b’  c'  d\  so  sind  sie  nach  den 
Strahlen  a und  a\  b und  b\  c und  c',  d und  d'  perspectivisch, 
weil  sie  ihren  perspectivischen  Durchschnitt  in  A haben.  Dieselben 
Strahlenbüschel  sind  aber  auch  perspectivisch  nach  den  Strahlen  a 
und  6*',  b und  b\  c und  a\  d und  d\  denn  sic  haben  für  diesen 
Fall  ihren  perspectivischen  Durchschnitt  in  folglich  sind  die' 
Strahlen  by  6*,  d und  a\  b\  d,  d'  harmonisch  liegende  Strah- 


2.  Lehrsätze,  a.  Die  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  voll- 
ständigen Vierseits  bilden  mit  den*  Durcbschnitts- 


die  beiden  ersteren  Seiten  und  die  beiden  letzteren 


Fig.  1.)  die  beiden  Diagonalen  a b c b und  a'  b'  c'  b',  so  sind  sie 
nach  den  Punkten  n und  a',  b und  b',  c und  c',  b und  b'  perspectivisch, 
w'cil  sic  ihren  perspectivischen  Mittelpunkt  in  jQ  haben.  Dieselben 


und  a',  b',  c',  b'  harmonisch  liegende  Punkte  Auf  dieselbe 

Weise  lässt  sich  aber  der  Satz  auch  für  die  dritte.  Diagonale  he-  * 
weisen. 
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len  (1.  ß.).  Ebenso  lässt  steh  dies  für  das  dritte  Seitenpaar  be- 
weisen. 

Anmerkunf^.  Der  unter  (1)  mitgetheilte  Satz  dürfte  um  so  be- 
merkenswertber  sein,  da  er  ganz  allgemein  das  Verliältniss  angiebt/ 
welches  den  harmonisch  liegenden  l’unkten  und  Geraden  in  Be- 
ziehung auf  die  projectiviscpien  Punkte  und  Strahlenbüschel  zu- 
kommt. Er  führt,  wie  wir  gesehen,  zum  einfachsten  Beweise  des 
Lehrsatzes  (2)  und  weist  diesem,  welcher  in  der  neueren  Geometrie 
eine  so  bedeutende  Bolle  spielt,  seine  eigentliche  Stelle  in  der 
letzteren  an. 


XXIV. 

• / 

Von  der  Projection  der  Figuren  in  einer  und 

derselben  Ebene. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rüde  11 

« 

m ZU  Berlin. 


Poncclet  hat  in  seinem  berühmten  Werke  Propri^tes  pro- 
jectives  des  figures^nach  Monge ’s  Vorgang  die  Projection  der  y 
Figuren  dazu  angewandt,  'unregelmässige  Figuren  auf  regelmässige 
zurückzuführen  und  die  Eigenschaften  der  ersteren  aus  den  leichter 
» zu  entw^ickelnden  Eigenschaften  der  letzteren  abzuleiten,  indem  er  , ' , 

z.  B.  aus  den  Ecken  einer  .beliebigen  gcradlinigten  Figur  nach  ir-  ^ 

fend  einem  Punkte  ausserhalb  der  Ebene  gerade  Linien  zieht,  die 
adurch  entstandene  Pyramide  durch  eine  neue  Ebene  dergestalt 
schneidet,  dass  der  Schnitt  eine  einfachere  .Figur  wird,  als  die 
ursprüngliche,  und  nun  die  Beziehungen  dieses  Vielecks  ans  den 
Eigenschaften  des  Durchschnitts  ableitet.  Wie  man  sieht,  werden 
hiedurch  stcreometrische  Betrachtungen  eingeführt,  welche  der  ur- 
sprünglichen Figur  und  ihren  Eigenschaften  an  und  für  sich  fremd 
sind,  und  es  schien  mir  nicht  uninteressant  zu  untersuchen,  ob  der  ' 

Durchgang  durch  die  Stereometrie  nicht  ganz  und  gar  vermieden 
werden  könnte.  Die  Möglichkeit  ergab  sich  daraus,  dass  die  zu  pro- 
jicirende  Ebene  und  die  Projectionsebene  jeden  beliebigen  Winkel 
mit  einander  bilden  können  und  dass  man  dieselben  also  nur  um 
ihren  Durchschnitt  zu  drehen  hat,  bis  beide  Ebenen  auf  einander 
fallen.  — ln  der  That  habe  ich  meinen  Zweck  auf  einfachem 
Wege  erreicht  und  Resultate  gewonnen,  deren  Entwickelung  ich, 
wenn  sie  auch  nicht  neu  sind,  wenigstens  noch  nirgends  so  elementar 
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gelesen  hübe.  Da  sich  dieser  Ttieil  der  Geometrie  überdies  von  der 
Geometrie  unserer  Zeit  ganz  absondern'  lässt  und  in  sei^ien  Be- 
trachtungen eben  so  einfach  ist,  als  diese  letztere,  so  halte  ich  ihn 
um  so  mehr  für  geeignet,  hier  mitgetbeilt  zu  werden,  als  sich  da« 
durch  mancher  Lehrer  bewogen  fümen  dürfte,  vermittelst  desselben 
seine  Schüler  mit  den  hauptsächlichsten  Resultaten  der  neueren 
Geometrie  bekannt  zu  machen.  Man  hegrmft  leicht,  dass  sich  nicht 
alle  Auwendubgen  dieser  Lehre  hier  ausgerührt  finden,  der  Selbst- 
lernenden willen  glaubte  ich  aber  in  der  Entwickelung  der  Priuzi- 
pien  etwas  ausführlicher  sein  zu  dürfen. 

Von  der  Prpjection  der  geradlinigten  Figuren. 

1.  Erklärung.  Wenn  irgend  eine  vielseitige  Figur  a b c h 
dergestalt  gezeichnet  ist,  dass  ihre' Ecken  in  den  Strahlen  eines 
Strahlenbüschels  a b c d zu  liegen  kommen,  so  sagt  man,  die  Fi- 

fur  und  der  Strahlcnbüschel  liegen  perspectivisch  und  jede 
cke  der  Figur  entspreche  demjenigen  Strahl,  in  weichem  sie  liegt, 
jede  Seite  der  Figur  aber  demjenigen  Winkel,  welchen  die  durch 
ihre  Endpunkte  gehenden  Strahlen  des  Strahlenbüscheis  mit  einander 
bilden.  ]ti  Taf.  II.  Fig.  3.  entsprechen  sich  also  a und  «r,  b und  b, 
c und  c,  b und  dt,  so  wie  ab  und  OC  und  L («c),  ab  und 

/.(«#/),  bc  und  i^{bc)i  bb  und  cb  und  l^{cd)  perspec- 

tivisch. 

2.  Aufgabe.  Es  sind  drei  Strahlen  eines  Strahlenhüschels  und 
ein  Dreieck  gegeben,  man  soll  beide  Figuren  in 
perspectivische  Lage  bringen,  dergestalt,  dass  je- 
dem gegebenen  Strahle  eine  gegebeiie  Ecke  des 
Dreiecks  entspricht. 

Analyse.  lstTaf.il.  Fig.  3.  «r,  c der  Strahlenbüschel  und  a b c 
das  Dreieck,  sind  a und  at,  b und  c und  c entsprechende  Stücke, 
X über  derjenige  Punkt,  von  weichem  aus  die  nach  a,  b,  C getoge- 
nen  Strahlen  einen  dem  b^  c coiigruenten  Strahlenbüschel  bil- 
den, so  muss  X Ij  in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  welcher 
über  der  Sehne  ab  einen  Peripheriewinkel  gleich  {ab)  hat  und 
2,  in  der  Peripherie  eines  anderen  Kreises,  welcher  über  der  Sehne 
ac  einen  Peripheriewinkel  gleich  {ac)  hat.  Demnach  wird  X 
also  im  Durchschnittspunkte  beider  Kreise  liegen. 

3.  Zusätze,  a.  Jedes  beliebige  Dreieck  kann  mit  jeden  be- 
liebigen drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  perspectivisch  gelegt 
werden  und  zwar  so,  dass  jeder  beliebige  Strahl  des  Strahlenbü- 
scbels  jeder  beliebigen  Ecke  des  Dreiecks  entspricht,  aber  nur  auf 
eine  einzige  Weise.  > 

' b.  Eine  mehrseitige  Figur  lässt  sich  nur  unter  besonderen 
Bedingungen  mit  den  Strahlen  des  Strahlenbüschels  perspectivisch 
legen  und  zwar  auch  in  diesem  Falle  nur  auf  eine  einzige  Art. 

c.  Zwei  Dreiecke  (oder  zwei  mehrseitige  Figuren)  können  nur 
auf  zwei  verschiedene  Arten  mit  den  Strahlen  des  Strahlenbüschels 
perspectivisch  gelegt  werden,  wenn  jeder  Strahl  des  Strahlen- 
büschels einer  gegebenen  Ecke  entsprechen  soll;  und  zwar  einmal 
so,  dass  beide  Dreiecke  (oder  mehrseitige  Figuren)  entweder  auf 
derselben  Seite  des  Durchschnittspunktes  der  Strahlen  oder  auf 
verschiedeuen  Seiten  desselben  liegen. 

' 4.  Erklärung.  Liegen  zwei  Dreiecke  mit  ein  und  demsel-' 


isä 

ben  Strahleobüschel  perspectiv! scb , so  sagt  man,  die  Dreiecke  lie< 
gen  unter  sieb  perspectiviscb;  betrachtet  die  drei  Ecken  des 
einen  Dreiecks  ^Is , Proj ectionen  der  drei  Ecken  des  anderen, 
und  die  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  als  Projectiolnen  der 
drei  Seiten  des  anderen  Dreiecks.  Den  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels nennt  man  den  Anfangspunkt  der  Projection. 

5.  Lehrsatz.  Liegen  zwei  Dreiecke  perspectiviscb,  so  liegen 
die  Durebsebnittspunkte  ihrer  entsprechenden  Sei- 
ten in  einer  und  derselben  Geraden. 

Beweis.  Sind  (Taf.  II.  Fig.  4.)  a b c und  a'  b'  c'  die  beiden 
Dreiecke,  welche  dergestalt  liegen,  dass  aa',  bb^  cc^  sich  in  dem 
Punkte  §8  schneiden,  so  sollen  /,  a als  respectiye  Durchschnite 
von  ab  und  aV,  ac  und  aV,  bc  und  bV  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen. 

Man  ziehe  durch  b ba"  parallel  mit  bW  und  bc''  parallel  mit 
b'c',  verbinde  a"  mit  c"  und  verlängere  diese  Verbindungslinie,  so 
wie  aCj  bis  sic  sich  in  ß'  schneiden,  ziehe  endlich  hß\  Es  verhält 
sich  nun 

S3b  : S3b'  = ba'  : bV  = ba"  : bc"  und  da  überdies  vermöge 
der  Parallelität  Z,  a"bc"  = Z-  fl'bV,  so  ist  auch  a"c"  ::|=  a'c'.  Weil 
nun  bc"  c'a  und  c"b  c'/?,  so  verhält  sich 

cc"  ; cc'=cb  : ca  = c6  : (ß,  also  sind  die  Scheiteldreiecke 
beß  und  aeß  ähnlich,  mithin  bß'  aß.  Ebenso  ist  bß'  =|=  ay  und 
folglich  liegen  a,  ß^  y in  einer  und  derselben  Geraden. 

(>.  Lehrsatz.  Liegen  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene  dergestalt, 
dass  die  drei  Durebsebnittspunkte  der  Seiten  des 
einen  Dreiecks  mit  den  Seiten  des  anderen  Drei- 
ecks in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so 
liegen  die  Dreiecke  perspectiviscb;  je  zwei  und 
zwei  Seiten,  welche  einen  Durchschnittspunkt 
bilden,  sind  entsprechende  Seiten  und  ihre  End- 
punkte entsprechende  Ecken.  , 

Der  Beweis  ergiebt  sich  sehr  leicht  aus  der  Umkehrung  des 
vorhergehenden. 

7.  Erklärung.  Die  Gerade,  in  weicher  die  Durchschnitts- 
punkte der  entsprechenden  Seiten  zweier  perspectiviscb  liegenden 
Dreiecke  liegen,  nennt  man  den  Durchschnitt  der  Projection. 

8.  Zusätze,  a.  Ein  Projectionssystem  ist  festgestellt  1,  durch 
zwei  perspectiviscb  liegende  Dreiecke,  2/  durch  drei  Strahlen  eines 
Strablenbüschels,  zwei  ursprüngliche  Punkte  mit  ihren  Projections- 
punkten  und  die  Richtung  4®s  Durchschnitts  der  Projection,  3,  durch 
den  Anfangspunkt  der  Projection,  den  Durchschnitt  derselben  und 
einen  ursprünglichen  Punkt  nebst  seinem  Projectionspunkte. 

b.  Sind  in  Taf.  II.  Fig.  4.  in  drei  Strahlen  «r,  b und  c eines 
Strablenbüschels  beziehlich  drei  Punkte  a,  b und  c als  ursprüngliche 
und  drei  andere  a'  b'  und  c'  als  Projectionspunkte  gegeben,  so 
kann  man  dies  als  ein  Projectionssystem  ansehen,  indem  man  ab 
und  a'b'  so  wie  ac  und  a'c  bis  zu  den  Durchschnittspunkten  y und 
ß verlängert  und  durch  die  Punkte  y und  ß den  Durchschnitt  A der 
Projection  legt.  Zu  jedem  neuen  Punkte  b in  irgend  einem  Strahle 
tl  des  Strahleubüschefs  findet  man  dann  den  Projectionspunkt,  in- 
dem man  b mit  einem  der  ursprünglichen  Punkte  z.  B.  a verbin- 
det, die  Verbindungslinie  ba  bis  zum  Durchschnitt  der  Projection 
verlängert,  diesen  Durcbschnittspunkt  d mit  dem  Projectionspunkte 
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a'  des  ursprÜDglicbüu  Puuktes  o verbindet  und  die  Verbindungslinie 
bis  zum  Durebsebnitt  mit  dem  Strahl  d verlängert.  Dieser  Durch« 
schnittspunkt  ist  alsdann  der  ProjectionspunkU  des  gegebenen 
Punktes  b. 

Anmerkung.  Wäre  die  Linie  6^  parallel  dem  Strahle  so 
würde  darads  bervorgeben,  dass  der  Punkt  b keinen  Projections- 
punkt  bat,  oder  dass  für  das  zu  Grunde  liegende  Projectionssyslem, 
wie  man  zu  sagen  pflegt^  der  Projectionspünkt  von  b im  Unend- 
lichen liegt.  ' 

' c.  In  einem  jeden  r festgestellten  Projectionssysteme  hat  jeder 
gegebene  Punkt  nur  einen  einzigen  Projectionspünkt,  welcher  mit 
ihm  in  demselben  Strahle  liegt.  Jeder  Punkt  des  Durchschnitts  der. 
Projection  aber  ist  zugleich  sein  eigener  Projectionspünkt;  so  wie 
jeder  Strahl  der  Richtung  nach  sein  eigener  Projectionsstrahl  ist. 

d.  Betrachtet  man  in  einem  Projectionssysteme  die  Projections- 
punkte  als  ursprüngliche  Punkte,  so  sind  die  ursprünglichen  Punkte 
die  Projectionspunkte  dieser  letzteren. 

e.  Alle  Projectionspunkte  der  Punkte  einer  und  derselben  Ge- 
raden bilden  gleichfalls  eine  Gerade,  und  umgekehrt:  liegen  die 
Projectionspunkte  mehrerer  Punkte  in  einer  Geraden,  so  liegen  .die 
Punkte  selbst  in  einer  Geraden. 

f.  Um  eine  Gerade  zu  projiciren  hat  man  nur  zwei  beliebige 

Punkte  derselben  zu  projiciren  und  diese  Projectionspunkte  mit 
einander  zu  verbinden.  ' • 

g.  Eine  Gerade  und  ihre  Projection  werden  durch  jeden  durch 
den  Anfangspunkt  der  Projection  gehenden  Strahl  dergestalt  ge- 
schnitten', dass  der  Durcliscbnittspunkt  der  ersteren  den  Durch- 
schnittspunkt der  letzteren  zur  Projection  hat. 

9.  Zusätze,  a.  Die  Projectionspunkte  von  vier  harmonisch 
liegenden  Punkten  sind  wiederum  vier  harmonisch  liegende  Punkte. 

b.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Punkte  dergestalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  in  die  Mitte  der  beideu 
anderen  einander  harmonisch  zugeordneten  Punkte  fällt*;  so  fällt 
die  Projection  des  vierten  Punktes  ins  Unendliche. 

c.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende' Punkte  dergestalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  ms  Unendliche  fällt,  so 
fällt  die  Projection  des  demselben  harmonisch  zugeordneten  Punk- 
tes in  die  Mitte  der  Projection  der  beiden  anderen  Punkte. 

d.  Lassen  sich  vier  Punkte  einer  Geraden  dergestalt  projici- 
ren, dass  die  Projection  des'einen  derselben  in  die  Mitte  der  Pro- 
jectionen  zweier  anderen  und  die  Projection  dos  vierten  Punktes 
ins  Unendliche  fällt,  so  sind  die  vier  ursprünglichen  Punkte  harmo- 
nisch liegende  Punkte,  und  der  erste  und  vierte,  so  wie  der  zweite 
und  dritte  Punkt  sind  einander  harmonisch  zugeordnet. 

10.  Lehrsatz.  Der  Durchschnittspunkt  zweier  Projectionsgera- 

den  ist  der' Projectionspünkt  des  Durchschnitts- 
punktes der  beiden  projicirten  Geraden. 

Beweis.'  Ist  nV  die  Projection  von  ab  und  cV  die  Projec- 
tion von  Cb,  so  ist  c'  der  Projectionspünkt  irgend  eines  Punktes 
^sowohl  der  Geraden  ab  als  auch  der  Geraden  cb,  weil  er  in  aV 
und  c'b'  liegt,  folglich  ist  c'  der  Projectionspünkt  von  e als  Durch- 
schnitispunkt  von  ab  und  cb. 

11.  Zu.^ätzc.  a.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden 
in  einem  einzigen  Punkte,  sO'  schneiden  sich  ihre  Projcctionen 
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gleichfalls  in  einem  einzigen  Punkte  und  umgekehrt;  schneiden  sich  - 
die  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  einem  einzi- 
gen Punkte,  so  schneiden  sich  die  Geraden  selbst  in  einem  ein- 
zigen Punkte.  . , 

4 Die  Projectionen  von  vier  harmonisch  liegenden  Geraden 
sind  gleichfalls  vier  harmonisch' liegende  Geraden  und  umgekehrt: 
liegen  die  Projectionen  von  vier  Geraden  harmonisch,  so  liegen  die 
Geraden  selbst  harmonisch, 

c.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Geraden  dergestalt, 
dass  die  Projectionen  irgend  zweier  einander  harmonisch  zugeord- 
neten Geraden  auf  einander  senkrecht  zu  stehen  kommen,  so  bilden 
die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden  mit  jeder  Projection 
der  beiden  ersteren  gleiche  Winkel. 

d.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Geraden  dergestalt^ 
dass  die  Projectionen  irgend  zw^eier  einander  harmonisch  zugeord- 
neter  Geraden  mit  den  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden  - 
gleiche  Winkel  bilden,  so  stehen  die  Projectionen  der  beiden  er- 
steren Geraden  ^uf  einander  senkrecht. 

e.  Lassen  sich  vier  Strahlen  eines  Stsablenbüschels  dergestalt 
projiciren,  dass  die  Projectionen  zweier  derselben  aut  einander 
senkrecht  stehen,  und  die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden 
mit  denen  der  beiden  ersteren  gleiche  Winkel  bilden,  so  sind  es 
vier  harmonisch  liegende  Strahlen,  und  die  beiden  ersten'  und  die 
beiden  letzten  sind  einander  harmonisch  zugeordnet. 

12.  Aufgabe.  In  einem  beliebigen  Strahl  eines  gegebenen  Pro- 

jectionssystems  denjenigen  Punkt  zu  finden,  des- 
sen Projection  im  Unendlichen  liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.II.  Fig.5.  das  gegebene  Projectionssystem,  b 
der  gewählte  Strahl  und';  derjenige  Punkt  desselben,  dessen  Projec- 
tion im  Unendlichen  liegen  soll,  so  muss,  wenn  man  pa  dergestalt 
verlängert,  dass  es  ^ in  t)  schneidet  und  durch  t)  und  die  Linie 
zieht,  diese  Lini^  mit  b parallel  sein.  Da  nun  der  Punkt  a'  mit 
dem  Projectionssystem  gegeben  ist,  so  ist  hierdurch  die  Richtung 
von  3)',  so  wie  auch  die  von  mit  bestimmt,  folglich  auch  der 
Punkt 

Zusatz,  ln  einem  jeden  gegebenen  Projectiohssysteme  existirt 
für  jeden  Strahl  ein  Punkt,  dessen  Projection  im  Unendlichen  liegt. 

13. ' Lehrsatz.  Liegen  die  Projectionen^  zweier  Punkte  einer 

Geraden  im  Unendlichen,  so  liegt  die  Projec-  ' 
tion  eines  jeden  anderen  Punktes  dieser  Gera- 
' den  gleichfalls  im  Unendlichen. 

Beweis.  Liegen  die  Projectionen  zweier  Punkte  einer  Ge- 
raden im  Unendlichen,  so  liegt  die  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Projectionen  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  Unendlichen,  weil  sie 
nicht  durch  den  Anfangspunkt  des  Projectionssystems  gehen  kann. 
Es  wird  folglich  auch  jeder  Punkt  der ' ursprünglichen  Geraden 
seine  ProjectiRn  im  Unendlichen  haben,  weil  diese  sich  in  einer 
Geraden  befindet,  die  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  Unendlichen 
liegt. 

Zusatz.  Liegen  die  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Punkte 
eines  Projectionssystems  im  Unendlichen,  so  liegen  die  Pj^nkte 
selbst  in  einer  und  derselben  Geraden. 

14.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Projectionssysteme  dieje- 
nige Gerade  zu  construiren,  deren  Projection  im  Unendlichen  liegt. 
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Analyse.  Ist  (Taf.  11.  Fi{^.‘5.)  |:n>  die  verlangte  Gerade,'  so 
müssen  die  Projectionen  von  ^ und  m im  Unendlicuen  liegen  und 
ist  .dieses  der  Fall,  so  hat  jeder  Punkt  von  j:n>  seine  Projection 
im  Unendlichen.  Hieraus  bestimmt  sieb  jrm  nach  (12.). 

' Zusatz,  ln  einem  jeden  gegebenen  Projectionssysteme  ^iebt 
es  eine  und  zwar  nur  eine  einzige  Gerade,  parallel  mit  dem  Durgh- 
schuitte  der  Projection,  deren  Projection  im  Unendlichen  liegt. 

15.  Aufgabe,  ln  einem  Projectipgssysteme  ist  die  Richtung 
des  Durchschnitts  unbestimmt  gelassen,  man  soll  denselben  so  be- 
stimmen, dass  die  Projection'  eines  gegebenen  Punktes  im  Unend- 
lichen liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.  II.  Fig.  5.  das  gegebene  Projectionssystem, 
sind  ab  und  a'b'  bis  zum  Durcbschnittspunkt  jr  verlängert,  so  muss 
der  gesuchte  Durchschnitt  der  Projection  ui  durch  y geben.  Ist  ferner 
IT'  der  Punkt,  dessen  Projection  im  Unendlichen  hegen  soll)  zieht 
man  pa,  verlängert  jta  bis  zum  Durchschnitt  y mit  ui  und  verbin- 
det endlich  Q mit  a^  so  muss  diese*  Verbindungslinie  n'  parallel 
mit  dem  Strahle  b sein,  in  welchem  3^^  liegt.  Hierdurch  ist  zu- 
nächst die  Lage  von  .33^  und  dann  vermittelst  des  Durchschnitts 
derselben  mit  jra  ein  zweiter  Punkt  ^ bestimmt,  durch  welchen  die 
Gerade  ui  gleichfalls  geben  muss. 

16.  Zusätze,  a.  ln  jedem  Projectionssysteme,  in  welchem  die 
Richtung  des  Durchschnitts  unbestimmt  gelassen  ist,  lässt  sich  diese 
Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise  dergestalt  be- 
stimmen, dass  die  Projection  eines  beliebig  gegebenen  Punktes  im 
Unendlichen  liegt. 

6.  ln  einem  jeden  Projectionssysteme,  in  welchem  die  Rich- 
tnng  des  Durchschnitts  der  Projection  unbestimmt  gelassen  ist, 
kann  man  diese  Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise 
dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projectionen  zweier  gegebenen  Ge^ 
roden  parallel  sind,  indem  man  die  Projection  des  Durchschnitts 
dieser  Geraden  ins  Unendliche  fallen  lässt.  ^ 

c.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden  in  einem  einzi- 
gen Punkte  > und  sind  die«  Projectionen  zweier  derselben  parallel, 
so  sind  die  Projectionen  aller  parallel. 

if.  Sind  die  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  ir- 

gend  einem  Projectionssysteme  parallel , so  schneiden  sich  diese 
eraden  in  einem  einzigen  Punkte. 

17.  Aufgabe,  ln  einem  Projectionssysteme  den  Durchschnitt 
der  Projection  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  Projection  einer 
gegebenen  Geraden  im  Unendlichen  liegt. 

Analyse.  Ist  Taf.  II.  Fig.  5.  das  gegebene  Projectionssystem, 
die  Projection  von  a,  und  ;n>  diejenige  Linie,  deren  Projection  im 
Unendlichen  liegen  soll,  A endlich  die  verlangte  noch  unbekannte 
Lage  des  Durchschnitts,  so  muss  der  Durchschnittspunkt  von  pa 
und  die  Parallele  aus  a'  mit  dem  Strahl  d in  ui  liegen;  ebenso 
muss  der  Durchschnittspunkt  von  ma  und  die  Parallele  aus  a'  mit 
dem  Strahle  c in  ^ liegen.  Da  nun  die  Lage  beider  Parallelen, 
so  wie  die  der  Verbindungslinien  pa  und  n>a  als  bekannt  ange- 
nommen werden  können,  so  lässt  sich  auch  die  Lage  von  A be- 
stimmen. 

Anmerkung.  Schneiden  sich  pa  und  die  Parallele  aus  a'' 
mit  dem  Strahle  6 in  p',  so  kann  man  die  Lage  von  A auch  da- 
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durch  hcstitnmeii , dass  man  durch  f eine  Parallele  durch  ;n>  zieht 
(14.  Zusatz.).  . ' ’ ' 

18.  Zusätze,  a.  Ist  in  einem  Projectionssysteme  die  Lage 
des  Durchschnitts  der  Projection  unbestimmt  gelassen^  so  kann 
man  dieselbe  immer,  aber  nur' auf  eine  einzige  Weise  dergestalt 
bestimmen,  dass  die  Projection  einer  beliebig  gegebenen  Geraden 
ins  Unendliche  fällt. 

Ist' in  einem  Projectionssysteme  die  Lage  des  Durchschnitts  ' 
unbestimmt  gelassen,  so  kann  man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf  . 
eine  einzige  Weise  dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projection  eines 
beliebig  gegebenen  Vierecks  ein  Parallelogramm  wird,  indem  man  , 
die  Projection  der  Durchschnittspnnkte  der  gegenüberstehenden  Sei* 
ten  des  Vierecks  ins  Unendliche  fallen  lässt. 

Als  Anwendung  dieser  Theorie  mögen  vorläufig  folgende. Bei* 
spiele  dienen. 

Lehrsatz  1.  Die  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  voll- 
ständigen Vierseits  bilden  mit  den  Durchscbnitts- 
punkten  dieser  Diagonale  und  der  beiden  ande- 
• ren  Di^onalen  des  Vierseits  vier  hafmonisch  lie- 
gende Punkte,  und  zwar  sind' die  beiden  ersteren 
. und  die  beiden  letzteren  ^ harmonisch  zngeordnete 
Punkte. 

Beweis.  Man  projicire  (Taf.  II.  Fig,  1.)  das  vollständige  * Viereck 
I II 111  IV  dergestalt,  dass  die  Projection  von  S3a'  §8V  ein 
Parallelogramm  wird.  Alsdann  fällt  die  Projection  von  b'  * 
in  die  Mitte  von  S3S3',  die  Projection  von  b aber  zugleich 
mit  den  Projectionen  von  a und  c ins  Unendliche,  folglich 
sind  b'/  fS,  'b  in  angegebener  Reihenfolge  harmonisch 
liegende  Punkte  (9.  Zusatz  d.). 

Lehrsatz  2.  Je  zwei  gegenüberstebende  Seiten  eines  vollstän- 
' digen  Vierecks  bilden  mit  den  Verbindungslinien 

des  Durchscbnittspunktes  dieser  beiden  Seiten  und 
< der  Durchschnittspunktc  der  beiden  andieren  Paare  ^ 
gegenüberstehender  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
ecks harmonisch  liegende  Strahlen  und  zwar  sind  ^ 
die  beiden  ersteren  Seiten,  und  die  beiden  letzte- 
. ren  Verbindungslinien  harmonisch  zugeordnete 
Strahlen. 

Beweis.  Man  projicire  das  Viereck  I 11  111  IV  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
dergestalt,  dass  seine  Projection  ein  Parallelogramm  wird,  alsdann 
fällt  die  Projection  von  a in  die  Mitte  der  Projection  von  II  und 
111,  weil  die  Projection  von  aß  durch  den  Durcbschnittspunkt  der 
Diagonalen  des  projicirten  Parallelograinins  gehen  muss.  Die  Pro- 
jection von  y fällt  aber  ins  Unendliche,  folglich  sind  II,  ce,  111,  y 
in  der  angegebenen  Reihenfolge  harmonisch  liegende  Punkte  (9. 
Zusatz  und  mithin  auch  a,  c,  d harmonisch  liegende  Strahlen 
und  zwar  so,  dass  a Aam  c und  6 dem  d zugeordnet  sind. 

Lehrsatz  3.  Werden  zwei  Geraden  von  drei  oder  mehreren  ■■ 
Strahlen  eines  Strahlenbüschels  geschnitten , und 
verbindet  man  die  wechselseitigen  Durchschnitts- 
punkte mit  einander,  so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte  der  entsprechenden  Verbindungslinien. mit 
dem  Durchschnittspunktc  der  beiden  Geraden  in 
einer  und  derselben  Geraden. 
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Beweis.  Sind  (Taf. II.  Fig. A und  A*  die  beiden  Geraden, 
l,  c die  Strahlen  des  Strablenbüschels,  und  man  projicirt  die  Figur  der- 
gestalt, dass  acc'a'  zur  Projection  ein  Parallelogramm  erhält,  so  wird 
auch  bb^  weil  es'mit  den  Strahlen  a und  c den  Punkt  ^ gemeinschaft- 
lich hat,'  zur  Projection  eine  Gerade  haben,  die  mit  na'  parallel  ist 
(16.  Zusatz  c.).  Ks  werden  folglich  die  Projd^^tionen  von  a,  y als 
Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  hei  Parallelogrammen  zwischen 
den  parallelen  Projectionen  von  ac  und  a'c'  gleichen  Abstand  hahen^ 
die  Projection  von  aber  wird  ins  Unendliche  fallen,  also  liegen 
die  Projectionen  von  a,  /?,  y und  33',  folglich  auch  a,  ßy  y und  33' 
selbst  in  einer  und  derselben  Geroden  (8.  Zusatz  e,), 

Anmerkung.  Der  umgekehrte  Satz  lässt  sich  auf  ähnliche 
Weise  darthun.  * 

, L'ebrsatz  4.  Liegen  von  den  sechs  Ecken  eines  Sechsecks  drei 

und  drei  abwechselnd  in  zwei  Geraden,  so  liegen 
^ die  drei  Durchschnittspunkte  je  zweier  gegen- 

üherstehenden  Seiten  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden. 

Bewei«.  Ist  (Taf.  ll.  Fig.  7.)  ABCDEF  das  in  Rede  stehende 
Sechseck,  in  welchem  Ay  Cy  E in  einer,  By  Dy  F in  einer  anderen 
Geraden  liegen,  so  projicire  man  dieses  Sechseck  in  abede;!^  derge- 
stalt, dass  ab  parallel  de  und  bc  parallel  ^wird;  schneiden  sich 
nun  ace  und  bdf  in  ky  so  ist,  weil  ab  parallel  de  ist, 

ka  : ke  = kb  : kd, 
und  weil  bc  parallel  e/  ist, 


also 


ke  : kc  :z=z  kf  : kby 


ka  : kc  =:  kf  : kdy 

folglich  cd  parallel  fa.  Es  liegen  also  die  Projectionen  der  drei 
Punkte  a,  ßy  y im, Unendlichen,  folglich  diese  Punkte  selbst  in  einer 
und  derselben  Geraden  (13.  Zusatz.}. 

Lehrsatz  5.  Schneiden  sich  von  den  sechs  Seiten  eines  Seebs- 
seits  drei  und  drei  abwechselnd  in  zwei  Punkten, 
so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  der 
gegenüherstehenden  Ecken  in  einem"  einzigen 
Punkte. 

Beweis.  Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  8.)  ABCDEF  gegebene  Sechs- 
seit,  in  welchem  sich  die  Seiten  1,  3,  5 im  Pnnkte  G und 
2,  4,  6 im  Punkte  H schneiden.  Projicirt  man  nun  dies 
Sechsseit  dergestalt  in  abedefy  dass  die  Projectionen  von 
G und  H ins  Unendliche  fallen,  und  schneiden  sich  ad  und 
be  in  f,  so  ziehe  man  ic^  welche  die  de  in  k schneidet 
und  verbinde  c mit  f Weil  nun  de  parallel  ha  ist,  so 
verhält  sich 

\ 

cl : Ib  ==  cd  : boy 
und,  weil  de  parallel  Ib  ist, 

Ib  : md  = ba  : rnuy 

also,  weil  überdies  noch  md  = cb  und  ma  = cf  ist,  auch 

cl  \ Ib  cd  ; ef 
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Nud  ist  aber  e/c  parallel.^,  also, 

• (Ic  : efzrz  kd  : kCy 

mithin 

kd  \ ke-=.  cd  \ efy 

folglich  liegen  /,  r, /*  in  einer  und  derselben  Geraden,  0|ler  ad^  i 
he  und  cf  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  f.  Da 
‘ nun  diese  drei  Geraden  Projectionen  von  ADy  BE  und  CF  sind, 
so  schneiden  si<^  auch  diese  in  einem  und  demselben  Punkte  I ' 
(11;  Zusatz  a.). 

(Diese  Betrachtungen  werden  späterhin  fortgesetzt  werden.) 
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XXV. 

Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  III.  im  Archive 
der  Mathem.  und  Pliys.  I.  Theil  I.  Heft. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Mensing  . 

zu  Erfurt. 


Die  vom  Herrn  Professor  Dr.  Grunert  gegebene  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung  ist  zwar  sinnreich,  aber  nicht  die  kUr- 
’zeste.  Folgende  möchte  sich  in  dieser  Hinsicht  empfehlen. 

Heisse  die  quadratische  Gleichung 

a:^  — h* 

so  sind  die  Wurzeln kleinere  Wurzel  positiv 

a:"= — grössere  - negativ. 

Setze  lg  2sp  = -^,  so  wird  4:'=»(jj^-l) 

2 sin  q>  sin  ^ cos  <y> sin  2y  sin 

^ cos  2f/>  ’ cos  y ^ cos  2y  ’ cos  9 * 

= a tg  2g> . tg  g)  = h tg  9, 
und  eben  so  r~.  . 

tg^i 
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Diese  GleichuDgen  tg  29>  = -~  und  a:'  = 6 . . . . ;r"  = 

sind  gewiss  die  bequemsten,  welche  sich  aufßnden  lassen. 

Ils  fol^e  das  im  Archive  berechnete  Beispiel.  Dafür  ist 

^ . . . . also  tg  2,p==  1/ä  . i. 

Man  lasse  sich  nicht  verleiten^  den  letzten  Ausdruck  abzukür- 
zen; er  ist  so  am  besten,  wie  sich  gleich  ergebei^wird. 

. ..log  Ä»==  1,2006710  * ^ 

log  fjb  = 2,0631006“|  • , 


;2 


log  X = 0,862421 
• • ; log  ö =z=  0,6003355 

c . log  y = 9,0054849  — 10 


log  tg  2y  = 10,4682500  — 10 2y  ==  71 . 12 . 39,82 

. log  tg  9 = 9,8549589  — 10  y = 35 . 36 . 19,91 

. . log  0:^=;=  0,4552944  2,852952  . . . 

log  — .r"  = 0,7453766  ;r"=  — 5,563865  . . . 


Die  zweite  nod  dritte  Zeile  werden  zuerst  hingeschrieben,  nach 
oben  subtrahirt,  dieser  Rest  durch  2 dividirt,  wodurch  die  vierte 
Zeile  entsteht  u.  s.  w.  Wäre  x nicht  an  die  Stelle  wo  es  steht 
gebracht,  so  hätte  man  es  noch  einmal  schreiben  müssen,  deshalb 
ist  auch  der  Werth  von  tg  2^  nicht  abgekürzt. 

Es  wird  kaum  zu  bemerken  nöthig  sein,  dass  für  die  Grund- 
gleichuDg 

or*  — — ä*  = 0, 

woraus  also  die  grössere  Wurzel  poiitiv  wird  • 

^ tg  y » ^ 

und  x"'=z  — b tg  (p  also  die  kleinere  Wurzel  negativ  wird, 
die  Auflösungsart  ganz  dieselbe  wie  oben  bleibt. 

Für  die  Grundgleichung  ....  o:* -f-2»;r-l- =0 


erhält  man  x'  '==.  — a 

\ 

= — a 


beide  Wurzeln  negativ. 


Bier  setzt  man  sin  2y  = — , wodurch  4:'= — 6 tg  y und  ;r"= — ^ 
werden. 


tg  y 


Endlich  entstehen  aus  der  Grundgleichung ....  — 2«^-l-^*=;0 

beide  Wurzeln  positiv 


die  Wurzeln  or'  = a 4- 

bei 


a — \/a^  b^J 


welches  die  nämlichen^  jedoch  positive  Resultate  im  Vergleich  mit 
den  vorigen  giebt.  ’ • ' , 

Ich  habe  diese  Auflösung  überall  da  recht  nützlich  gefunden, 
wo  ich  geometrische  Aufgaben  dadurch  za  lösen  hatte ; um  sie  aber 
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nc^h  brauchbarer  zu  machen,  wäre  es  sehr  bequem,  mit  den 
nometrischen  Funktionen  noch  die  Tangenten  jrar  die  halben  Win. 
kel  gleich  neben  den  ganzen  zu  haben.  


I • '4 

, I 


XXVI. 

Note  sur  les  Tables  Trigonom^triques. 

1 Par 

Mr.  C.  J.  D.  um, 

Prof,  des  inatb.  a l’universite  de  Lund.  i 


» 

Les  Tables  ordinaires  ne  donnent  que  sept  ddcimales.  Or  il  se 
trouve  souvent  qu'on  a besoin  de  tables  plus  dtendues,  et  m^me 
qu’on  doute  de  Pexactitude  d'un  chiffre  de  ceux,  qui  s’y  trouvent. 
Dans  ces  cas  les  formules  suivantes  seront  d'un  grand  usage. 

Soit  TT  le  rapport  de  la  circonference  au  diametre,  et  9P=11°  15^ 
' il- 

(ou  9 = 0,125  d’apres  la  division  nouvelle)  et  iff  un  angle  donnd, 
, - , \ . 'n  , tlf  mb  . 

dont  l’arc  correspondant  JC  (savoir  = ou  = — — ) est  plus 

. » 5M)0 

petit  que  (ou  bien  ^-<[,5®  37'  30"  = 0,W25).  ^ 

(>la  posd,  on  äura  le  sinus  de  ou 

Cette  formule  algdbrique  tres  simple  et  mdme  rationelle  reprdsente 
la  foDction  sinus  (reputde  jusqu’ici  si  transcendante)  ä un  degrd 
d’exactitude  remarquable,  puisque  on  trouve  en  employant  les  dd> 
veloppements  connus  que  la  currection  qu’il  faut  y appliquer  est 

environ  = + etc. 

On  peut  aussi  la  vdrifier  par  un  exemple  numdrique.  En  eifet, 
soit;2=0,l,  et  cette  formule  donuera  Sin  (0,1)=0, 0908334 160468284, 
et  cette  vuleur  ne  differera  de  la  valeur  juste  (trouvde  par  interpo- 
lation  ou  autrement)  que  de  deux  uoitds  dans^la  derniere  place  dd- 
cimale.  Dans  les  limites  prdscrites  eile  donne  ainsi  quinze  chilfres 
exactes.  En  y joignant  donc  les  formules  connues: 

jS  (ry>-+-‘iff)=Sry> . . Stp  et  €hfr=zS{^ — ip)  = V^l — 

on  remplacera  les  tables  trigonomdtriques  a XV  ddcimales  complet« 
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tes  et  a'  5400  nombres  calcules  par  une  semblaiile  a huit  seulemeut, 
savoir  celle>ci: 


r 

Cos.  (r<jp) 

Sin.  (ry) 

1 

0,98078  52804  03230 

0,19509  03220  16128 

7 

2 

0,92387  93323  11287 

0,38268  34323  65090 

6 

3 

0,83146  96123  02548 

0,55557  02330  19602 

5 

4 

0,70710  67811  86548 

0,70710  67811  86548 

4 

Sin.  {r'^) 

Cos.  {r'g>) 

r 

Et  eo  y appliquant  les  formules  pr^cödentcs,  on  trouyera  le  sinus 
d^un  äugle  quelcouque.  a quinze  decintales  exactcs. 

Si  l’on  se  couteuteru  de  Xlll  decimales,  on  emplojera  cetto 

formule  plus  simple  Cos.iT==i=:l  — correction  ‘ 

• 

cst  ="t"7iÖ45ÖQ*  Dans  une  approximation  plus  rüde  on  se  con- 

’ ■ . * a:^  * 

tentera  des  f<ymules  Sin.  x •=.a:  (1  — et  Cos.  Ät={l — g-)^, 

qui  sont  plus  applicables  aux  Logarithmes.  La  formule  semblable 

Tang.  xr=z g--,  donne  encore  sept  chiffres  exacts,  loraque 

a — —V 

. ' IS-' 

x = 0,2  = 1,  ou  .r®  = ll°  18'  36". 

* ^ 

Au  contraire^  si  les  fonctions  sont  donn^es^  on  trouvera  l’arc 
correspondunt  moyennant  une  petite  table  des  Logarithmes  naturels 
(^)  d’apres  la  formule 

Are.  Taag.  (.r)  ===2  . (.r  + y + . Zr  j-^===j;.r. 


I 

Qu’on  demande  p.  ex.  X ^ ^ chiffres  exacts: 

R&oi;  4 = 0.027397’  260273'  9726 

4 <f 

|(^)‘=  0,000000'  000192'  9303 
— — 0,013699’  487094'  0372 

Doncj;iz=  0,013697’  773372'  866. 

Les  formules  alg^briques 

ar  3024 -h  ^52  o:» -f- 204,8  or* 
3 . 1120  240  a:* 
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et  Are  Sin  ae  = 


,V9K‘-(f)’  VriHf)’'®* 


£.  = (1  + \/i)>  et‘  £?=(!-  ]/fy 


— 15 


soDt  encore  tres  exactes,  puisque  les  corrections  sont  et 


-h 


344064* 


La  formule  Are.  Sin.'  a:z=z 


est  plus  simple,  mais  eile  exige  une  eorrection  un  peu  plus  grande 
-+“••)•  N^nmoins  eile  donne  Are. Sin. (0jl)=0, 100167*420, 
ou  il  manque  moins  qu’une  unitd  decimale  du  IX*  ordre.  , 


XXVII. 

} 

lieber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Arten,  auf  welche  sich  ein  neck. 
durcli  Diagonalen  in  lauter  mecke  zerlegen 
lässt,  mit  Bezug  , auf  einige  Abhandlungen  der 
Herren  Lamd,  Rodrigues,  Binet,  Catalan 
und  Duhamel  in  dem  Journal  de  Mathemati- 
ques  pures  et  appliqudes;  publid  par  Joseph 

Liouville.  T.  IIL  IV. 


Von 

dem  Herausgeber. 


/''y.  pf'  'ir- 


\ ^ 
v'/  /-f 


ln  den  Novis  Commentariis  Academiae  scientiarum  imperialis 
Petropolitanae.  T.  VII. p.  203  Ondet  man  eine  Abhandlung  von  Segner, 
in  welcher  derselbe  eine  recurrirende  Auflösung  für  die  folgende,  nach 
seiner  eignen  Angabe  ihm  >von  Euler  mitgetheilte  Aufgabe  giebt:* 

7b«U  I.  13 


DIgitized  by  Google 


194 


Die  Anzahl  der^verschicdenen  Arten  zu  besd.inmen, 
auf  welche  sich  ern  beliebiges  Vieleck  durch  Diagona- 
len in  Dreiecke  zerlegen  lässt. 

In  dem  Summarrum  Dissertationum , quas  continet  noTorum 
Commentariorum  .T.  VIL  wird  bei  der  Angabe  des  Inhalts  dieser 
Abhandlung  erinnert,  dass  a summo  quodam  Geometra  die  Be- 
merkung gemacht  worden  sei,  dass  die  von  Segner  berechnete 
Tafel' nur  bis  zu  dem  Funfzehneck  richtig  sei,  und  zugleich  wird 
ohne  Beweis  eine  schöne,  von  demselben  grossen  Geometer  gefun- 
dene ganz  independente  Formel  zur  Auflösung  des  in  Rede  stehen- 
den Problems,  so  wie  auch  eine  bis  zum  Fünfundzwanzigeck  be- 
rechnete Tafel  mitgetheilt. 

ln'  neuester  Zeit  ist  diese  .Aufgabe  von  den  Herren  Lamd, 
Rodrigues,  Binet  und  Catalan^  so  wie  auch  in  gewisser  Be- 
ziehung von  Herrn  Duhamel,  wieder  aufgenommen ^ und  die  Un- 
tersuchung vorzüglich  darauf  gerichtet  tvorden,  genügende  Beweise 
für  die  von  Euler  gegebene  ganz  independente  Auflösung  zu  fin- 
den , wobei  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben  darf, ' dass  die  Herren 
Binet  und  Catalan  =auf  ganz  verschiedenen  Wegen  auch  zu  einer 
bis  jetzt  noch  völlig  unbekannten  Relation  gelangt  sind.  Alle  die- 
sen Gegenstand  betreffende  Abhandlungen  findet  man  in  dem  Jour- 
nal de  Matlicmatiques  pures  et  appliquees,  publie  par  Joseph  Liou- 
ville.  T.  III.  et  IV. 

Der  vorliegende  Aufsatz  hat  nun  zunächst  den  Zweck,  die  ge- 
nannten Herren  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass,  was  denselben 
völlig  entgangen  zu  sein  scheint,  schon  ein  älterer  tref|icher  Mathe- 
matiker, Nicoluus  Fuss,  in  den  Novis  Actis  Academiae scientiarum 
imperialis  Petropolitanae.  T.  1^.  p.  243.  eine  weit  allgemeinere  Auf- 
gabe, die  ihm  nach  seiner  eignen  Angabe  von  Johann  Friedrich 
Pf  aff  vorgelegt  worden  war,  augelöst  hat,  nämlich  die  Aufgabe: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu<  bestimmen, 
'auf  welche  sich  ein  ,wec  k,  durch  Diagonal  en  in  lauter 
«»ecke  zerlegen  lässt. 

Die  von  Fuss  für  diese  .allgemeiüere  Aufgabe  gegebene  Auf- 
lösung, welche  ebenfalls  nur  recurrirend  zu  der  gesuchten  Grösse 
gelabt,  will  ich  jetzt  in  der  Kürze  mittheilcn.  ■ * ' 

Zuerst  ist  klar,  dass  nicht  jedes,  «»eck, durch  Diagonalen  * in 
lauter  «»ecke  getheilt  werden  kann,  sondern  dass,  wenn  dies  mög- 
lich sein  soll,  zwischen 'den  Zahlen  n und  «»  eine  bestimmte  Re- 
lation Statt.finden  muss,  und 'man  wird  .sich  durch  eine  :gans' ein- 
fache Betrachtung  sogleich  überzeugen,,  dass  nur  entweder  //  = «», 
oder,- indem  k eine  beliebige  positive  ganze  Zahl,  die  Null  einge- 
schlosscn,  bezeichnet, 

«»  = («»  — !)  + /:(«»  — 2)  -h  («»  — 1)  = (^  -j-  2) «»  — 2 -jh  1) 

sein  kann.  Aus  der  letzten  Formel  erhält  man  «z=«»  für  — 1, 
und  es  kann  also  nur 

n==(k~^2)  m — -2(/;'-I-l) 


sein,,  für  /?  = — 1,  0,  1,  2,  3,  4, 
— 1,  so  kann  nur 


Setzt  man  k + also 


i 


I . : 


t;'- 


®)  Auf  jeden  Fall  Eul,er. . 


t • 
■ « ‘ » 


#; 


n;-  'i  * ; 
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^ « = — (2#  — 2)' 

sein',  für  i = 2,  3,  4,  5, . . . d.  h.  für  jedes  positive  ganze  i, 

mit  Ausschluss  der  Null. 

Aus  der  Betrachtungy' durch  welche  man  zu  den  Formeln 

-«Ä«»  uder  t»  = (Xr-f-2) — 2(^*f-l)  • 

für'/&==0,  1,  2i  4y.  . . . . gelangt,  geht  zugleich  auch  unmittel* 
bar  hervor,'  dass  die  Anzahl  der  Diagonalen,  welche  zur  Zerlegung 
des  »ecks  in  lauter  «wecke  erforderlich  sind,  respective 
und  dass 'die  Anzahl  der  /wecke,  welche  man  dadurch  erhält,  re^ 
spective  1,  ä?-|-2  ist.  Setzt  man  also  allgemein 

. ' /?  = (Xr  Hh  2)  /w  — 2 1) 

für  Xr  = — 1;  0,  1,  2,  3,  4,  . . . ;,  so  ist  die  Anzahl  der  zu  der 
Zerlegung  des  /»ecks  in  lauter  /wecke  erforderlichen  Diagonalen 
allgemein  Xr  + 1^  und  die  Anzahl  der  /wecke,  welche  man  durch 
diese  Zerlegung  erhält^  ist  allgemein  X?  + 2.  Wird  also 

/ . 9iz=.im  — (2/  — 2) 

für  « = l,’  2j  3y  4j  5,  ....  gesetzt  j so  ist  die  Anzahl  der  zu  der 
Zerlegung*  des  «ecks  in  lauter  /wecke  erforderlichen  Diagonalen 
allgemein ' i — 1,  und  die  Anzahl  der  /wecke,-  welche  man  durch 
diese  Zerlegung  erhält,  ist  allgemein  «. 

" Wir  wollen  nun  für 

/ = i,  2,  3,  4^  5, # 

die  Anzahl  der  Zerlegungen  der  entsprechenden  Vielecke  in  lauter 
/wecke,’  d.  h.  die  Anzahl  der  Zerlegungen  eines 

zwecks,  (2m  — 2)ecks,  (3/w  —7  4)ecks,  ...  | i/w  — (2i  — 2)  | ecks 

in  lauter  zwecke,  respective. durch 

-^2i  •^4»  • -^1  , 

bezeichnen,  und  wollen  zuvörderst  bloss  eine  Winkelspitze,  die  im 
Allgemeinen  durch  bezeichnet  werden  mag,  eines  jt/w — (2« — 2)  j ecks 
betrachten. 

Aus  der  Winkelspitze  JC  lassen  sich  offenbar  zwei  Diagonalen 
unsers  |//w  — (2/  — 2)  | ecks  ausziehen,  von  deren  jeder  dasselbe 
in  ein 

zweck  und  ein  j{/  — \)m  — (2z  — 4)|eck 

. ■ 4 * » • 

getheilt  wird.  Da  nun  A-i  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  zwecke,  1'  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztem  in 
lauter  zwecke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  qttenbar  2A^'Ai-.\  Zer> 
legungen  unsers  \im  — (2#  — 2) | ecks  in  lauter  zwecke. 

Von  der  Winkelspitze  JK  aus  lassen  sich  ferner  zwei  Diagona- 
len unsers  '\im — *(2z  — 2) | ecks  ziehen,  von'  deren  jeder  dasselbe 
in  ein  ’ - . . . • 

(2m  — 2)eck  und  ein  j(z  — 2)  zw  — (2z  — 6)jeck 

getheilt  wird.  Da  nun  A2  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  zwecke, die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztem  in 
lauter  zwecke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  otfenbur  2A^  Ai--4  Zer- 
legungen  unsers  (f/w-r:(24*7rr2)iecks  ia  lauter  zwecke. 

13* 
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Ferner  lassen  sicli  von  der  Winketspitze  K aus  zwei  DIagona* 
len  unsers  \im  — (2/  — 2)jecks  ziehen,  von  deren  jeder  dasselbe 
in  ein 

(3ot  — 4)eck  und  ein  |(i  — 3)*»  — (2i  — 8)jeck 

getbcilt  wird.  Da  nun  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  liiuler  «lecke,  Ai—%  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztem  ii| 
lauter  /^»ecke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  Ai—%  Zerlegungen 
unsers  \im  — (2«  — 2)jecks  in  lauter  ///ecke. 

Ist  nun  i eine  ungerade,  also  die  Anzahl  i — 1 der  zur  Zerle- 
gung unsers  \im  — (2/  — 2)|ecks  in  lauter  «leckc  nötliigen  Diago- 
nalen eine  gerade  Zahl;  so  wird  man,  auf  die  obige  VVeise  fort- 
gehend,  immer  endlich  auf  zwei  von  K ausgehende  Diagonalen 
kommen,  von  deren  jeder  unser  \im  — (2/  — 2)|eck  in  ein 

|4(*  — l)m  — (f  — 3}|eck  und  ein  — (i  — l)jeck 

gcthi'ilt  wird,  i|nd  da  nun  Ai(z—i)  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des 
erstem  in  lauter  ///ecke,  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des 

letztem  in  lauter  ///ecke  ist,  'so  ergeben  sich  hieraus  2y^j(,_i) 
A^üi-t-i)  Zerlegungen  unsers  \im  — (2/,  — 2)|ecks  in  lauter  /»ecke. 

Wenn  dagegen  i eine  gerade,  also  die  Anzahl  i — »1  der  zur 
Zerlegung  unsers  \itn  — (2*  — 2)|ecks  in  lauter  /»ecke  nöthigen  ' 
Diagonalen  eine  ungerade  Zahl  Ist,  so  wird  man,  auf  die  obige" 
Weise  fortgehend,  immer  endlich  auf  eine  von  A' ausgehende  Dia- 
gonale kommen,  von  welcher  unser  |//»  — (2/ — 2)|eck  in  zwei 

\\im  — (i  — 2)1  ecke 

getheilt  wird,  und  da  nun  A^  die  Anzahl  der  Zerlegungen  dieses 
\{im  — (« — 2)|ecks  in  lauter  /»ecke  ist,  so  ergeben  sich  hieraus 
A^i  Ali  Zerlegungen  unsers  |//w  — (2/  — 2)jccks  in  lauter  /»ecke. 

Die  Anzahl  aller  auf  die  obige  Weise  sich  ergebenden  Zerle- 
gungen unsers  |///»  — (2/  — 2)|ecks  in  lauter  /»ecke  ist  folglich 

2Ai  Ai—±  2A2,  Ai— 2 -+-  2A^  Ai—f  -f- . . . “+■  2Ai(^i—i)  A^^i^i) 

oder 

2A^  Ai—i^2A^  Ai—2'^?'Af  Ai—2^\-,»^\-^Ai(i—.2)A\{i+2'i^A\i  A^{, 

jcnachdem  i eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist,  und  also, 
wie  leicht  in  die  Augen  fallen  wird,  für  jedes  gerade  oder  un- 
- gerade  i 

Al  Ai—i^A^  Ai—2~\“A^  Ai—2^,.,-\-Ai  2 Az  + Ai—x  A^y 
oder,  mit  Hülfe  einer  leicht  verständlichen  abkürzenden  Bezeichnung, 


1-1,  y=l 
1,  y=/— 1 


Da  nun  Im — “(2/  — 2)  die  Anzahl  der  Winkelspitzen  unsers 
\im  — (2/  — 2)|ecks  ist,  die  obigen  Betrachtungen  sich  aber  offen- 
bar bei  jedjßr  einzelnen  Winkclspitzc  anstellen  fassen;  so  ist 


pc—i—u  y=l 


die  Anzahl  der  sieb  auf  die  in  Rede  stehende  Weise  ergebenden 
Zerlegungen  iinsers  — (2i  — 2)j$cks,  und  es  fragt  sich  nun 

j ‘ 
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bloss  noch,  ob  unter  diesen  Zerlegungen  nieht  vielteiclit  identische 
Vorkommen^  welche  Frage  auf  folgende  Art  beantwortet  werden 
kann. 

Denken  wir  uns  ii^end  eine  bestimmte  Zerlegung  unsere 
\im  — (2i  — 2)|ecks  in  lauter  ^ecke;  so  erscheint  dieselbe  in  der 
obigen  Aufzählung  offenbar  in  Bezug  auf  eine  jede  der  in  ihr  vor- 
kommenden  Diagonalen , d.  h.  weil  die  Anzahl  der  zu  der  Zerle* 
gung  unsers  — (2f  — 2)|ecks  in  lauter  ^ecke  erforderlichen 
Diagonalen  * — 1 ist,  r*  — 1 Mal. ' Ferner  ist  aber  z.  B.  die  Diago- 
nale KLt  Sowohl  hei  der  Winkelspitze  Ä',  als  auch  bei  der  Win- 
kelspitze JL  in  Betrachtung^  oder  sqwohl  von  Ä"  nach  Jv/ als  auch 
von  Lt  nach  gezogen  worden  , woraus  sich  , in  Verbindung  mit 
dem  Vorhergehenden,  ergiebt, .dass  die  in  Rede  stehende  bestimmte 
Zerlegung  unsers  — (2i  — 2)jecks  in  lauter  »leckc  in  der  obi- 
gen Aufzählung  2(i  — 1)  Mal  vorkommt,  und  da  dies  nun  natürlich 
von  einer  jeden  solchen  Zerlegung  gilt,  so  ist  klar,  dass 

im  — (2f  — 2)  ^x=*— 1,  y==i^  A ' ' 


— 2 


y=*-r 


die  Anzahl  der  wirklich  von  einander  verschiedenen  Zerlegungen 
unsers  {im  — (2i  — 2)|ecks  in  lauter  /»ecke,  oder  dass,  weil  nach 
dem  Obigen  die  Anzahl  dieser  Zerlegungen  durch  bezeich- 
net wird,  ‘ . ’ . i 

; 2«-2  ^ ^ 


» ^ • - • • k« 


ist. 

Aus  dieser  Formel  ergeben  sich,  da  offenbar  =1  ist,  die 
folgenden  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Grössen  Ai,  A^j 

A^f  Agy 

A=i,  ■ ! 

2m-2  ■ ^ . 


3 2 

Zm  — 4 
. 4 

4m  — 6 


* ^ 

^AiA^  “F"  Ay^A 

(AyAy  -f-  A^A^  ’^AfAy), 


AfS=Z  g {AyA^'-\-  A^A^  A^Ayy-^  A^Ay)t 


oder 


Ay  = 1, 

A,Z=Z^^AyAyy 


u.  s.  w. 


A,=z 


2 

Sm  — 4 

4 

4m  — 6 
6 


. 2AyA^y 

i^AyA^^A^A^), 
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^»«8  . ■ 

- .-  ö X ,,4  . . ' . i 'i  ;.  ’ - 


•■  >1  . i<'  . 


6»i — 10 
10  "* 
Irn  — n 
12 


{^A{A^  -)r%A^A^  -^,A^A,),\  , 

(2A^A^ ’-\^2A2A^  ^^A,A^)f 

u.  s.  w. 


• . 1 


deren  Gesetz  ganz  deutlich  vor  Augen  liegt.  ‘ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  hat  Fuss  die  folgende  Tafel 
berechnet. 


• 

» 

m = 3‘ 

«»  = 4 

, ' ^ 

ot  = 5 

1 

1 

/ 

■ •.  ' 1 

4.  ' ' . '■  * > ' 

2 

2 

3 

4 

3 

5 

12 

■ ^ 22 

4 

14 

55 

140 

5 

42 

273  / 

969 

6 

132 

‘1428 

. V;. 

7 

429 

7752 

53820 

8 

t 

1430 

. 43263 

420732 

0 

~ 4862 

246675 

• 3362260 

• 

$ 

'^  = 6 

II 

1 

~ J 

3 

II 

•CK) 

1 

V 

" ■ ^ ' 1 

'■.r' 

1 

2 

5 

6 

7 

3 

35 

51 

V V 70 

4 

285 

506 

819 

5 

2530 

,5481 

. ' 10472 

6 

23751 

62833 

141778 

7 

231880 

749398. 

^ 1997688- 

8 

2330445 

9203634 

28989675 

9 

23950355 

115607310 

430321633 

Wenn  man  aus  den  obigen  recurrirenden  Formeln  die  Grossen 
Ali  A^i  An  An  An nach  der  Reihe  entwickelt,  so  er- 

hält man  ohne  alle  Schwierigkeit 

A,  = \,  ■ 


A, 


(m  — 1)  (3m — ;4) 

l > ■ O * ' 
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''  ■(tn'-^l).(Am^li)  (hm — 6). 

''*4  . I > O 5 l > 

■ f r ' X • ^ 

' ' ' 1-  (»*-— 1)  (5»»  *-»*6)  (5»»  — 7)  (5m  — 8)  ' 

— 1 . 2 . 3 . 4 ^ 


u.  s.  ,w. 


woraus  man  durch*  Induction  schliesst,  dass~  allgemein  für  #;>^2 

' (m  ■—  1)  (im  — i — 1)  (im  — i — 2)  (tm  — i — 3)  . . . (im — (2e — 2)) 

— 1 . 2 . 3 . 4 (i  — 1) 

• • f 

ist,  und  es  würde  nun  darauf  ankommen,  diese  von  Fuss  nicht 
angegebene  ganz  independente  Formel  allgemein  zu  beweisen, 
welches  Stoff  zu  einer  nicht  uninteressanten  Untersuchung  geben 
dürfte.  Für  «=1  und  ist  nach  dem  Obigen 


m — 1 


Setzeff  wir  im  — (2#  — 2)  = «,  so  erhalten  .wir 


I (.• 


n — 2 


— w— 2^ 

und  folglich  i-=:n  — 2 für  mzzzZ,  Also  ist  nach  dem  Obigen  für 
ot  = 3 und  n — 2^2,  d.  i.  ^>►4, 

^ 2w(n  1)  («  -I-  2)  ...  (2n  — 5) 

1 . 2 . 3 . 4 . . . (n  — 3)  * 

Für  » = 3 und  » = 4 ist  nach  dem  Obigen,  immer  unter  der  Vor> 
aussetzung,  dass  m=:3  ist,  ' ' ~ 

^3=2. 

Nach  Euler  ist  für  den  Fall  20  = 3 allgemein 

. 2 . 6 . 10  '•  14  . 18  ...  (4/1  — 10) 

ufn-2  2 . 3 .;  4 . 5 . 6 . . , — 1)  ’ 

I * 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  die  Uebereinstimmung  dieses 
Ausdrucks  mit  dem  vorher  gefundenen  Ausdrücke  von  uitt—2  zu  , be- 
weisen, d.  h.  zu  zeigen,  dass'fur  »^'4  allgemein 

2»(»4-l)  (n^2)  ...  (2»  — 5)  2 v6  .,10  . 14  . 18...  (4»  — 10) 

1 . 2 . 3 . 4 •'*.  • (» — 3)  V ^ ; _2j.  3.4.5.6...(»— 1) 

ist,  welches  sehr  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Ist  die  vorstehende  Gleichung  richtig,  so  ist  auch  die  Gleichung 


2n(n  -f-  1)  (n-i~2)  . . {2n  — 5) 
1 . 2 . 3 . 4 . . . (» — 3) 


1 . 3 . 5 . 7 ...  (2n  — 5)  . 2«-2 
2 . 3^  . 4 .5 (»  — 1) 


richtig,  und  umgekehrt.  Ist  aber  die  letzte  Gleichung  richtig,  so 
ist  auch  die  Gleichung 

2 .1 . 2 . 3 . 4 .. .  (2»— 5)  = 1 . 2 . 3 ..(«—3)  .1.3. 5 .7..(2/s-5) . 2^*-a 

' ' ...  * 

richtig,  und  umgekehrt.  Wenn  aber  die  letzte  Gleichung  richtig 
ist,  so  ist  offenbar  auch  die  Gleichung 

2.1.2.3.4.. .(2»— 5)r=2.2.4'.6..(2»^6).1.3.5.7..(2«~5), 

d..i.  die  Gleichung 
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2. 1 .2.3 . 4 . ..(2»  — 5)  = 2.1>2.3.4..  . (2«  — 5) 

richtig*,  und  umgekehrt.  Weil  nun  die  letzte  Gleichung  eine  iden- 
tische Gleichung  ist,  so  ist  bierdiirch  offenbar  . die  Richtigkeit  der 
Gleichung 

2n{n-^l)  (nn-2)  ..  (2«~ 5)  2.,  6 . 10  . 14  . 18  . . . (4«  — 10) 

1 . 2 . 3 . 4 ...  («  — 3)  .2.  3 . 4 . 5 . 6 — 1) 

für  » 4 bewiesen.  . 

Aus  der  Gleichung 

. 2 . 6 . 10  .14  . 18  (4/8  — 10) 

Jln-2-r-  2 . 3 . 4 . 5 . 6 ...  («— 1)  ; 

ergiebt  sich  für  i»r=3  und  /»  = 4 'respective 

A^z=z  \ und  =2, 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  muss;  daher  ist  die  für  den  Fall 
09  = 3 von  Euler  gegebene, Gleichung  ganz  allgemein,  und  lässt 
sich,  wie  man  siebt,  aus  dem  Obigen  ohne  Schwie^keit  ableiten. 

Euler  hat  mittelst  seiner  Formel  die  folgende  T^fel  berechnet: 

A,  =1 

A^  =2 

A^  =5  ‘ 

A^  =14 

A^  =42 

=132 

. A^  =429 

A,  =1430 

^ A^  =4862:.  . . 

^,,  = 16796  . 

^„==58786  • ! 

^,,=208012  '.  . . • - i 

.^,,=742900  . : j 

^,^=2674440 

^,.=9694845  ’ 

=35357670 

,=  129644790  ' ' 

1^,  ,=  477638700  ‘ | 

A^ , = 1767263190 

^,0=6564120420  j 

^,,=24466267020  ! 

^,,=91482563640  , . . | 

..^,,=343059613650.  . . i 

' . . . - I 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  lediglich  geschrieben^  nicht  um 

I 

] 
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den  in  Rede  stehenden- interessanten' Ge^^nstand  zu  erschöpfen, 
sondern  vielmehr  üm  zu  einer  neuen  Untersuchung  desselben  anzu> 
regen,  welche  uns  auch  nach  den  von  den  oben  genannten  trefif- 
liehen  französischen  Mathematikern  mitgetheilten  Untersuchungen 
noch  sehr  nöthig  und  in  jeder  Beziehung  wünschenswerth  zu  sein 
scheint.  Vorzü^ich  würde  es  natürlich  auf  die  AufHndung  eines 
ganz  allgemeinen  Beweises  für  die  oben  von  uns  gegebene  ,Glei» 
chung  , 

. {m  — 1)  {im  — e — 1)  {im  — t — 2)  (im  — t — 3)'. . . (im — (2/— 2) ) 

1 . 2 . 3 . 4 . . . (e~  1) 

ankommen,  und  diese  Gleichung  würde  entweder  aus  den  von 
Fuss  gefundenen  recurrirenden  Formeln  durch  allgemeine  Schlüsse 
ahzuleiten  oder  unabhängig  von  ^diesen  Formeln  zu"  beweisen  sein, 
ln  letzterer  Beziehung  dürfte  es  vielleicht  angemessen  sein,  zu  un« 
tersueben,  ob  die  von  den  genannten  französischen  Mathematikern 
in  dem  Falle  angewandten  Methoden  nicht  vielleicht  einer 

Verallgemeinerung  fähig  sind,  ^zu  welcher  Untersuchung  ich  na- 
mentlich die  genannten  Herren'  selbst  hier  aufzufordern  mir  erlau- 
ben möchte.  Da  übrigens  Fuss  ausdrücklich,  bemerkt,  dass  ihm 
von  Pfaff  geschrieben  worden  sei,  dass  auch  er  .eine  allgemeine 
Auflösung  uusers  Problems  gefunden  habe,  so  würde  sich  Herr  Pro- 
fessor Dr.  Gartz  in  Halle  d^ie  Mathematiker  gewiss  sehr  verbinden, 
wenn  er  in 'den,  wie  wir  wissen,  in  seinen  Händen  befindlichen 
nachgelassenen  Papieren  Pfaffs  naebsueben  wollte,  ob  sich  in 
denselben  einige,  der  öflentlichcn  Mittheilung  werthe  Aufzeichnun- 
gen über  diesen  Gegenstand  beflnden.  ln  dem  Archive  wird  den- 
selben sehr  gern  eine  Stelle  eingeräumt  werden. 

Fass  macht  am  Ende  seines  Aufsatzes  noch: die  folgende  nicht 
unbeachtet  zu  lassende  Bemerkung.  Man  setze  * i ' 

JZ/ -f- ./f  -l“  -4“ -^4*^*?*  *4“ 

und 

• ' • t . ' ■ -I  , 

... 

so  ist  , 

und  folglich,  wenn  man  differentiirt, 

■ • * * * ^ » • 

/ ' C,  ^ 2C^x  -t-  WfX"*  4-  4^40:»  -f-  . « . « . , . 

C — C\X  — Gj<3t* 

woraus  sich  ohne  alle  Sch-wierigkeit  die  folgenden  GleichuDgen 
ergeben:-  ; . < • . , - . ^ i. 

I ^ (m^2)  AiCi-i^(2m  '—2)  A^C 

— 2 ’ 
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7“"'^  s . . . , • V , »'  • . . 

^ (m—h)  -h(2«»~4)  A^C^-\-{^m — h)  A^Ci  -f-’(4»i— 4)  A^C 

V * • • * O«  S»  , W#  /•*.!* 

< ' Offenbar  muss  nun  Cmt  l sein,  und  wenn  man  ' 

C C^i  -—  -^a>  ^3  ” -^3>  • • • ♦ 

'S  • » > * 

setzt;  so  werden  die  obigen  Gleichungen 

•^1  ■ *■  • ■ ■ ’ 


I i ..  . . 


_2m^2  . 


1'  • •; 


, I 


r - • 


.«j 


• • » . ' 

{2^^. -f- 2^,^,), 

===5^- (2^,^.  H-2^,^. + ^.^.V 


U.  8,  W. 


Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt  sich  nun  un< 
mittelbar,  dass  die  oben  durch 


- » ' X . t 


I . -^3»  -^3>  • • • • • . „ 

• • I • • , » 4 

bezeiebneten  Grössen  die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  der 
Function  Z in  eine  Reibe  sind,  welche  den  beiden  Bedingungen 

Z 1 “I“  [A^m^  -4”  “H  • • • •> 

2^  ^ =:  -f-  A^jc  A^x*  A^jc*  "4“ 

' . • ’ ■ • . ' < ’ 
d.  h,  welche  der' Gleichung 


j . 


^ 1 Ä~1 

X * 


oder  der  Gleichung 

‘ . z«-i— — 0 ‘ 

• • • • ' . . X ■ ■*  X .-  ■ 

genügt,  und  man  kann  also  die  in  Rede  stehenden  Grössen  auch 
hnden,  wenn  man-  die  Function.  Z in  eine  Reihe  entwickelt. 

Von  dieser  schon  von  Fuss  dem  Wesentlichen  nach  angege- 
benen'Methode  der  Entwickelung  der  Grössen  A^\  A^'i  A'^,' A^^ . . / 
ist  die  von  Herrn  Bin  et  in  dem  Falle  m = ^ angewandte  Methode 
nicht  verschieden,  ln  diesem  Falle  geht  nämlich  die  obige  allge- 
meine Gleichung  in  die  quadratische  Gleichung 

z>_i  Z + -p  = 0 

X X 


/ 

✓ 
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Über,  und  durch  AuOösung  dieser  jOleichung*  ergiebt  sich 


Z = i (1-1/1-40.) 

' Ji'i  S ? * it  i*  & < ■ 


f . * 


% 

1 \ 

«r 

1 rM 

setzen  muss,  weil  offenbar. . \ . 

j . - - i' 

für  ^ = 0 nicht  der  Einheit  gleich  werden  kann , wie  ea  wegen 

der  Gleichung  , , 

Z = 1 •+• -H  -H -f- *4“  • • • • 

erforderlich  ist.  ”'•  * . - • : ' - ' ' 

Entwickelt  man  nun  1 — 4^  nach  dem  J3inomischen  Lehr> 
Satze  in  eine  Reihe,  so  erhält  man  ' ' 

^=T  I i • +2T570 • +•  • • • 1 * 

und  folglich  , ' • * i • . 


• i t 


f)  * 


. I * 


^ _1  1 . 3 . 5 . 7 ...  (2n  — 5) 

-«»-^2  — « . • ö Z ö*'”'  iroJ»  ’/  ö\  • ^ 


2 2 . 4 . 6 . 8 .. . (2»  — 2). 

also,  weil  4»~i  = 2*<»— ist^ 


oder 


. 1.3.5.7...,(2n-5)  ^ 

— 1 , 2 .3 . 4 ...  («  — 1)  • 

* f ’ 1 ! / 

^1* 


(^-1) 

’ i!  /.  *„''11  ' » • • 

■ i^>2  . C . 10  >4  14  .18  . . . (4»  — 10}  ' 

2 . 3 .'4 . 9 . 6 V..  (»— 1)  ' * 

welches  ganz^  4^^  Fall  ^ = 3 gegebene  Forr 

mel  ist,  welche  .wir  schon . oben,  auf  anderm.  Wege;ge]fundeni  haben. 


••  fl 

I '■•  \ . • 


!i 

it- 


■ .1 


'j  : t 


j*  • ■>  ' / 


\-l- 


< I I 
. i t 


» L 


i 1.  r 


. I 

^ i 


. > < . .1.-1.  . ■ .V 

» . . «... 


• • i />  >.  5 • I 

. . . I'  ti ; , .|  1 > il  , (•;  *s'  S > !>.!(,' 


► 
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XXVIII. 

lieber  die  DifTerentialquotienten  von  log  x und 
in  Bezug  auf  eine  Bemerkung  des  Herrn 
Liouville  in  dessen  Journal  de  Mathdmatiques. 

Aoüt  1840.  p.  280,. , 

Von 

] ■ • r-, 

dem  Herausgeber. 


*•/ 


**  'c  * 


, Caucby  hat  bekanntlich  die  Entwickelung  der  wichtigen  Dif- 
ferentialquotienten der  Functionen  log  a:  und  auf  den  üiatz  ge- 
gründet, dass  sich  die  Grösse  (l-f-©)®,  wenn  O sich  der  Null 
nähert,  der  Summe  der  convergirenden  Reihe 

- 1 1 1 J 

1 ’ 1.2’  1 . 2.3’  1 . 2 . 3 . V 


'welche  wir  wie  gewöhnlich  durch  e bezeichnen  wollen,  als  ihrer 
Grenze  nähert,  und  diese  Entwickelung  verdient  allerdings  ganz 
besondere  Empfehlung,  weil  sie  als  eine  völlig  elementare  bezeich- 
net werden  kann,  indem  dabei  ausser  dem  Binomischen  Lehrsätze 
für  positive  ganze  Exponenten  und  der  Lehre  von  den  geometri- 
schen Progressionen  bloss  noch  der  Satz  vorausgesetzt  wird,  dass 
die  obige  Keihe  eine  convergirende  Reihe  ist,  und  folglich  eine 
bestimmte,  vorher  durch  e bezeichnete  Summe  hat,  wovon  man 
sich  aber  sehr  leicht  auf  folgende  Art  überzeugen  kann. 

Man  setze 


1 

1 . 2 


1 

1.2.3 


so  ist  offenbar  für  »^2 

2 -H  ~ -4-  (~)  -f-  ( y)  -f-  . . , -f-  (-^)  , 

und  folglich  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 


^n'<3-4r  \ 


also  immer  da  #|=2  und  =2,  5 ist.  Weil  nun 

wenn  n wächst,  fortwährend  wächst,  aber,  wie  gross  auch  n wer-  ' 
den  mag,  doch  immer  kleiner  als  3 ist,  so  muss  sich  9n  offenbar 
einer  gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze  immer  mehr  und  mehr 
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_ I 

und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern , wenn  n in’s  Unend- 

1*1 

liebe  wächst^  wodurch  die  Conrergenz  der  Reihe  1,  — r* 

^ — 2 — 3»  • ♦ • • bewiesen  ist.  . 

Gegen  den  von  Cauchy  gegebenen  Beweis  des  oben  im  Ein- 
gänge erwähnten  Satzes  hat  aber  Herr  Liouville  in  seinem  Jour- 
nal (Aoüt.  1840.  p.  280)  die  sehr  gerundete  Einwendung  gemacht, 
dass  demselben  die  Annahme  zum  Grunde  liege,  dass  das  Product 

/w  = aO  der  Einheit  gleich 

werde,  Welches  zwar  dann  seine  Richtigkeit  bähe,  wenn  n eine  be- 
stimmte von  m unabhängige  • Zahl  sei,  sich  aber  dann  offenbar 
nicht  mehr 'behaupten  lasse,  wenn  u von  m abhängig,  z.  B.  n = m 
oder  nz=zm  — 1 sei,  und  sieht  sich 'dadurch  veramasst,  den  fol- 
genden Beweis  des  in  Rede  stehenden  Satzes  zu  geben , welchen  . 
wir  hier  inittheiien  wollen,  da  wir  ihn  für  völlig  streng  halten,  in- 
dem wir  zugleich  nicht  unerwähnt  lassen  können,  dass  nach  Herrn 
Liouvilles  eigner  Bemerkung  Herr  Lejeu ne- Dir ichl et  ähnliche 
Betrachtungen  in  einer  seiner  Abhandlungen  sehr  glücklich  ange- 
wandt hat  *).  . 

• 1 ' 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  0 = — sei,  wo  eine  po- 

« * JiX  * * * 

sitive  ganze  Zahl  bezeichnen  soll.  Dann  wird  unser  Satz, bewie- 
sen sein,  wenn  wir  zeigen  können,,  dass  die  Grösse  ; . ‘ 

1 

sich,  positive  ganze  Zahl  fb  in’s  Unendliche  wächst,  der 

Grösse  e als  ihrer  Gränze  nähert.  Diess  lässt  sich  aber  auf  fol- 
gende Art  beweisen. 

• Es'  ist  ' 


e = l -4- 


1 


1 ...»  I V 


{- 


'1 


4 


"f  ~ i 1 ) (w  ■ 


• (W  — 1) 

72)“*“  • • *1» 


und  nach  dem  Binomischen  Lehrsätze  für  positive  ganze  Exponen« 
ten  ist  . 1 ' I . 


®)  In' seinen  so  eben  erschienenen  Le<^ons  de’CalcuI  diff^entiel  «t  de  Cal. 
cul  integral,  redigees  d’apres  les  inethodes  et  les  ouvrages  publies  ou 
ine<iits  <le  M.  Cauchy.  T.  I. ‘Paris.  1840.  p.’XXil.  hat  sich  zwar  Herr 
Abbe  Moigno  gegen, die  obige  Bemerkung  des  Herrn  Liouville  er> 
klärt,  aber,  wie  es  uns  scheint,  aus  wenig  haltbaren  Gründen.  Auf  je* 

: • ^ 1 
den  Fall  müsste  doch  bewiesen  werden,  dass  sich  wirklich, 

einer  bestimmten  Gränze  nähert,  wenn  Q sich  der  Null  nähert,  dass 

(1-hÖ)^  für  G = 0 wirklich  einen  bestimmten  Gränzwerth  hat,  auch 
.für’s  Erste  ganz  abgesehen  von  der  Grösse  dickes  Werths.  Aber  eben 
' dieses  erhellet  aus  dem  auf  p.  3.  if.  von  Herrn  Abbe  Moigno  gegebe. 
neu  Beweise  gar  nicht  mit  der  nötbigen  Strenge,  und  diesen  Beweis 
trifft  nach  unserer  Ueherzeugung  ganz  die  obige  von  Herrn  Liouville 
gemachte  sehr  richtige  und  beachtungswerthe  Einwendung.  ^ 


I 
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0 ==  1 ‘^-T  + -1-^'+  — 1^.2— 


p 


"4*  • * . 


1 . 2 . 3 ...  (9»  — 1) 


>■  **’ 


_ /“ 

1 . 2 . 3 . . . 72 

(1-^)  (l-*^) 

(«^-1)  (724-2) 


1— ^ 


ll-^ 


72  4-  1 


ü ' 


1-4- 


Nun  ist  aber 
1 


1 


(i-f)..  (1-^)1. 

**”*7  (724- J)  («4-2)  . . .^  )* 
1 


72 -f"  1 («-f“^)  («  H~  2)  (72  4— i)  («“4-2)  (/2  4“  3) 

1 . 1 , 1 » 


und  folglich  uach  der  I^ehre  von  den  geometrischen  Progressionen 


1. 


■ I ■ • • • • X ■ I '■ . • 

. 72 


^ ri~  n^i  .(724-1)  (/^4-2)  (724-1)  (72-f-2)  (t24-3) 

Also  kann  man 

^“*”724-1  («H-1)  («"f-2)  (714-1)  (724-2)  (724-3) 

wo  ^ einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet^  und  folglich  nach 
dem  Obigen  " . . * . 


“4“  • . . . = 1 -4-“> 

72 


?=1+T 


1 . 2 


■^i. ..(»-!)■♦■  rrf:^  0+ «) 


setzen. 

Offenbar  ist  aber 


I . • - 


14- 


1-7  (i-7)(i-^)' 


72  4-  1 


(72  4-1)  (72  4-2)  (724-  1)  (724-2).,./* 

. <^‘^72-t-l  (72-1-1)  (72-4-2)  Ö«-l-l)  (72-4-2)  (t24-3)  * * : *’ 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  um  so,mehri  ^ 


1-^  (l_^)(l72-^)7 


j'i. 

• i .-t 


1«J ci  • ci f* . . r tl .^1.4«JL 

“72-4-1^  («-f-1)  («-4-2)  ^*;*^(«4-l)  (724-2).../«^  T 

also  . ' • ••  • 

, i_2.  (1--)  (1—^) 


1., d I r ^ r_  . .Z f‘’  ' h ’ _ 1 

•724-1-  . (724-1)  («-4-2)  ^.***  . («-4-1)(«4-2).../*  . ^ 72* 

wo  71  einen , positiven  echten  Bruch  bezeichnet;,  folglich  nach  dem 
Obigen  ....  . ... 
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' ' ’i'  « " ■ 1 ' ■ 1'--  (i  — -)  ' 

(H-lf  = 1 + 1-..  ^ . .; 

I j-"  ;;  ^5  5 — ^ ^1 


•i  :>  > 
} 


l . 2i»  3 ,, ;((»-;— 1) 


' ...  1 • 2 . S • . . n 


n 


)• 


Hieraus  folgt  aber  sehr  leicht  ' * * ' 

(1  + If = 1 + 1; + + ,..  + 

WO  f eine  Grössc  beiieichnef,' welche  für  jedes,  bestimmte  von 
fj>  unabhängige  h sich-  der- Null  nähert^  i^eUn  ^ wachst,  und 
derselben  beliebige  nahe  gebracht  werden  kann , wenn'  man  nur  fj> 
gross  genug  wei|den  lässt. 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  Gleichung 

"'*-(‘-+-77)  =rTr 


n n 


•’f: 


'•  t 


Weil  ^ und  77  positive  echte  Brüche  sind,  so  ist  der  absolute 
Wertli  von 


J — 17 


1 . . . /*  * n'  } 


nie  grösser  als 


\ *, 


■ 3 JU 

1 ...» * n* 


und  es  ist  folglich,  wenn^  wir  den  absoluten  Werth  von  e im 'All- 
gemeinen durch  t'  bezeichnen,  der  absolute  Werth  von' 


' :-u 


1 « 


."•it 

» r*  i 


nie  grösser  als 


**  • *•  1 ♦ I **  .*  .*» 


* . i 


■5  • — f 

_ l * , , n n . . • 

Nimmt  man  nun  n nur  gross  genug  an,  so  kann 

. i'  , . (■  I * j 


j •. 


' • ■ ' ' ' l ,..n*  n 

der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden.  Lässt  man  dann,  indem 
n seinen  letzt  bestimmten  Werth  fortwährend  behält,  fi  in’s  Unend- 
liche jwacnsen , ;so  nähert  sich;  nach  dem  Obigen  fVdcr  Null. bis  zu 
jedem  |l>eliebigen  Grade,  und  man-sieht  also  nun  hieraus,  dass  sich, 
wenn  fi  in's  Unendliche  wächst. 


:>  1; 


« ’ r 

1 

der  Null,  ölso  dcr'Gränze  e bis  zu  jedem  belicbi^n^ 

Grade  nähert,  ^wie  behauptet  wurde. 

Ist  ferner  0 kein  positiver  Bruch,:  dessen  Zäl^ler.die  Einheit, 
der  Nenner  eine  positive  ganze  Zahl  -ist.,  sondern  überhaupt  nur 


f 
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» 4 

eine  positive  Grösse,  so  seien  /ti*  und  die  beiden  positiven 

ganzen  Zahlen,  zwischen  denen  der  Bruch  ^ liegt,  • Dann  ist 

VI 

“ ' 1 

wo  X und  x'  zwei  positive  echte  Brüche  sind.  Die  Grösse 
ist  offenbar  zwischen  den  Gränzen 

enthalten.  Lässt  man  nun  0 sich  der  Null  nähern,  so  werden  f* 
und  sich  dem  Unendlichen,  folglich  noch  dem  Vorhergehenden 
die  Grössen,  ' 

,,  • (l+^f  und(l  + ir  . 

sich  beide  der  Gränze  e nähern.  Weil  ferner  x und  x'  positive 
echte  Brüche  sind,, so  nähern  sich,  wenn  0 sich  der  Null  nähert, 

X X*  9 « • • 

1-1-  — und  1 — —7  beide  der  Einheit  als  ihrer  Gränze , und  die 

f*  f*  ^ * 

Grössen 

' jaH-ifr^uodjd+ifr^ 

nähern  sich  folglich  offenbar-  beide  der  Grösse  e als  ihrer  Gränze. 

L 

Da  nun  aber  zwischen  diesen  Grössen  die  Grösse  (1  + 0)^  ent- 
halten ist,  so  nähert  sich  auch  diese  Grösse,  wenn  0 sich  der  Null 
nähert,  offenbar  der  Grösse  e als  ihrer  Gränze'. 

Wenn  endlich  0 negativ  ist,  so  kann,  da  man  sich  0 der 
Null  nähern  lässt,  immer  angenommen  werden,  dass  der  absolute 
Werth  von  0 kleiner  als  die  Einheit  ist.  Setzt  man  nun  unter 
dieser  Voraussetzung 

1-I-© — l4-o/  ® 

so  ist  offenbar  (a  positiv  und  nähert  sich  der  Null,  wenn  0 sich' 
der  Null  nähert.  Also  nähert  sich  nach  dem  .Vorhergehenden 

(1  -H  (x))^  \ 

der  Gränze  wenn  0 sich  der  Null  nähert,  und  1-f-cu  nähert  sich, 
unter  derselben  Voraussetzung  der  Einheit  als  Gränze.  Folglich 
nähert  sich  offenbar  auch 

. A. ) 

der  Grösse  e,  als  Gränze,  wenn  0 sich  der  Null  nähert.  Nun, 
,ist  aber 


1 


X t 14-a> 
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und  es  wird  sich  also  auch  (1  + ^)^  der  Gräuze  e nähern,  wenn 
0 sich  der  Null  nähert. 

Hiermit  ist  nun  ganz  im  Allgemeinen  bewiesen,  dass  die  Grösse 

sich,  wenn  0 sich  der  Null  nähert,  immer  der  Grösse 

. • * • » 

1-1 


1 JL  j L. 

1 -t-  1 “1"  1 . 2 


4- 


1.2.3  * 1 . . .4 

als  ihrer  Gränze  nähert.' 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  jetzt  die  folgende  Anwendung  zur 
Entwickelung  der  Differentialquotienten  der  beiden  Functionen 

y = log  a:  und  y=za^ 

machen. 

Sei  zuerst  yn^log  a:,  so  ist 

< 

A 

^y=log  — log  .r  = log  (l4-— ), 

und  folglich  - ^ > 

Av 

Setzen  wir  nun  /^a:  = 0a?,  so  ist 


Ay  ; log  (t  -f-  log  ♦ (1  -f-  Q)« 

Aar  Öa;  ar  * . ^ 

Wenn  /\.r  sich  der  Null  nähert,  so  nähert  sich  offenbar  auch  0 der 

Null,  und  (1  4-  0)«  nähert  sich  folglich  der  Gränze  e,  wie  im  Vor- 
hergehenden gezeigt  Worden  ist.  Also  nähert  der  Differenzenquo- 

tient  ^ sich  der  Gründe  » wenn  sich  der  Null  nähert. 

Die  Gränze,  welcher  der  Diffenzenquotient  ^ sich  nähert^  wenn 
sich  der  Null  nähert , ist  aber  bekanntlich  der  Differen. 
tialquotient  und  cs  ist  folglich 

* t 

Sei /erner  y=:a^,  so  ist  log  y = a:  log  a,  und  folglich 

y 


log  a 


Daher  ist  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  der  Differential- 
rechnung und  nach  dem  Vorhergehenden 

N % 

. dx 1 d log  y ^ log  e log  e 

dy  log  ö * dy  y log  a log  «* 

Nach  einem  andern  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung  ist 
aber 


Tbeil  1. 
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und  folglich 


dx  dy  dx . 

dy  * dx  dx  ’ 


dy  y dx 
dx  * dy' 


a^dx. 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

dy  loe  « , loE  a 

dx  loj5  e log  e ^ 

Die  ans  dem  Ohigen  bekannte  Zahl  e betrachtet  man  bekannt- 
lich als  die  Basis  eines  eignen  logurithmischen  Systems,  welches 
man  das  natürliche  oder  hyperbolische  System  nennt,  und 
bezeichnet  die  Lugurithmen  dieses  Systems  gewöhnlich  bloss  durch 
/.  Ist  nun  ^ die  Basis  der  durch  log.  bezeichneten  Logarithmen 
und  JV  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

log 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt, 


log  JV  .16  = IN  oder  log  N= 


Folglich  ist 


Ib' 


, le  1 

* = Th  = Tif 


und  daher  nach  dem  Ohigen 


dx 


dx 


Ferner  ist 


d log  w = —j^,  also  dlx  = —. 

, ba  . le 

'®g  «=M>  '®S  = 


also 


X 

Ib' 


log  e 

und  folglich  nach' dem  Obigen 

d . ladx. 
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XXIX. 

Mathematische  Bemerkungen  von  dem  Herrn 
Major  und  Ritter  Dr.  G.  W.  Müller  zu 

Hannover. 


L - 

Euklid  stellt  folgendeu  Satz  an  die  Spitze  des  lOten  Buchs: 
„Wenn  ztvei  ungleiche , Grössen  gegeben  sind  und  es  wird  von  der 
grösseren  mehr  als  die  Hälfte  (oder  auch  nur  die  Hälfte)  wegge- 
nommen, von  dem  Reste  abermals  mehr  als' die  Hälfte  (oder  auch 
nur  die  Hälfte),  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt  einmal  ein 
Rest,  welcher  kleiner  ist,  als  die  gegebene  kleinere  Grösse/^ 
Man  kann  diesem  Satze  folgende  Erweiterung  geben:  ^ 

„Wenn  von  einer  gegebenen  Grösse  G den  mt^  Theil,  d.  h. 

~G^  weggenoipmen-  wird,  von  dem  bleibenden  Reste  wiederum 

dessen  mter  Theil  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt 'einmal  ein 
Rest,  welcher  kleiner  ist,  als  jeder  gegebene  ute  Theil  der 
Grösse  Ö.“ 

Beweis:  Es  bezeichne  G den  rten  Rest,  so  ist 


• 

ir) 

G = 

G- 

G 

(1) 

m 

m 

G = 

(m  ~ 

1) 

. c-r“V- 

G 

(2) 

• 

m 

(1) 

• 

« 

II  - 

(— 
^ m 

. 

. G 

. 

Nun  wird  G<Z—,G  sein,  wenn  — ) *<!  *~  oder 
also,  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  genommen,  wenn 
r(log  « — log  («  — l))>log  » d.  h.  »->  |og  ist. 

Da  nun  in  dieser  Beziehung  m und  u positive  Zahlenwertbe  bedeu- 
ten die  grösser  als  1 sind,  so  hat  der  Quotient  , ]op_u ^ 

® ^ ’ log  m — log  (wt  — 1) 

einen  in  jedem  vorliegenden  Falle  a^ebbaren  positiven  Zablen- 
werth,  mithin  kann  die  für  die  ganze  2mhl  r geforderte  Bedingung 
jedesmal  erfüllt  werden. 

Es  folgt  also  hieraus,  dass  durch  Fortsetzung  der  Wegnahme 
des  mten  Tbeils  jedes  Restes  einmal  ein  Rest  kommen  wird  kleiner 

14* 
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wie  jeder  fregebene  Tlicil  der  Grösse  und  noch  um  so  mehr,-  wenn 
bei  Jeder  Wegnahme  noc]i  mehr  wie  der  mte  Tbeil  genommen  wird. 
Bei  der  Leiire  von  der  Convergenz  der  Reihen  lässt  sich  von  die- 
sem  erweiterten  Satze  nützliche  Anwendung  machen. 


II.  ‘ 

/ • I ^ 

Bei  der  Bildung  successiver  Differenzreihen  aus  einerlei  Grund- 
reihe lässt  sich  die  Frage  aufwerfen  ,,wic  und  aus  welchen  Glie- 
dern der  Grundreiiie  ist  das  nte  Glied  der  mten  Differenzreihe  zu- 
sammengesetzt? Die  Beantwortung  wird  durch  folgende  comhi- 
Dti torische  Betrachtung  sehr  erleichtert. 

Es  sei  a,  . eine  Reihe  von  Elementen , aus  denen 

durch  Zusammenstellung  von  je  zwei  benachbärten  eine  Reihe  von 
Complexionen  ah^  hc^  cd,  . . . gebildet  wird,  so  entsteht  in  dieser 
letzteren  jede  nachfolgende  Complexion.  dadurch  aus  der  vorher- 
gehenden Complexion,  dass  jedes  Element  mit  dem  nächsthöheren 
vertauscht  wird.  Wird  aus  der  so  gebildeten  Reihe  auf  gleiche 
Weise  eine  neue  Reihe  von  Complexionen  abbe,  beed,  . . . darge- 
stellt, so  gilt  in  dieser  für  die  Entstehung  einer  nachfolgenden  aus 
der  vorhergehenden  Complexion  dasselbe  Gesetz;  das  höchste  Ele- 
ment der  nachfolgenden  kommt  also  nicht  in  der  vorhergehenden 
und  das  niedrigste  der  vorhergehenden  nicht  in  der  nachtolgenden 
'Complexion  vor,  die  zwrschenliegenden  Elemente  sind  aber  in  bei- 
den zugleich  vorhanden.  Eine  neue  Zusammenstellung  von  zwei 
benachbarten  Complexionen  wird  also  das  niedrigste  Element  der 
vorhergehenden,  das  höchste  der  nachfolgenden  und  die  zwischen- 
liegenden Elemente  beider  enthalten. 

Hieraus  folgt,  dass  in  jeder  neuen  Reihe  von  Complexionen, 
die  durch  Zusammenstellung  von  je  zwei  benachbarten  Complexio- 
nen einer  vorhergehenden  Reihe  gebildet  wird, 

1)  jede  nachfolgende  Complexion  aus  der  vorhergehenden  durch 
Vertauschung  der  Elemente  mit  den  nächsthöheren  erhalten 
wird; 

2)  in  die  Zusammensetzung  jeder  Complexion  ein  successives  Eie- 
ment  mehr  eingeht  als  in  die  der  vorhergehenden  Reihe. 

Da  nun  in  der  Iten  Complexionen -Reihe  in  jeder  Complexion 
2 successive  Elemente  Vorkommen,  so  enthalten  die  Complexionen 
der  2ten  Reihe  3,  der  3ten  Reihe  4 und  allgemein  der  mteu  Reihe 
successive  Elemente.  Das  Anfangs>£lement  der  Complexion 
'bestimmt  sich  dabei  durch  die  Stelle  welche  die  Complexion  in  ihrer 
Reihe  einniinmt;  es  ist  das  gleichhohe  Element  aus  der  Reihe  der 
Elemente,  d.  h.  das  Element,  welches  in  dieser  in  der  gleichliohen 
Stelle  vorkommt. 

Die  Zahlen  welche  die  Zusammensetzung  der  Complexionen 
aus  den  successiven  Elementen  angeben,  sina  für  die  Mte  Com- 
plexionen-Reihe  die  Binomial-Coeflicienten  der  mten  Potenz.  Denn 
offenbar  sind  für  die'lte  Complexionen -Reihe  ab,  bc,  cd,  . . . jene 
Wiederholungstahlen , l und  1 die  Binomial-CoefScienten  der  Iten 
Potenz,  desgleichen  für  die  2te  Complcxionen-Reihe  abbe,  beed, . . . 
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die  Wiederholunffszahlea  1,  2,  1 die  Bioumiai  - Coefficienten  der 
2tcn  Potenz,  übe^aupt  aber  'setzen  sich  bei  der  Zusammenstellung 
von  zwei  benachbarten  Complexionen  der  rten  Reihe  zu  einer  Com- 
plexion  der  (r7f-l)ten  Reihe  ihre  Wiederholungszuhlen  eben  so 
für  die  neue  Complexion  zusammen,  wie,  bei  der  Zusammenstellung 
der  beiden  Partial-Produkte  der  rten  Potenz  des  Binomiums  in  den 
ersten  und  zweiten  Theil  des  Binomiums  zur  Darstellung  der 
(r~f~l)ten  Potenz,  sich  die  Binomial-Coefficienten  der  rten  Potenz 
zu  denen  der  (r  + l)ten  Potenz  zusammensetzen  *’). 

Bis  hieher  ist  für  die  arithmetische  Beziehung  der  Zusammen- 
Stellung  von  je  zwei  benachbarten  Gliedern  der  einen  Reihe  zu 
einem  Gliede  einer  neuen  Reihe  nichts  angenommen  worden.  Fügt 
man  die  Bedingung  hinzu,  dass  das  vorhergehende  Glied  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  zum  nachfolgenden  binzugesetzt  werden 
soll,  wie  es  das  Schema 

' flf,  Cy  « • . « 

I 

alfy  bCy  cdy  .... 

aOZcy  bccdy  cddey  ... 

abbbcccdy  bcccdddcy  cdddeeefy  .... 


besagt,  wo  das  — Zeichen  über  dem  Elemente  angedeutet  ist,  so 
haben  die  in  zwei  benachbarten  Complexionen  derselben  Reihe  ent- 
haltenen gleichen  Flemeute  entgegengesetzte  Zeichen,  und  da  bei 
der  Zusammenstellung  zu  einer  neuen  Complexion  das  Zeichen  in 
der  vorhergehenden  umgekehrt  wird,.,  so  bekommen  dadurch  die 
gleichen  Elemente  aus  beiden  einerlei  Zeichen , nämlich  dasselbe 
was  sie  in  der  nachfolgenden  hatten;  es  ändern  sich  also  die  Wie- 
derbolunpzahlen  nicht,  welche  für  die  neue  Complexion  hervor- 
gehen.  Nun  hat  in  der  ersten  Complexionen -Reihe  das  letzte  Ele- 
ment der  Complexion  das  ursprüngliche  + Zeichen,  mithin  auch  in 
jeder  folgenden  Complexionen-Reihe;  da  ferner  in  den  Complexio- 
nen der  isten  Reihe  das  Zeichen  von  Element  zu  Element  wechselt, 
so  wird  es  auch  in  den  Complexionen  der  folgenden  Reihen  von 
Element  zu  Element  wechseln.  Zur  Anwendung  auf  die  vorliegende 
Frage  sei  die  Grundreibe  durch 


yoH-yi  4-y» 
und  die  mte  Differenzreihe  durch 


rn 


Ay-f*  "*Ay+  *"Ay  + — 4-  ""Ay 4-  • • * • 

0 12  n 


•)  1.1 


1 1 


1 2 1 
1 2 1 

13  3 1 
13  3 1 

14  6 4 1 

1 4 6 4 1 

151010  5 1 
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aQgedeutet,  so  dass  das  nte  auf  das  Anfangsglied  folgende  Glied 
für  die  Grandreihe  durch  für  die  mte  Diti'ecenzreihe  durch 

n 

bezeichnet  wird.  Lässt  man  nun  die  vorhin  gebrauchten  Combinu* 
torischen  Elemente  a,  6,  c,  * . . die  Glieder  dieser  Gruodreihe  be- 
deuten und  der  Bequemlichkeit  des  Vorzeichens  wegen  in  den  Com- 
plexionen  die  Elemente  in  füllender  Ordnung  auf  einander  folgen, 
so  ergieht  sich  unmittelbar 


*»§82^/71-2— (—1  )'•  . ym-r (— 1 )« . yo 

0 . 

«Ay=y«-H.— '”35,y;«-|-«-l-+- (— . y,n+n~r (— l)”»y« 


wobei  *23r  den  rfen  BinomiaLCoefficienten  der  mteu  Potenz,  näm- 


lich = 


m [m  — 1)  (m  — 2) . . . . (m  — (r  — 1) ) 


2 . 3 


....  7' 


bezeichnet,  so 


dass  *”§80  = 1>  1 = ^ 

Wenn  mau  wiederum*  die  Anfangsglieder  der  Grund-  oder 
Hauptreihe  und  der  successiven  Differenzreihen  je  zwei  und  zwei, 
das  nachfolgende  zu  dem  vorhergehenden  addirt,  so  erhält  mau  der 
Folge  nach  die  ersten  Glieder' dieser  Reihen,  aus  diesen  auf  gleiche 
. Weise  die  Reibe  der  zweiten  Glieder  u.  s.  w.  f.  Die  Aufangsglieder 
in  den  so  erhaltenen  Reihen  sind  die  successiven  Glieder  der  Haupt- 
reihe. ' Die  vorhin  angestellte  combinatorische  Betrachtung  lässt 
sich  hierauf  unmittelbar  anwenden,  indem  man  die  Anfangsglieder 
der  Reihen  als  die  Elemente  und  die  paarweise  Zusammenstellung 
als  eine  Addition  ansieht.  Man  erhält  also 


y«==yo+®*23,  ‘Ay“i-“S3»  ®Ay-i-*--»-+-’”S3r.''Ay-f'-*.«“4-'”Ay 

U U 0 0 


oder  fallend  geordnet 

y«=*"Ay+'”^i  ’”“'‘Ay-h-'"25z'^“Ay'^ . -f-*«S3r'"“''Ay“F--  -“f-yo- 

0 0 0 0 

Sieht  man  die  Hauptreihe  y» -f- y 1 H“  yz  •••  -f- ?/«  •+-  •• 
selbst  als  die  erste  Differenzreihe  einer  summatprischen  Reihe  an, 
deren  Anfangsglied  0 ist,  0 -f-  -J- Am  -h  ... ., 

so  hat  man  durch  Anwendung  derselben  Betrachtung 

=0-f- *"23 , yo-*-’"23  2 * Ay-f-”’S5  8 * Ay-+----f- Ay+ Ay 

0 0 0 0 

wodurch  die  Zusammensetzung  des  sunimatorischen  Gliedes  der 
Hauptreibe  aus  ihrem  Anfungsgliede  und  aus  den  Anfangsgliedern 
der  successiven  Differenzreiben  gegeben  wird. 


t 


/ 


J 
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Solutio  Casus  irreducibilis  opüca  oder  Tri- 
sectio  et  multisectio  anguli  optica. 

Von  dfcm 

Herrn  Professor  C.  J.  D.  Hill 

an  der  Universität  zu  Lund. 

‘ t. 

\ 

(Nach  dem  Schwedischen  des  Herrn  Verfassers  von  dem>  Herrn  Doctor 

Creplin  zu  Greifswald.)  ®) 


Es  seien  OXX!* *  und  OX'X'"  (Tuf.  11.  Fig.  9.)  zwei  gegen 
dieselbe  Ebene  wiukelrechie,  bewegliche  Planspiegel  und  5p 

ein  Winkel,  dessen  Tlieilung  bekannt  ist***^),  z.  B.  ein  rechter 
Winkel.  Man  nehme  nun -die  Linie  OX^  die  wir  durch  X be- 
zeichnen wollen,  un . und  setze  die  bekannte  Grosse  XS^=^e. 
Soll  dann  z.  B.  der  Winkel  tff  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  wer- 
den, so  nehme  mau  die  Linie  so  an,,  dass  X’^^Sip^c 

ist,  und  findet  dann 

= — w •••), 

wenn  die  Spiegel  so  um  0 gedreht  werden,  dass  ein  von  dem 
Punkte  X,  welcher  so  wie  der  Punkt  X'"  vorher  durch  eine  Me- 
tallspitze  oder  einen  Diamant  ^eingegraben  sein  kann,  ausgehender 
Strahl  XX' X*’  nach  zwei  Reflexionen  auf  den  Punkt'  X"  fallt. 
Denn  dann  ist  der  Winkel  ferner 

g)',=  9)~w,  ' ' 

gp"  = 5p'  — ct)  — g> — 2o>, 

9)'"  =:  (p'\ — a)  = g>  — 3a> ; 


•)  Ich  hoffe,  dass  der  Sinn  des  Herrn  Verfs.  überall  richtig  getroffen  sein 
wird.  G. 

D.  h.  w'elchen  man,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe  die  Theilung  eines 
gegebenen  Winkels  in  n gleiche  Theile  zu  theilen  verlangt,  in  n gleiche  ■ 
Theile  zu  theilen  im  Stande  ist.  Einen  solchen  Winkel  würde  man 
sich  immer  leicht  dadurch  bilden  können,  dass  man  irgend  einen  belie- 
bigen Winkel  Tzmal  neben  einander  legte.  G. 

Statt  des  hier  gebrauchten  Zeichens  (o  steht  im  Manuscripte  und  in  den 
Figuren  ein  nur  schwer  erkennbares  Zeichen,  dessen  Stelle  durch  den 
Buchstaben  co,  wie  ich  glaube,  zweckmässig  vertreten  werden  kann. 
S<p  bedeutet  immer  sin  (f>,  " G. 
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und,  wenn  OJi!  X"  gesetzt  wird, 

X : X'  = 8(p*  : Stp^ 

* X'  : X"=Sq>"  : 

X"  : X'"  = ÄTy : S(p^ ; 

i 

also  componendo 

. X : ' X^' =1  S<p'"  : Sp, 

folglich 

X’"S9>"' =z  XS(p. 

• Wir  machten  aber 

> * t 

X'"Sxfj  = c=z  XS(p. 

Also  ist  8(p*"=z8ipy  und  folglich  y'"=:^;r=y — 3w  (oder  (p*"=ztp — 2/itt, 
wenn  y)  2jt,  u.  s.  w.)j  woraus  = jy  — w,  w.  z.  b.  w. 

So  bekommt  man  auch,  wenn  X^8y>^r=:c  ist,  nach  vier  Re- 
flexionen wobei  man  Taf.  11.  Fig.  10.  zu  vergleichen  hat, 

u.  s.  w. 


Anm.  1.  Es  versteht  sich,  dass  umgekehrt  auch  OX^  = X^ 

nach  Gefallen  angenommen  und  OX  = ^-^^—  gemacht  werden 

kann.  Dies  ist  jedoch  nicht  so  genau  in  der  Praxis  wie  das 
Vorige. 


Anm.  2.  Die  Trisectio  angnii'kann  auch  durch  eine  einzige 
Reflexion  bewerkstelligt  werden. 

Denn  es  sei  der  Winkel  ACB  (Taf.  11.  Fig.  11.)  gegeben, 
ABD  ein  Kreis  und  D ein  gegen  den  Radius  CD  und  die  Fbene 
des  Kreises  winkelrecbter  Planspiegel,  und  es  werde  ein  unendlich 
weit  entfernter  Gesichtspunkt  (Mire)  M für  den  über  B hinaus  ver- 
längerten Radius  CB  gesucht.  Ferner  werde  der  Spiegel  D nebst 
dem  Radius  CD  so  lange  gedreht,  bis  der  Punkt  durch  Re- 
flexion von  dem  Spiegel  D aus  dem  Punkte  A gerade  in  dem  durch 
einen  Diamantstrich  angedeuteten  Durciischnittspunkte  des  Radius 
CD  mit  dem  Spiegel  gesehen  wird.  Verlängert  man  dann  CD 
über  C hinaus  bis  nach  so  ist  der  Winkel  ECB  •=:.\ACB, 
oder  der  gegebene  Winkel  ACB  dreigetheilt  durch  CE,  Denn 
es  ist  der  Winkel  ECB=zEDMr=:EDA=:\ACEy  und  folglich 
A€B=zACE-\-  ECB  = (2  -f-  1)  '.  ECB  ==  3 . ECB,  wie  he- 
hanptet  wurde. 

Anm.  3.  Dies  wird  leicht  auf  dem  Felde  oder  auf  einer  Theil- 
maschine  bewerkstelligt. 
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XXXI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler.’* * ***)). 


1)  Man  soll  beweisen,  dass  immer  ' 


i+a.*4-Ä.* 


ist.  ' . 

2)  Wenn  man  eine  gerade  Linie  nach  dem  äussern  und  mitt- 
lern  Verhältnisse  theilt,  so  wird  das  Verliäitniss  der  beiden  Seg- 
mente zu  einander  durch  den  in*s  Uuendliche  fortlaufende  Ket- 
tenbruch * . 


1-H 


1 + 


1 

1 + 


1 

1 -H  etc. 


V 


ausgedrückt.  < 

3)  Die  Zahlen  a:  und  y so  zu  bestimmen,  dass  die  Summen 
und  ar*-+-y*  vollkommene  Quadratzablen  werden. 

4)  Es  sei  AB  ein  beliebiger  Kreisbogen,  D dessen  Mittelpunkt, 
so  dass  nämlich  Are  AD ■=:  Kve  BD  ist,  und  ein  anderer  be- 
liebiger Punkt  in  demselben.  Man  soll  beweisen,  dass,  wo  man 
auch  den  Punkt  E in  dem  Kreisbogen  AB  anuebmen  mag,  immer 
Chord  DA  + Chord  DB  ;>►  Cbord  EA  -f-  Cliord  EB  ist.i 

5)  Die  folgenden  Eigenschaften  der  Tangenten  der  Parabel 
sind  zu  beweisen  ®“). 

Es  seien  an  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  F ist,  die  drei 
Tangenten  AB^  CD,  CE  gezogen,  so  finden  die  folgenden  Rela- 
tionen Statt: 

a.  Der  von  zwei  Tangenten  an  ihrem  Durclischnittspunkte  ge- 
bildete Winkel  ist  der  Summe  der  von  ihnen  mit  deu  nach  ihren 
Berührungspunkten  gezogenen  Vectoren  eingescblossenen  Winkel 
gleich,  d.  h.  es  ist  z.  V^.LDCE^L  CDF^L  CEF. 


*)  Nach  einer  von  Herrn  Professor  Dr»  Mensing  zu  Erfurt  mir  gemachten 
gütigen  Mittbeilung  werden  in  Cambridge  alljährlich  die  Aufgaben, 

wel^e  bei  den  Prüfungen  den  Schülern  gegeben  werden,  gedruckt. 
Es  sind  von  mir  die  nötbigen  Veranstaltungen  getroffen  worden,  dass 
diese  gewiss  viel  Gutes  enthaltenden  Auf^ben  möglichst  zeitig  in 
meine  Hände  gelangen,  und  Herr  Professor  Dr.  Mensing  wird  die  Güte 
haben,  das  Brauchbare  aus  denselben  im  Archive  mitzutheilen. 

***)  Diese  Eigenschaften  der  Parabel  sind'  aus  einem  sehr  lesenswerthen 
kleinen  Aufsatze  des  Herrn  Directors  Rüinker  zu  Hamburg  in  dem 
Jahresberichte  der  dortigen  matbem.  Gesellscb.  für  1840  entlehnt. 

Die  Figur  wird'  sich  ein  Jeder  leicht  selbst  entwerfen  können.  Die 
Tangente  AB  liegt  zwischen  den  sich  in  C schneidenden , die  Parabel  ' 
in  D und  E berührenden  Tangenten  CD  und  CE,  schneidet  die  erste 
in  A,  die  zweite  in  Üf,  und  berührt  die 'Parabel  in  G. 
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b.  Der  von  zwei  Tangenten  un  ihrem  Durchschnittspunkte  ge- 

bildete Winkel  ist  der  Häme  des  von  den  nach  ihren  Berührungs- 
punkten gezogenen  Vectoren  eingeschlossenen  Winkels  gleich,  d.  b. 
es  ist  z.  B.  L.  DFE. 

c.  Die  vom  Brennpunkte  nach  dem  Durchschnittspunkte  zweier 
Tangenten  gezogene  gerade  Linie  halbirt  den  von  den  nach  den 
Beriilirungspunkten  der  beiden  Tangenten  gezogenen  Vectoren  ein- . 
geschlossenen  Winkel. 

d.  Der  um  das  durch  die  drei  an  die  Parabel  gezogenen  Tan- 
genten gebildete  Dreieck  ABC  beschriebene  Kreis  gebt  jederzeit 
durch  den  Brennnunkt  der  Parabel. 

e.  Die  Bntiernung  des  Durchschnittspunktes  zweier  Tangen- 
ten vom  Brennpunkte  ist  die  mittlere  Prpportionale  zwischen  den 
nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Vectoren,  d.  b.  es  ist  z.  B- 

DF  : CFz=  CF  : EF 


f.  Die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Durchschnittspunktes 
zweier  Tangenten  von  ihren  Berührungspunkten  verhalten  sich  wie 
die  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Vectoren  und  wie  die 
Producte  . der  Entfernungen  ihrer  Endpunkte  vom  Brennpunkte, 
d.  b.  es  ist  immer  z.  B. 

CD^  : CE'^FD  : FE 

* t 

und  • 

AB->^  : CD"^  : CE^z=zFJxFB  : FCxFD  : FCxFE. 

g.  Zwischen  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  findet  immer  die 
Gleichung 

ABxFC=:ACxFB^BCxFA 

statt.  . 

h.  Auch  ist  immer 

AD  X AC=zBC  : BE=z  GA  : GB. 


l 


6)  Es  sind  zwei  Punkte  A und ' ihrer  Lage  nach  gegeben; 
man  soll  die  Lage  zweier  andern  Punkte  C und  D bestimmen, 
wenn  an  denselben  die  Winkel  ACD,  BCD  und  ADC^  BD.C  ge- 
messen worden  sind. 

Diese,  dem  Po thenof sehen  Probleme  ähnliche  Aufgabe,  für 
welche  in  den  Miscellcn  eine  Auflösung  durch  die  analytische  Geo- 
metrie gegeben  worden  ist,  soll  sowohl  durch  blosse  geometrische 
Constructionen , als  auch  durch  die  elementare  Trigonometrie  auf- 
gelöst werden.  Bei  der  Auflösung  durch  geometrische  Construction 
wird  man  zugleich  darauf  zu  sehen  haben,  dass  dieselbe  für  die 
gewöhnliche  Messtischpraxis  (wie  z.  B.  das  sogenannte  Bückwärts- 
einschneiden  in  der  Eeldmesskunst  in  Bezug  auf  das  Pothenot’sche 
ProblenO  möglichst  brauchbar  wird- 

7)  Den  Ausdruck  m sin  a — n>  sin  ß auf  die  Form  a:  sin  ^ zu 
bringen. 

8)  Den  Ausdruck  m cos  t*  — n>  cos  ß auf  die  Form  ac  cos  9)  zu 
bringen. 

ö)  Den  .4usdruck  m taug  « — n taug  ß auf  die  Form  a:  tang  y 
zu  bringen. 

, 10)  Den  Ausdruck  m cot  a — n eot  ß auf  die  Form  cot  y 
zu  bringen.'  , . 
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11)  Es  sind  DB  ein  Paar  in  C sich  schneidende  gerade 
Linien,  und  Ej  E drei  fixe  Punkte  oder  Pole.  Drei  gerade  . Li« 
nien^  welche  durch  diese  Pole  gehen,  drehen  sich  so  um  dieselben',- 
dass. der  Durchschnittspuiikt  der  von  D und  E ausgehenden  immer 
auf  der  Linie  AA,  der,  Durchschnittspunkt  der  von  E und  F aus- 
gehenden immer  auf  der  Linie  DB  liegt:  man  sucht  den  geometri-  , 
sehen  Ort  des  Durchschnittspunkts  der  von  D und  F ausgehenden 
geraden  Linien. 

12)  Ein  gegebener  Winkel  dreht  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass  ' 
der  eine  Schenkel  desselben  immer  durch  einen  der  Lage  nach  ge- 

f;ebeiien  Punkt  geht,  der  Scheitel  aber  sich  immer  auf  einer  der 
iOge  nach  gegebenen  geraden  Linie  befindet:  man  sucht  die  Curve, 
welche  von  dem  andern  Schenkel  des  Winkels  in  seinen  verschiede- 
nen Lagen  stetig  berührt  wird. 

. (0  lese  Auigabe  erfordert  die  Anwendung  der  DifferentiaU 
rechnung.) 


XXXII. 
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ln  Nr.  419  der  Astronomischen  Nachrichten  hat  Herr 
Professor  und  Director  Hansen  in  Seeberg  eine  iqteressante  • 
geodätische  Aufgabe  mitgetlieilt  und  aufgelöst,  welche  dem  längst 
bekannten  Pothenot’schen  Problem,  das  bekanntlich  «lie 
Stimmung  der. Lage  eines  Punktes  aus  drei  gegebenen  Punkten 
durch  blosse  Winkelmessungen  an  dem  zu  bestimmenden  Punkte  ; 

verlangt,  an  die  Seite  gesetzt  zu  werden  verdient.  Diese  Aufgabe,  • , 
welche  übrigens  nicht  neu  ist,  und  sich  z.  B.  schon  in  J.  H.  van 
Swindcn’s  Elementen  der  Geometrie,  aus  dem  Holländi-/^ 
sehen  übersetzt-  von  C.  F.  A.  Jacobi.  Jena.  1834.  S.  32L 
trigonometrisch  aufgelöst  findet,  ist  folgende:  ^ 

Wenn  zwei  Piinkte  der  Lage  nach  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Winkelmessungen  an  den  letztem,  ohne  diese  von  den 
gegebenen  Punkten  aus  zu  beobachten,  bestimmen. 

Eine  Auflösung  dieses  interessanten  Problems  lässt  sich  ohne  . 
besondere  Schwierigkeit  aus  den  in  dem  Aufsatze  Nr.  XIV.  in  dem 
ersten  Hefte  dieses  Theils  des  Archivs  gegebenen  Formeln  herlei- 
ten, wie  wir  jetzt  in  der  Kürze  zeigen  w^Jen. 

Die  beiden  der  Lage  nach  gegebenen  Punkte  seien  A'  und  A^\ 
und  ihre  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  seien  a:\  ij  und  y*.  Die  beiden  Punkte, 
deren  Lage  bestimmt  werden  soll,  seien.  und  und  ihre  Coor- 
dinaten in  Bezug  auf  dasselbe  System  seien  y und  Xx-»  y\>  An 
dem  Punkte  A messe  man  nun  die  beiden  ISO”  nicht  übersteigen- 
den VfivikeX  A'AAxf  Ax'AAi,  und  eben  so  messe  man  an  dem 


' 


z' 
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Punkte  die  beiden  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  A'A^Äy 
Ai'AiAy  so  bat  man  alle  Data,  welche  zur  Bestimmung  der  Coor- 
' dinaten  y und  der  beiden  gesuchten  Punkte  A und 

nöthig  sind,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll. 

Die  Entfernungen  des  Punktes  A von  den  Punkten  A\ 
wollen  wir  durch  q,  die  Entfernungeu  des  Punktes  A^  von  den 
Punkten  A\  A^*  durch  q\  die  Entternung  AA^  der  gesuchten 
Punkte  A und  A^  von  einander  durch  r bezeichnen.  Denken  wir 
uns  ferner  durch  den  Punkt  A ein  dem  primitiven  Systeme  der  a:y 
paralleles  Coordinatens^stem  der  ^ri  gelegt,  so  soll  der  von  der  Li- 
nie AA^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^ eingeschlossene 
Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  ^ an  durch  den  rechten  Winkel  hindurch  von.O  bis 
360*^  zählt,  durch  (p  bezeichnet  werden.  Eben  so  wollen  wir,  wenn 
wir  uns  durch  den  Punkt  A^  ein  dem  primitiven  Systeme  der  acy 
paralleles  System  der  rl^  gelegt  denken,  den  von  der  Linie  A^A 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^ eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  an  durch  den  rechten  Winkel  17,)  hindurch  von  0 bis 
360**  zählen,  durch  9>|  be2eichnen.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir 
nun  nach  den  Gleichungen  2.  in  dem  Aufsatze  Nr.  XIV.  offenbar 
die  folgenden  Ausdrücke: 

V V 

z=z£c^r  cos  gp,  y,  =y-f-r  sin  gp; 

:r' •=  a: Q cos  (y-f-a),  y':=zyArQ  sin  (5P~f-a); 

= + cos  (5P-+-/J),  = y + sin  (gp  + Z^); 

und 

cos  gP|,  s y = y,  -1-  r sin  gpj ; 

= cos  (gp,  y = yi  sin  (gp, 

= -f-p,'  cos  (gp,4-/Sj,  y/  = y,  sin  (gpi-f-/S,); 

wo,  wie  sogleich  erhellen  wird,  die  Grössen  «,  /$,  a,,  aus  den 
gemessenen  Winkeln  immer  leicht  gefunden  werden  können. 

Aus  den  ersten  Gleichungen  in  den  Systemen  1.  und  2.  folgt 

sin  gp  = — sin  gp,^  cos  gp  = — cos  y,, 

also 

sin  gp  cos  *Pi  — cos  gp  sin  gp|=sin  (gp  — gp,)  = 0,  . 
und  folglich 

gp  — gPi  = X7T,  ,gp,  = gp  — x;r, 

wo  X eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Wäre. diese  ganze  Zahl  gerade, 
so  wärh 

; 

, sin  gp,=:sin  gp,  cos  gp,  =cos  g^, 

da  doch'  nach  dem  Obigen 

sin  gp,  — sin  gp,  cos  gp,  = — cos  gp 
< ist.  Also  ist  X eine  ungerade  Zahl,  und  folglich 

cos  (gp,  H-«,)  = cos  (gp  “fr«, — X7t)  = — cos  (y-f-o-,), 

«r 

sin  (gp, sin  (gp-H«, — X7t)  = — sin  (gp4-ai), 
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3. 


cos  (9p,  -4-/9,)  = cos  (y -4-/^1  — ^7t)  = — cos  (spH-^i)> ' 

sin  "(9p, -4- i^i)=  sin  (9p -4-/9, — x;r)  = — sin  (9p  -|-^i). 

Daher  haben  wir  jetzt  nach  dem  Obig^en  zwischen  den  zehn  nnbe- 
kannten  Grössen  y,,  r,  9p  die 'zehn  fol- 
genden Gleichungen:  . 

sc  — o?,  = — r cos  9P,  y — y,  ==  — r sin  9p; 

> • 

^ = .a;-4-^  cos  (9p-4-a),  'ijz=zy-\^q  sin  (9p-4-a), 

[^,'  = a:-4-^i  cos  (9P-4-/9),  y,'  = y-|-^,  sin  (9P-4-/?); 

^ = ^,  — cos  (9p -4-«,),  y'=y,  — q'  sin  (9p -4-  «,), 

= cos  (9-4- /9,),  y,'  = y,  ~ sin  (9P-4-/9,); 

aus  denen  also  die  in  Rede  stehenden  zehn  unbekannten  Grössen 
zu  bestimmen  sind. 

Eliu^inirt  man  q^  q\  ß,',  so  behält  man  die  sechs  folgenden 
Gleichungen : 

Isc  — ac\  = — r cos  9p,  y — y,  = — r sin  9p; 

|7£-|^  = toDg  (sp  + «i),  = 

zwischen  den  sechs  unbekannten  Grössen  sc^  y,  o:,,  y^  9p. 

Durch  Verbindung  der  beiden  ersten  mit  den  beiden  letzten 
Gleichungen  erhält  man 

v'  — V — f'  sin  (jr>  , / . \ V\  — sin  9p  r , o \ 

= (SP  + «i),  o;,'-;r-r  cos-y==*«“^ 

oder 

— ir)  sin  (9P-4-«i)  — (y^  — v)  cos  (9p -4- ce,)  ==y*  sin 

sin  (9P-4-/5i)  — (y/ — y)  cos  (9p-4-/9,)  = r sin  ; 

und  folglich  durch  Division 

(g:*  — a:)  sin  (y -h«i)  — (y' — y)  cos  (y  H- «i>  _ s'«»  «1 
— g:)  sin  (9f- -f- /^,)  — (y/ — y)  cos  (y--f-/3,)  sin  /?,* 

Bringt  man  die  zweiten  Gleichungen  in  4.  auf  die  Form 

•^^=iaDg  (SP+«),  /rX'.r(x-r^)=‘»"g  (v+^) 

oder  auf  die  Form 


5. 


y/-t-(y/— y)  _i. 


yi  -y  _ 


tang  (9p -4-/9); 


y y 1 t-  1 y/  y » ^ 

af  — :r,'-4-(g:,'  — g:)  S )»  — x 

so  erhält  man  aus  denselben  leicht 

(;/  — y . ')  cos  (y  4-  ^)  — (g:'  — g? , ')  sin  (y  -f-  /9) 

sin  («  — /J)  ’ 

cos  {(p  -f-  «) 

(//  — y/)  cos  (y -4-/3)  — (ar'  — ^/)  sin  (y-t-jS). 

sin  (ft  — ß)  ’ 

sin  (y-4-«) 


y— y= 
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*1 


X.'  — X 


(y*  — y /)  C08  (y  -f- «)  — ~~  :t  i)  sin  (7  ^ tt) 


sin  («  — ß) 


Vx—y 


«) 


cos 

(y'  — y/)  cos  (y-H«)  — — sin  (y 

sin  («  — ß). 
sin 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  x^  — x^  yf  — y,  x^  — x^ 
yx  -ry  in  üie  Gleickung^  6.  ein,  so  wird  dieselbe 

(j?*  — 3?/)  sin  {tf^ß)  — (/  — y/)  cos  (y-h/?)  sin  («  — ofi) sin 

(a:'  — Xj')  sin  (y  -|-  a)  ~ (y  — y 1)  cos  (y  -f- «)  * sin  (jS  — ) sm  /9i 

oder  ' 

I ' 

7 — (y-H/3)  — (y' — y/)  cos  (y-4>/3) >sin  «x  s»n  (ß'-ßi) 

* {x'  — Xx')  sin  (y  -i-a)  --  [y'  — y/)  cos  (y  -+-a)  sin  ß^  -sin  (a  — «if 

Aus  dieser  Gleichung  könnte  man  nun  leicht  tang  y entwickeln, 
und  so  zu  der  Auflösung  der  Aufgabe  gelangen.  Besser  wird  man 
aber  auf  folgende  Art  verfahren. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

' 8,  — x^^=:R  cos  Ex  y/=='Ä  sin  E 

bestimme  man  auf  bekannte  Weise  die  beiden  Grössen  R und 
so  hat  man  /nach  7.  die  Gleichung 

^ sin  (ff^ß^E)  sin  sin  (ß  — /5,) 

sin  (y-f.a — £')  sin  /3,  sin  («  — aj’ 

also,  wie  man  hieraus,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Einheit 
addirt  und  subtrahirt,  und  dann  dividirt,  leicht  findet: 

./■  L.  /IV  1 sin«,  sin(5— Ä,)-4-sin/J,  sin(a — «,) 

cot  l(a—ß)  tang  I (a-+-Ä)— y ==  H» 

r/  . t 2V  • r/  sina,  sin(/J — ß^) — sm/?,  sm(«— «,) 

und  folglich 

10.  tang  |g~U«+l?)-yl==trDgj(«-|?f’' "-l""“'!- 

2\  • \ Ö2V  sin(/3— ^1)— -sin/?i  sin(«— a,) 

Berechnet  man  aber  den  Hülfswinkel  0 mittelst  der  Formel 

11.  tang  0=  ■ ■■ 

® sin  ß,  sin  iß — ßxY 

• I 

so  bat  man  zur  Berechnung  von  y nach  10.  die  Formel 
12.  tang  \E — — yj=tang  |(a  — ß)  tang  (45®-f-0). 
Aus  3.  ergiebt  sich 

x'  — Xx'  = Q COS  (y-i-a)  — cos  (y -+-/?), 
y — y/  = ^ sin  (y-4-a)  — ^1  sin  (y-f-/S); 
und  folglich 

jx'  — xj  sin  (y-i-/3)~  (y  — y,')  cosfy-f./?) 

sm  (it—ß)  ^ ’ 


13. 

also  nach  8. 


i^'—^x)  sin  (y-4-«)  — ty— y/)  cos  (y-H«). 


sin  (ß  — ß) 


sV  ■ V. 
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0 II  ■ ■ ' .«C  / y ^1 

sin  (aT-/S) 
Ferner  ist  nach  3. 


sin  (y  -f-  « E) 
sin  («  — ß) 


^ — ^/  = — y cos  (9pH-«i)-f-^/  cos  (5P  + /JJ, 
y— *y/==  — e'  sin  + sin  (sp-f-/Si); 

und  folglich 

{af  — Xxl  sin  (y -h/g,)  — (y  — yi*)  cos  (yH-/?,) 

sin  («»—/?)  * 

— sin  (y‘— y/)  cos 

sin  («1-/5,)  , ’ 

also  nach  8. 


Iß  . ^sin  — g)  »sin  — g) 

• ^ sin(a,  — sin(«j— /S,)  * 

Die  Coordinaten  or,  ^ und  px  ergeben  sich  nun  mittekt  der 
Formeln 


= af  — 0 < 

ly=y— ^ 81 


= — Q COS  (y  + a)  = ^/  — cos  (y*;f-/?), 

sin  (5P-f-a)  = 3^/  — sin  (sp-h/?) 


und 


18. 


cos  (<jp-4-a,)  = ^/  + ^/  cos  (9p 


{^,  = ^ Hh  c 

yi=y-»-^'  sin  (5p  + a,)  = yj*4-^/  sin  {(p^ß^). 
Die  Entfernung  r aber  erhält  man  mittelst,  der  Ausdrücke 


19.  r = 


yi  ~y 


cos  <p 


sin  ^ 


Rücksichtlich  des  Winkels  5p,  welcher  360®  nicht  übersteigt,  bemer- 
ken wir,  dass  für  denselben  die  obigen  F^ormeln  zwei  Werthe  lie- 
fern, die  im  Allgemeinen  von  der  Form  (p  und  5p-f-180®  sind.  Von  ' 
diesen  beiden  VVerthen  hat  man  jederzeit  denjenigen  zu  nehmen, 
welchem  positive  Werthe  von  q und  entsprechen. 

. Die  Anwendung,  welche 'Herr  Professor  und  Director  Hansen 
von  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  diese  Aufgabe  gemacht 
hat,  ^nss  man  a.  a.  0.  nächsehen. 

Es  scheint  uns  wünschenswcrth , dass  für  dieses  interessante 
Problem  auch  recht  elegante  Auflösungen  durch  die  elementare  Tri- 
gonometrie und  durch  blosse  geometrische  Constructionen  gegeben 
werden,  letztere  zugleich  mit  Berücksichtigung  der  Messtisclipraxis, 
wie  dies  bei  dem  Pothenofschen  Problem  unter  dem  Namen  des 
Rückwärtseinschneidens  in  der  Feldmesskunst  bekanntlich  schon 
vielfach  geschehen  ist.  Wir  werden  solchen  Auflösungen  gern 
einen  Platz  in  dem  Archive  einräumen. 


^ /^''/VrC'  } . . 

4 ■ i , 

' r' 


t/ 
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XXXIII. 

Correspondenz. 

Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Directors 
Nizze  am  Gymnasium  zu  Stralsund  an  den. 

Herausgeber. 

Stralsund,  4.  Junius  1841. 

' Erst  in  den  gegenwärtigen  Pßngstferien  habe  ich  Zeit  gewin- 
nen können,  das  erste  Heft  Ihres  Archivs  zur  Hand  zu  nehmen. 
Ueber  das  Unternehmen  selbst  habe  ich  mich  ungemein  gefreut,  und 


ifgj 

Dabei  interessirten  mich  die  Buzengeigerschen  Formeln,  bei  deren 
Nachrechnung  ich  aber  einige  Irrungen  gefunden  zu  haben  glaube, 
welche  ich  mir  anzugeben  erlaube. 

Nr.  8.  muss  heissen 

sin  (a  — ß) =4  cos  |(«  — ß)  sin  4(a  — cos  ^{ß  — y) 

Nr.  12., cos  ß y)  • • =^1  Hh  cos  a cos  ß cos  y) 

Nr.  13.  sin  ß y)  ....  =2(1  — cos  a cos  ß cos  y) 

Nr.  14.  cos  =2(l+cos  cos  cos  (/S-i-;')) 

Nr.  15.  sin  *a-f- . . . . =2(1  — cos  (a~f-/?)  cos  (a-^y)  cos  (/?-|-y)) 
Hat  Buzengeiger  sich  verschrieben , oder  trägt  der  Setzer  die 
Schuld?*) 

Bei  einer  andern  Ihrer  Aufgaben  bin  ich  sofort  auf  folgende 
Kleinigkeit  gefallen: 

Aufgabe.  Es  soll  auf  einer  gegebenen  geraden  Li- 
nie ein  Kehteck  construirt  werden,  dessen  zweite  Seite 
halb  so  gross  ist,  als  die  Diagonale. 

ln  Taf.  11.  Fig.  12.  ist  A/A'  die  gegebene  gerade  Linie,  AB 
willkübriich,  BD-=.\AB^  MX-=zA^  {■=AB)^ 

Lehrsatz.  Wenn  die  kürzere  Seite  e^nes  Rechtecks 
halb  so  gross  ist,  als  dessen  Diagonale,  und  wenn  man 
auf  der  kürzeren  Seite  desselben  wiederum  ein  Rechteck 
construirt,  dessen  -zweite  Seite  die  Hälfte  seiner  Dia- 
gonale ist,  imgleicben  auf  der  kürzeren  Seite  dieses 
Rechtecks  wieder  ein  Rechteck  von  derselben  Beschaf-' 
fenheit,  und  so  in  infinitum,  so  verhalten  sich  die  länge* 
ren  Seiten  aller  dieser  Rechtecke  wie 

1 : : V/^ 

Anm.  Man  wurde  die  Aufgabe  und  den  Lehrsatz  auch  auf 
das  rechtwinklige  Dreieck  beziehen  können,  dessen  eine  Kathete 
halb  so  gross  ist,  als  die  Hypotenuse. 

®)  Weder  der  Herausgeber,  noch  der  Setzer,  noch  der  Corrector  tragen 
die  Scbtild.  Buzengeiger  hat  sich,  w'ie  ich  durch  das  noch  in  luei« 
nen  Händen  hefindlidie  Blatt  nachweisen  kann,  allerdings  verschrieben, 
und  Herrn  Director  Nizze  gebührt  daher  der  grösste  Dank  für  die 
Nachweisung  dieser  Schreibfehler.  G. 


« i 
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f 
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XXXIV. 

Analyse  des  dquations  ddtermindes.  par  M 
Fourier,  de  l’institut  royal  de  France,  secrd* 
taire  perpdtuel  de  l’acaddniie  des  Sciences. 

Premiere  partie.  Paris.  1831.  4. 

Grundzüge  .der  Lehre  von  den  numerischen 
Gleichungen  nach,  ihren  analytischen  und  geo- 
metrischen Eigenschaften.  Ein  Supplement  zu 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  und  der  Difle- 
rentialrecbnung  von  M.  W.  Drobisch,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universitüt  2u 

Leipzig.  Leipzig,  1834.  8. 

' ’ 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Gurtz, 

zu  Halle. 


Jean  Baptiste  Jos.  Fourier  (geboren  zu  Auxerre  in  der  Bour» 
gogne  den  21.  März  1768,  gestorben  zu  Paris  den  16.  Mai  1830)  ist 
als  Verfasser  einer  scbaifsinnigen  Theorie  der  Wärme,  die  schon 
wegen  der  darin  gebrauchten  analytischen  Methoden  die  Aufmerk- 
samkeit jedes' Mathematikers  verdient,  und  mancher  trefBichen  der 
pariser  Akademie  der  Wissenschaften  vorgetragenen  Abhandlungen 
und  Biographien  auch  io  Deutschland  schon  länger  bekannt;  erst 
nach  seinem  Tode  aber  lernten  wir  ihn  als  denjenigen  Mann 'ken- 
nen, welchem  die  vorher  seit  geraumer  Zeit  gleichsam  stillstehende 
Wissenschaft  der  Algebra  ihre  wichtigsten  neuen  Fortschritte  und 
Erweiterungen  verdankt.  Der  nun  auch  schon  verstorbene  Heraus- 
geber des  vorliegenden  Werks,  Navier,  weist  in  seinem  Vorberichte 
aus  binterlasseneu  Papieren  F.’s  nach,  dass  Fourier  schon  in  sei« 


**)  Obgleich  Fourier’s  berühmtes  Werk  schon  im  Jahre  1831  erschienen 
ist,  so  ist  es  doch  bei  Weitem  noch  nicht  so  allgemein  bekannt  und 
verbreitet,  wie  es  nach  sebem  hochwichtigen  Inhalte  verdient.  Des- 
halb dürfte  die  in  diesem  Aufsatze  gegebene  eben  so  gründliche  als 
vollständige  Analyse  desselben  auch  jetzt  noch  vielen  Lesern  angenehm 
und  dem  Zwecke  des  Archivs  vollkommen  entsprechend  sein,  wobei  es 
zugleich  zweckmässig  schien,  eine  kurze  Analyse  des  Buches  von  Dro* 
bisch  damit  zu  verbinden.  G. 
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oem  achtzebnteQ  Jahre  Ticle  von  den  Entdeckungen  gemacht  hatte, 
welche  in  vorliegendem  Werke  mitgetheilt  werden.  Später,  im 
Jahre  1789,  überreichte  F.  dcr~  pariser  Akademie  eine  Abhandlung 
ähnlichen  Inhalts,  und  trug  nachmals  (im  Jahre  1797)  als  Lehrer 
an  der  polytechnischen  Schule  seinen  Schülern  diese  Entdeckungen 
vor.  F.  gehörte  zu  den  Gelehrten',  Twelche  Bonnparte  auf  seinem 
Zuge  nach  Ae^pten  initnahm,  und  suchte  auch  w'ährend  seines 
Au&ntbalts  in^jeipem  Lande  seine  nehen  Ansichten  weiter  ztt*  ent- 
wickeln, und  zu  vervollständigen , wovon ' mehrere  dem  von  den 
Franzosen  errichteten  ,,  Institut  von  Cairo“  überreichte*  Abhandlun« 
gen  zeugen.  Nach  Frankreich  zuriiekgekehrt  kam  er,  wenn  schon 
nicht  ohne  Unterbrechungen,  welche  zum  Theil  durch  die  Staats- 
veränderungen  in  seineni  Vaterlandc  herheigeführt  wurden,  wieder- 
holentlicii  auf  diesen  Gegenstand  zurück.  Unter  den'  schon  er- 
wähnten von  ihm  der  neuen  pariser  Akademie  mitgetheilten  Abhand- 
lungen, welche  aber  noch  nicht  alle  gedruckt  sind,  beziehen  sich 
vier  auf  die  algebraische  Analysis.  Endlich  entschloss  sich  F.  alle 
seine  hierauf  bezüglichen  Arbeiten  in.  einem  grösseren  Werke  zu- 
sammen zu  fassen*,  kaum  hatte  jedticli  der  Druck  dieses  Werkes 
begonnen,  als  ihn  der  Tod  übereilte.  Leider  fand  sich  unter  sei-  ' 
nen  Papieren  nur  der  vorliegende  erste  Theil  vollständig  für  den 
Druck  vorbereitet.  Für  das  Uebrige  fanden  sich  indessen , nach 
Navier’s  Aussage,  zahlreiche  .Materialien  gesammelt,  und  es  ist  nur 
zu  wünschen,  dass  dieselben  recht  bald^  wenn  auch  nicht  verarbei- 
tet, dem  Publikum  mitgetheilt  werden  mögen.  — Wir  wollen  nun 
den  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Tbeils  angebeo:  Auf  das  Aver- 
tissement de  l’dditeur  (S.  1 — XXIV)  folgt  (S.  1 — 5)  die  Vorrede 
des  Verfassers,  worin  er  sich  über  die  Wichtigkeit  und  den  Nutzen 
der  Algebra,  über  die  Verdienste  seiner  Vorgänger  und  den  Zweck 
seines  eigenen  Werkes  ausspricht.  Hieran  schliesst  sich  (S.  7 — 24) 
eine  Einleitung,  welche  zunächst  in  gedrängter  Kürze  die  all- 
inähligen  Fortschritte  der  .Vlgehra  seit  Diopbant  angiebt.  F.  er- 
klärt sich  hier  schlechthin 'gegen  alle  Versuclie,  welche  bezwecken 
die  Wurzeln  der  Gleichungen  aller  Grade  durcl^  Formeln  darzu- 
stellen, welche  der  cardanischen  Formel  analog  wären,  indem  da- 
durch nur  sehr  verwickelte  Transformationen  erhalten  würden, 
worin  die  Wahrheit,  welche  man  sucht,  mehr  als  in  der  gegebenen 
Gleichung  selbst,  versteckt  wäre.  Leibnitzens  und  Tsclnrnhausens- 
Ansichten  hierüber  seien  unausführbar.  Des  Verfassers  eigenes  Ver- 
fahren sei  keine  Combination  der  elementaren  Regeln  über  die 
W’^urzelausziehung,  sondern  eine  Methode  sui  generis,  welche  auf 
gleichzeitigem  Calcül  aller  Cuefflcienten  der  vorgelegten  Gleichung  ' 
beruhe;  sie  weiche  von  Lagrange’s  Auflösung  der  numerischen 
Gleichungen  ab,  und  gelte  auch  tür  die  Literalgleichuogen.  Vor- 
ausgesetzt wird  bei  dieser  'neuen  Methode  ausser  den  gewöhnlichen 
Elementen  der  Algebra,  die  Kenntniss  der  Differentialrechnung  be- 
sonders die  Entwickelung  algebraischer  Functionen  in  Reihen  (nach 
dem  Taylorschen  Satze)  jedoch  mit  Uinzufügung  des  Restes,  wenn 
man  eine  solche  Reihe  bei  einem  beliebigen  Gliede  abbricht.  .Auch 
ist  einige' Kenntniss  der  analytischen  Geometrie' nothwendig,  weil 
dadurch  die  trefflichste  Versiunlichung  der  allmähligeu  Veränderun- 
gen in  den  Wertben  einer  Function  /*(.z?)  und  eben  dadurch  Er- 
leichterung in  der  Erforschung  ihrer  Eigenschaften  möglich  wird. 

Der  Verfasser  ist  offenbar  durch  solche  geometrische  Betrachtungen 
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auf  .die  meisten  seiner  Rntdeekungen  gekommen.  — Vor  dem  Be« 
ffinne  der  in  diesem  ersten  Theiie . eotnaitenen  zwei  Bücher  seines, 
dem  Plune  nach,  aus  sieben  Büchern  bestehenden  Werkes,  giebt  F. 
eine  Uebersicht  aller  von  ihm  für  die  Theorie  der  Gleichungen  ge- 
.wennenen  Resultate  (S.  25 — 86),  auf  welche  wir  zurück  kommen 
wollen,  wenn  wir  die  vorliegenden  ersten  zwei  Bücher  in  nähere 
Betrachtung  gezogen  haben  werden.  — Buch  1.  Methode  für 
jede  reelle  Wurzel  zwei  Gränzen  zu  hestimmen,  (zwischen  welche 
diese  Wurzel  fällt,)  und  das  Vorhandensein  imaginärer  Wurzeln  ' 
zu  erkennen.  — Bedeutet  m eine  ganze  positive  Zahl  und  ist 
X =/(^)  = ...  -H 

uod  X"=/"(ar)=^, X(«-i)=/C»-«(:r) 

klar,  dass  alle  reelle  War- 

zeln  der  Gleichung  X = 0 zwischen  den  Gränzen  — und 
liegen,  und  dass  sowohl  für  i als  für  ^=:H-^jede  der 

Functionen  X,  X',  X" ....  einen  unendlichen  W^erth  er- 

hält, dessen  Vorzeichen  lediglich  von  dem  jedesmaligen  ersten 
Gliede  der  Function  abhängt,  während  X(”*J=1  . 2 . 3 . . . «z 
eine  positive  Constante  ist.  Ordnet  man  daher  die  gedachten 
Functionen  so:  ' 

x(“),  x('«-i), : , . X',  X",  X 

und  setzt  unter  jede  das  ihr  zukommende  Vorzeichen,  so  erhält 
man  offenbar 

X("«)  X(«»-i)  X(«-2)  X(^-ß) X"  X'  X 

(för  — “f*  — 

(fürrf^)  ~h  "i“  “4-  “f-  “I“  H — h 

Nennt  man  also  zwei  auf  einander  folgende  gleiche  Vorzeichen,  wie 
-4- -4- oder , eine  Vorzei  chen^lge,  dagegen  zwei  aufein- 
ander folgende  einander  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wie  H 

oder  — -4- einen  Vorzeichenwec hsel,  so  sieht  man,  dass  in  der 
Reihe  für  — ^ lauter  Vorzeichenwechsel,  in  der  Reihe  für  lau- 
ter Vorzeichenfolgen  Vorkommen,  und  zwar,  wenn  die  Vorzeichen 
von  Xt"*)  und  X nur  einmal,  jedes  der  übrigen  aber  doppelt,  näm- 
lich in  Bezug  auf  das  vorhergehende  und  in  Bezug  auf  das  fol- 
gende Vorzeichen  berücksichtigt  werden , erhält  man  in  der  Reihe  . 
( — i)  grade  so  viel  Vorzeichenwechsel,  in  der  Reihe  (-4~^)  so  viel 
vorzeichenfolgen  als  der  Grad  der  gegebenen  Gleichung  X = 0 
beträgt,  nämlich  Es  muss  also  die  Reihe  X(®*),  X('”~^), ....  X^,  X 
beim  Uebergangc  von  ar=: — 4 **^=-4-^  Mal  zw  Vorzeichen- 

wechsel  verjicren.  Da  jedes  Glied  dieser  Reihe  eine  stetige  Function 
von  X isfT sodann  es  nicht  anders  sein  Vorzeichen  ändern,  also 
vom  Positiven  zum  Negativen  oder  vom  Negativen  zum  Positiven 
fibergehen,  als  indem  es  den  Zwischenwerth  Null  durchläuft.  Fou- 
rier zeigt  nun  eben  so  einfach  als  klar  1)  dass  jedes  Mal,  wenn 
X einen  Werth  erreicht,  der  die  Function  A = 0 macht,  ohne  zu- 
gleich^ eine  von  den  derivirten  Functionen  auf  Null  zu  briugen, 
nothwendig  ein  Zeichcnwechscl  verloren  gehe,  d.  h.  sich  in  eine 
Zeichenfolge  verwandele,  und  dass,  wenn  x nachher  weiter  bis  4 
ununterbrochen  wächst,  die  Anzahl  der  Zeichenwecbsel  bei  keinem 

15» 


.1 


Digltized  by  Google 


228 


auf  a folgenden  Werthe  von  x wieder  zunefamcn  könne;  2)  dass^ 
wenn  x einen  Werth  erreicht,  der  die  beiden  letzten  oder  mehrere 
von  den  letzten  unmittelbar  auf  einander  folgenden  . . . X\  X 
in  der  obigen  Funktionenreihe  verschwinden  macht,  (was  bekannt- 
lich ein  Merkmal  von  eben  so  viel  einander  gleichen  Wurzeln  der 
Gleichung  X==:0  ist)  alle  Mal  eben  so  viele  Zeichenwechsel  ver- 
loren gehen.  3)  Wenn  nicht  die  Stammfunction  X,  wohl  aber  eine 
von  ihren  Derivirten  oder  n auf  einander  folgende  von  diesen  für 
eincü  bestimmten  Werth  von  x verschwinden,  werden  alte  Mal, 
wenn  n gerade  ist,  auch  n Zeichenwechsel  verloren  geben;  wenn 
aber  n ungerade  ist,  entweder  n — 1 oder  »H-1  Zeichenwechsel. 
In  den  Fällen  (2)  und  (3)  so  wenig  als  in  dem  Falle  (1)  nimmt 
die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  jemals  wieder  zu,  wenn  man  x 
fortdauernd  wachsen  lässt.  — Hat  die  Gleichung  X = 0 lauter 
reelle  Wurzeln,  so  muss  die  Function  X,  während  x von  — ^ bis 
•4-^  ununterbrochen  wächst,  mMal  auf  Null  gebracht  werden,  wo- 
durch dann  alle  tn  Zeichenwechsel  sich  in  Zeibhenfolgen  verwan- 
deln, und  mithin  kann  dann  durch  den  unter  (3)  aufgefiihrten  Fall 
kein  Zeichenwechsel  verloren  gehen.  So  oft  also  durch  diesen 
Fall  Zeichenwechsel  verloren  gehen,  deutet  diess  auf  imaginäre 
Wurzeln,  und  zwar  jedes  Mal  auf  eine  gerade  Anzahl  derselben, 
wie  es  sein  muss,  da  in  einer  rationalen  Gleichung  jede  darin  ent- 
haltene imaginäre  Wurzel  — 1 stets  das  Vorhandensein 

ihrer  conjugirten  « — /Jl/  — 1 nothwendig  macht.  — üm  nun  zu 
entdecken,  ob  zwischen  zweien  Gränzen  a und  b eine  Wurzel  oder 
mehrere  Wurzeln  der  ‘gegebenen  Gleichung  liegen,  substituire  man 
für  X erst  a und  nachher  b in  der  oft  erwähnten  Reihe  von 
Functionen,  und  untersuche,  ob  die  Reihe  für  x = b noch  eben  so 
viele  Vorzeicbenwechsel  habe,  als  die  für  x'=.a.  Ist  diess  der 
Fall,  so  liegt  zwischen  a und  b gar  keine  Wurzel  der  Gleichung.. 
Hat  aber  die  Reihe  für  x^=^b  einen  Vorzeicheuwechsel  weniger 
als  die  Reibe  für  xz=za^  so  liegt  zwischen  a und  ^ eine  reelle 
Wurzel.  Hat  die  Reihe  für  x-=.b  eine  ungerade  Anzahl  2a»-|-1 
Vorzeichenwechsel  weniger  als  die  für  xzzza^  so  liegt  zwischen 
a und  b wenigstens  eine  reelle  Wurzel;  es  können  aber  in  diesem 
Falle  auch  3 oder  5 u.  s.  w.  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  reel- 
ler Wurzeln  zwischen  a und  b liegen,  jedoch  nicht  mehr  als 
Liegen  nur2rH-l  reelle  Wurzeln  in  diesem  Zwischen- 
räume, so  sind  2v»  — 2r  imaginäre  Wurzeln  durch  die  verloren  ge- 
gangenen V'orzeichenwecbsel  angedeutet,  welche  Wurzeln  F.  feh- 
lende (meines  manauantes),  Herr  Drobisch  passender  verloren 
gegangene.  Wurzel,  nennt.  — Hat  endlich  die  Reihe  für  x'=^b 
eine  gerade  Anzahl  2;/  Vorzeichenwechsel  weniger  als  die  für 
x = a,  so  hat  die  Gleichung  X = 0 in  jenem  Zwischenräume  ent- 
weder gar  keine  oder  2,  oder  4 u.  s.  w.  oder  überhaupt  eine  ge- 
rade Anzahl  reelle  Wurzeln,  die  zwischen  a und  b fallen,  je- 
doch nicht  mehr  als  2/>;  zugleich  erkennt  man  aber  daraus,  dass 
auch  2p  — 2^  imaginäre  Wurzeln  vorhanden  sind.  — Stets  also 
deutet  die  Anzahl  der  im  Uebergange  von  x==a  zu  x'=.b  verlo- 
ren gegangenen  Zeichenwechsel  auf  eine  eben  so  grosse  Anzahl 
von  Wurzeln,  welche  entweder  alle  reell,  oder  von  denen  eine 
gerade  Anzahl  imaginär  ist.  Ist  z.  B.  X = .r*-4-2ar* — Zx~^2 
so  ist  X' = 3Ir * ■+•  4.r  — 3,  X''  = 6x-f-4,  X'"  = 6.  Wenn  man 


V 


229 


also  für  wie  es  der  leichten  Berechnung  wegen  zunächst  immer 
geschieht,  ^ie  Glieder  der^fteihe  ... — 100,* — 10, — 1,  0,^-1,-f-lO ... 
setzt,  so  erhält  man: 

X'"  X"  X'  X ' 

(-10)  H h - 

( — 1)  — — -H 

(0) 

(1)  4-  “h  -h-f-  . 

' woraus  erhellet,  dass  zwischen  — 10  und  — 1 eine  reelle  Wurzel, 
zwischen  — 1 und  0 gar  keine  Wurzel  liegt,  und  dass  zwischen 
o:*  = 0 und  a:=l  entweder  zwei  reelle  Wurzeln  fallen , oder  zwei 
dergleichen  verloren  gegangen  sind,  in  welchem  letzteren  Falle  die 
Gleichung  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Wie  man  entdecke,  von 
welcher  Natur  die  zuletzt  erwähnten  beiden  IVurzeln  seien,  darüber 
nachher.  — Kommt  es  bei  der  Anwendung  dieses  höchst  einfachen 
Verfahrens  vor,  dass  ein  für  a:  substituirter  Werth  a ein  Glied 
oder  mehrere  Glieder  der  Functionenreibe  X(”»),  ...,  X^,  X 

' auf  Null  bringt^  so  giebt  eine  leichte,  aus  dem  Taylorschen  Satze  ab* 
geleitete  Regel  an,  welche  Vorzeichen  jenen  Functionen  beizulegen 
seien,  sofern  a;  = a — w und  so  fern  a:  = » -f-  gesetzt  wird,  wo 

u)  eine  sehr  wenig  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet.  Man 

braucht  nämlich  dann  in  diesen  beiden  Reihen  nur  dieselben  Vor* 
Zeichen  \>ie  in  der  Reihe  für  a:  = a zu  setzen,  da  aber,  wo  in 
letzterer  Reihe  Glieder  verschwinden,  hat  man  für  a:=za — 'W, 
Vorzeichenwechsel , für  .r=a-}TW,  Vorzeicbenfolgen  zu  setzen. 
Ist  z.  B.  die  Reihe 

) für  « 4 — h 0 0 0 0 — 0 0 0 4-  0 — so  ist  sie 

für  a — ü)  4 — I 1 1 4 1 — I 

% 

für  »4-w  4 — I — I — I — I — i 4 — i 

Ist  nun  die  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel  in  der  Reihe  für  — w 

etwa  =^,  in  der  für  ^ = aber  =^,  so  deutet  diess  auf 

h — k imaginäre  Wurzeln,  so  in  dem’ oben  angeführten  Beispiele 
auf  6 dergleichen.  Fourier  nennt  diess  die  Regel  vom  doppel« 
ten  Vorzeichen.  — 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Regel  von  Descartes,  wonach  man  < 
aus  den  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Gleichung  beurtheilt,  wie 
viele  reelle  positive  und  .wie  viele  negative  Wurzeln  die  Gleichung 
höchstens  habe  (fälschlich  die  barriotsche  Regel  genannt),  nichte 
weiter  als  ein  Corollar  der  bisher  angegebenen  dätze  Fourier's  sei. 
Denn  setzt  man  in  den  Functionen  X,  X',  . , .,  Xt"*^  das 

.a:=0,  so  werden  sie,  zu  Folge  des  Mac-Laurinschen  Satzes,  gleich 
Produkten  aus  den  positiven  Faktoren  1,  1,  1.2,  1 .2.3, .......  1.2.../» 

in  die  Coefficienteu  der  Gleichung  X = 0.  Wenn  man  daher  nun 
die  Vorzeichen  dieser  Coefficienten  mit  der  Reihe  von  Vorzeichen 
für  or  = — i und  für  o;  = 4-^  vergleicht,  so  giebt  diess  die  Re- 
gel des  Descartes.  Offenbar  ist  aber  die  Regel  Fourier’s  weit 
gehaltreicher,  da  sie  zugleich  bestimmte  endliche  Gränzen  augiebt, 
zwischen  welchen  man  einzig  und  allein  reelle  Wurzeln  zu  suchen 
hat,  und  auf  die  einfachste' Weise  zur  annähernden  Bestimmung 
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dieser  Wurzeln  durch  fortgesetzte  Verengerung  der  Gränzen  dienen 
kann>  wovon  nachher  noch  weiter  die  Rede  sein  wird.  Es  bleibt 
jetzt  zunächst  die  Frage,  wie  man,  wenn  diehr  als  ein  Vorzeichen» 
Wechsel  durch  den  Uebergang  von  a:=za  zu  ’a::=.b  verloren  gebt, 
entscheiden  könne,  ob  dadurch  lauter  reelle  zwischen  a und  h lie- 
gende Wurzeln  oder  Paare  von  imaginären  Wurzeln  angedeutet 
werden,  und  wie  man  die  reellen  zwischen  a und  b liegenden  Wur- 
zeln, wenn  dergleichen  vorhanden  sind,  durch  Gränzen,  die  man 
zwischen  jede  zwei  einander  am  Nächsten  kommende  einschiebt, 
von  einander  trennen  könne.  Diess  würde  man  nun  zwar  dadurch 
bewerkstelligen  können,  dass  man  'nach  der  Von  Lagrange  und 
Waring  vorgeschlagenen  Methode  eine  Grösse  bestimmte,  welche 
entweder  ==  oder  als  die  kleinste  Differenz  zweier  reellen  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  wäre,  und  sodann  für  ac  nach  der 
Reihe  die  zahlen  «-HA»  «H-^A  u.  s.  w.  . . . in  der  Function /(or) 
substitui'rte;  allein  dazu  gehören  bei  Gleichungen  von  einigerma> 
ssen  hohem  Grade  so  weitläußge  Rechnungen,  dass  ein  anderes 
kürzeres  Verfahren  für  die  Praxis  höchst  wünschenswerth  ist.  Ein 
solches  und  zwar  ein  sehr  einfaches,  das  in  den  meisten  Fällen 
äüsserst  .schnell  zum  Ziele  führt,  hat  nun  F.  gefunden.  Es  gründet 
sich  auf  die  Betrachtung  der  Subtangehten  derjenigen  Curve, 
welche  die  Veränderung  in  den  Wertheu  der/’(.r)  veranschaulicht. 
Ist  man  nämlich  durch  uinreichende  Zusagimenziehung  der  Gränzen 


so  hat  die  Curve  zwischen  den  Gränzen  a:=.a  und  a^-=.b 

eine  Einbiegung  gegen  die  Abscissenaxe  (ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum von  aber  keinen  Wendepunkt.  Hieraus  folgt  leicht, 

dass  die  absoluten  Zahlehwerthe  der  Subtangenten  und 

sowohl  einzeln  als  zusammen  kleiner  als  b — a sein  müssen,  wenn 
zwei  reelle  Wurzeln,  also  zwei  Durchschnitte  der  Curve /'(o:)  mit 
der  Abscissenaxe,  zwischen  = a und  a:  = b liegen  sollen.  'Fin- 
det sich  daher  so  ist  diess  ein  sicheres 

Zeichen,  dass  zwischen  a und  b zwei  reelle  Wurzeln  verloren  ge- 
gangen sind,  statt  deren  dann  y*(.r)  = 0 zwei  imaginäre  Wurzeln 
hat.  Nur  der  Fall  ist  hievon  auszunehmen,  wenn  y(.r)  und 
einen  gemeinschaftlichen  Theilcr  und  daher  y(.z*)==0  zwei  gleiche 

Wurzeln  zwischen  a und  b hat,  was  aber  bekanntlich  leicht  zu  er- 

\ / \ 

forschen  ist.  Findet  sichy?^  kann  man  dar- 

aus noch  nichts  mit  Sicherheit  schliessen,  sondern  muss  dann  engere 
Gränzen  statt  a und  b wählen,  wodurch  man  aber  endlich  gewiss, 
wenn  die  beiden  Wurzeln  reell  sind,  dahin  gelangt  sie  zu  trennen, 
oder,  wenn  sie  es  nicht  sind,  die  Summe  zweier  Subtangenten 
grösser  als  die  Differenz  der  Abscissen  der  zugehörigen  Punkte  zu 
unden.  Hat  man  durch  das  früher  angegebene  Verfuhren  entdeckt, 
dass  nicht  bloss  zwei,  sondern  noch  mehr  Wurzeln  zwischen  den 
Gränzen  a und  b liegen  oder  verloren  gegangen  sind,  so  ist  durch 
eben  jenes  Verfahren  auch  zugleich  bekannt,  welche  von  den 
Functionen  Xt»"— D,  ...  A',  X,  wenn  man  sie  =0  setzt, 

nur  eine  oder  zwei  Wurzeln  zwischen  a und  b habe  oder  verlo- 
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ren  hübe.  Es  sei  nun  AI(”)  die  erste,  von  der  Rechten  an  gezählt, 

unter  jenen  Functionen,  welche,  wenn  man  sic  =0  setzt,  nur  eine 
Wurzel  zwischen  « und  ^ hat,  so' hat  nothwendig  zwei 

Wurzeln  zwischen  denselben  Gränzen,  entweder  wirklich  oder  ver« 
loren,  und  hat  dann  entweder  gar  keine,  oder  eine 

oder  zwei  reelle  Wurzeln  zwischen  und  oder  es  sind  für 
= 0 zwei  zwischen  a und  b verloren  gegangene  Wurzeln 
augedeutet.  Hat  gar  keine  Wurzel  zwisdien  a und 

weder  wirklich  noch  verloren,  so  kann  man  nach  demselben  Verfäh- 
ren,  welches  wir  vorher  auf  die  Functionen  f{x)  und  an- 

wandten, entdecken,  ob  die  beiden  angezeigten  Wurzeln  von 
A[(«— 1)  = 0 beide  reell  oder  imaginär  sind,  und,  wenn  sie  letzteres 
sind,  daraus  schliessen,  dass  auch  A = 0 zwischen  a und  b zwei 
reelle  Wurzeln  verloren  habe.  Dasselbe,  wird  man  schliessen,  wenn 
die  beiden  Wurzeln  von  = 0 einander  gleich  sind,  ohne, 

wenn  man  sie  statt  a:  setzt,  alle  die  auf  folgenden  Functio-* 

nen  Al”—-),  . . .,  A',  A auf  Null  zu  bringen.  Sind  hingegen  die 
beiden  Wurzeln  von  Al”— D = 0 gleich,  und  bringen  sie,  für  a:  . 

substituirt,  alle  auf  A<”— folgende  Functionen  auf  Null,  so  hat 
die  Gleichung  A = 0 bekanutiieh  n Wurzeln,  die  jenen  beiden 
gleich  sind.  Sind  die  gedachten  beiden  Wurzeln  von  Al”“D=rO 
reell  aber  ungleich,  so  muss  mau  die  Gränzen  a und  b verengern  bis 
diese  Wurzeln  durch  eine  dazwischen  fallende  Gränze  getrennt  wer- 
den, wodurch  daun  die  erste  unter  den  Functionen  Al*"),  Al*"— A 
von  der  Rechten  an  gezählt,  welche,  =0  gesetzt,  nur  eine  Wurzel 
zwischen  a-  und  b hat,  gewiss  weiter  rechts  als  vorher  zu  suchen  sein 
. wird.  Sind  für  A(”-*-t)=0  eine  oder  zwei  Wurzeln  zwischen  a und  b 
üngezeigt^  so  muss  man  ebenfalls  erst  die  Gränzen  a und  b verengern, 
wodurch  mau  gewiss  eudlich  dahin  gelangt,  dass  unter  den  Functionen 
Al*"),  Al"*— 1),...  A',  A von  der  Rechten  gegen  die  Linke  gezählt  die  erste 
Al*"),  welche,  =0  gesetzt,  nur  eine  Wurzel  zwischen  a und  b hat,  vor 
sich  eine  andere  A(*'-t-t)  habe,  welche,  =0  gesetzt,  gar  keine  Wurzel 
zwischen  a und  b hat  oder  verloren  hat,  so  dass  dann  die  vorgetragene 
Subtangentenprüfuug  sogleich  auf  Al*— D angewendet  werden  kann. 

Buch  2.  Methode  die  Werthe  der  Wurzeln,  deren  Gränzen 
bekannt  sind,  zu  berechnen,  und  Bemerkungen  über  die  Convergenz. 
der  Annäherungen  und  über  die  Unterscheidung  der  Wurzeln,  — 

Das  hekanutc  Newton  sehe  Näherungsverfahreu  ist  zur  wirklichen 
BerecbuuDg  der  Wurzeln  am  Meisten  geeignet.  Diess  Verfahreu  * 
ist  aber  in  der  .Anwendung  einigen  Sebwierigkeiten  unterworfen, 
welche  genau  zu  untersuchen  sind.  F.  beweist,  dass  es,  wenn  man 
sich  dieses  Verfahrens  mit  Sicberlicit  bedienen  will,  zuvor  nötbig  . 
sei  die  Gränzen  a und  ä,  zwischen  welchen  eine  reelle  Wurzel  der 
Gleichung  A=0  liegt,  einander  so  nahe  zu  bringen,  dass  zwischen 
denselben  Gränzen  keine  einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichungen 
A'  = 0,  A"  = 0 liegt.  Zugleich  zeigt  F.,  dass  es  alle  Mal  mög- 
lich sei,  die  eben  erwähnte  Bedingung  zu  erfüllen,  ausgenommen;^ 

1)  wenn  die  Gleichung  A = 0 zwei  oder  mehr  einander  gleiche 
Wurzeln  zwischen  jenen  Gränzen  bat,  was  man  aber  leicht  auf  die 
bekannte,  schon  durch  Hudde  vorgetragene  Art  entdecken  kann; 

2)  wenn  A und  A"  einen  gcmeinschaftUchen  Tbeiler  haben, 

wo  dann  die  Gleichung  y(.r)=:0  statt  der  gegebenen  A=:=0  in 
Bezug  auf  zwischen  a und  b liegende  Wurzeln  zu  untersuchen  ist. 
Unter  obiger  Bedingung  ist  nun,  wie  leicht  aus  der  Taylorschen 
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Reihe  folgt,  wenn  man  die  Ergänzung  derselben  mit  beachtet,  der 
genaue  Werth  der  verlangten  Wurzel  ^ = 

y(«)  . . . ^) 

eine  Grösse  bedeutet,  die  zwischen  den 

Granzen  a und  h Hegt.  Da,  dem  Vorigen  zu  Folge,  keine  Wurzel 
der  Gleichungen  f(pc)  — 0 und/'^(.r)  = 0 zwischen  den  Gränzen 
a und  0 liegt,  so  ändern  die  Functionen  f\a:\  und  hpim 

üebergange  von  zu  ihre  Vi»r*p‘ipLn  .Li 


nur  einen  Zeichenwechsel  verlieren  darf,  und  /(«)  der  f(b\  ents-e 
gengesetzt  sein  muss,  wenn  zwischen  a und  b nur  eine  Wurzei 

der-  Gleichung  X = 0 liegt.  Daraus  folgt,  dass  - «ne  »o- 

sitive,  hiugegen  eine  negative  Grösse,  und  folglich 

aber  sei.  Auch  muss  die 

^(o!)  hei  dem  üehergange  von  ar=«  zu  x=6  entweder  unnnter- 
brocLen  ZU-  oder  ununterbrochen  abnehmen,  weil  bei  dip 

sem  üebergange  hr  Vorzeichen  nicht  ändert.  Ist  allo  1) 

^woM  als  Aa:)  während  jenes  üeherganges  positiv  *so 

hingegen  2)/"^)  währe^nd  jenes  üeber- 

ganges  positiv, /’(or)  aber  negativ,  so  ist f'(/A 

Eben  so  3Jr  wenn  /"(o:)  bei*jenem  UebergLge  „{Ili; 

gegen  positiv  bleibt,  so  ist  ?(a)  > /'(«  ...b)^  rib\  ^ Äif  i’ 

üebergange,  und  eben  so  auch  /'(t) 
uegahv  bleibt,  so  ist  -/-(«)  < 

und  vierten  Falle  ist  daher  trewis.  - W/W  (±)/(ö) 
(=F)/W  ' (=F)/(o) 

(db)/(a  . . . Ä)  {ziz)f{by  *“  zweiten  und  dritten  Falle  aber  ist 

W /(«)  W /{») 4 (t)  f{b)  f(/,\ 

w f <“ • • ••  7 (=F)/'W  “ (?)/■(«... ö)  > Wenn 

jTM  mit  f {a:)  gleiches  Vorzeichen  behält,  wäbr^d  Ir  vnn 
zu  d ubergebt  (d.  i.  iS,  ersten  und  vierten  der’  obig*n  FWIe)  sö 

wird  der  Werth  von  = nothweudig  kleiner  als  Ä,  Iber 

kleiner  als  der  durch  angegebene  genaue  Werth  der  ver- 

langten Wurzel,  hingegen  der  Werth  von  a'  = a-^^  nothwen- 

dig  grösser  als  a,  aber  kleiner  als  der  durch  « — — 

gehene  genaue  Werth.  Wenn  aber  f'U)  nicht  mi/)“f 

durchläuft"  zwischen  « und  d liegeLin^Werthe 

durchlauft,  (d.  ,.  ,m  zweiten  und  dritten  der  angeg^ebenen  Se)! 

»o  wird,  wenn  man  = setzt,  nothweudig  „•  grösser  als 

a.  aber  kleiner  als  also  kleiner  als  die  wahre  ver- 
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langte  Wurzel,  hingegen  Uzs=:b — gewiss  kleiner  als  ä,  aber 


I . 

grösser  als  die  genaue  Wurzel  b 


Ab) 


Hiedurch  wird  die 


A{a  . . . Ä)* 

Newtonsche  Näberungsmethode  vervollständigt,  indem  man  nun  alle 
Mal  zwei  Näherungswerthe , oder,  was  eben  so  viel  ist,  zwei  neue 
Gränzen  & -<C,b  beide  zugleich  erhält,  zwische'n  welche  die 

verlangte  Wurzel,  fällt,  also  beurtheilen  kann,  indem  man  die  Diffe- 
renz'^ — a'  bildet,  wie  gross  der  Fehler  höchstens  sei,  wenn  man 
den  einen  oder  den  anderen  dieser  Näherungswerthe  statt  der  wah-  ■ 
ren  Wurzel  setzt.  Auf  dieselbe  Weise  lassen  ,sich  noch  engere 
Gränzen  a’\  b"  und  durch  fernere  Wiederholung  des  Verfahrens 
noch  engere  ä'",  u.  s.  w.  finden. 

Alles  diess  wird  wieder  von  dem  Vf.  durch  Anwendung 'auf  die 
Curve  f{a:)  anschaulich  gemacht,  wobei  er  zugleich  noeb  einen 
Näherungswerth  der  Wurzel  a findet,  den  ^die  Secante  zwischen 
den  zu  f{a)  und  f{b)  gehörenden  Punkten  der  Curve  da  angiebt, 
wo  sie  die  Abscissenaxe  schneidet;  während  die  vorher  gedachten 
Näherungswerthe  durch  Tangenten  bestimmt  werden.  Zugleich 
macht  es  die  Zeichnung  sehr  klar,  dass  man  bei  der  gewöhnlichen 
Anwendung  der  Newtonschen  Methode  ohne  die  Fouriersche  Ver- 
besserung leicht  für  {£'=.a — und  für  b'=b — Werthe 

findet,  die  der  wahren  Wurzel  a weniger  nahe,  liegen  als  a und  b. 
Fourier  zeigt  nun  zunächst  durch  Anwendung  der  von  ihm  ver- 
besserten Newtonschen  Näberungsmethode  auf  den  einfachsten  Fall 
a:*"  — ^ = 0,  dass  die  gewöhnlichen  elementarischen  Regeln 'der 
Wurzelausziebung  nichts  weiter  sind,  als  besondere  Fälle  einer  all- 
gemeinen Metbod^e,  welche  die  Gleichungen  aller  Grade  umfasst. 
Sodann  giebt  F.  Anweisung  seine  Methode  mit  dem  mindestmög- 
lichen  Zeitaufwande  zu  gebrauchen,  fndem  er  zeigt  wie  man  am 
Besten- jede  überflüssige  Rechnung  vermeide.  Besonders  dienlich 
ist  hiezu  eine  von  ihm  angegebene  Art  gemeine  Zahlen  in  einander 
zu  dividiren,  welche  er  die  geordnete  Division  (division  ordön- 
nee)  nennt,  die  hier  zu  erläutern  aber  zu  weitläufig  sein  würde. 
Wie  man  die  Berechnung  der  Werthe  von  y(.r), /"(.r)  u.  s.  w. 
für  4:  = ^,  u.  s.  w.  am  Bequemsten  an- 

stelle, ist  zwar  leicht  einzuschen,  wird  aber  ebenfalls  der  Vollstän- 
digkeit wegen  von  Fourier  kurz  erörtert.  Wichtiger  ist  die  darauf 
folgende  leichte  Bestimmung  der  Fehlergränze  tür  jeden  neuen 
Näherungswerth,  wodurch  man'  sich  die  Berechnung  von  nicht  mehr 
sicheren  Decimalstellen  der  Näherungswerthe  <z,  0',  a'^  u.  s.  w.  oder 
A,  b\  V'  u.  Si  w.  erspart  und  zugleich  erkennt,  wie  diese  Näherungs- 
Wjerthe  mit  zunehmender  Geschwindigkeit  gegen  die  wahre  Wurzel 
hin  convergiren,  wenn  man  sich  .genau  an  F.’s  Verfahren  hält. 
Durch  viermalige  Anwendung  dieser  Methode  findet  man  z.  B.  die 
einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichung  ;r*~2.r  — 5 = 0 schon' aut 
16  Decimalstellen  genau.  Wegen  der  schnellen  Annäherung,  welche 
diese  einfache  Methode  (Fourier  nennt  sie  die  lineare  Methode, 
weil  sie  darauf  beruht,  dass  in  der  Entwickelung  von /’(» -p*  o>) 
oder  Ab  — o>)  alle  Glieder  weggelassen  werden,  welche  höhere  Po- 
tenzen von  (o  als  die  erste  enthalten)  gewährt,  ist  es  für  die  Praxis 
eigentlich  nicht  nöthig*  jemals  Anwendung  zu  machen  von  anderen 
zusammengesetzteren  Annäherungen,  (wie  die  der  zweiten  Ord- 
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nung»  wo  man  die  Glieder  beibehäU,  welche  enthalten,  oder 
der  dritten  Ordnung,  wo  man  auch  die  Glieder  noch  heibebält, 
welche  ca*  enthalten,  oder  überhaupt  einer  hdberen  Ordnung,, 
wo  man  höhere  Potenzen  von  w beibehält  als  die  erste!:  weil  es 
aber  für  die  Theorie  interessant  ist,  auch,  bei  diesen  Methoden  den 
zunehmenden  Grad  der  Genauigkeit  bei  jedesmaliger  Wiederholu^ 
ihrer  Anwendung  zu  kennen,  so  bat  F.  auch  darüber  (S.  217 — 227} 
Untersuchungen  augesteilt.  Zum  Schlosse  dieses  Buches  giebt  der 
Vf  noch  ein  paar  neue  Verfuhrungsweisen  an,  um  das  Vorhanden» 
sein  imaginärer  Wurzeln  zu  erkennen.  Die  im  ersten  Buche  ange* 
gebene  V'^rfuhruogsart  bleibt  zwar  ihrer  Einfachheit  halber  die  für 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  anwendbarste,  allein  die  Wichtigkeit 
dieser  Untersuchung  und  ihr  Einfluss  auf  die  Theorie  der  Gleichun» 
gen  mit  mehreren  unbekannten  Grössen  ist  so, gross,  dass  es  seht 
Tortheilhaft  ist,  hier  mehr  als  ein  sicheres  Verfahren  zu  kennen.  — 
Wir  heben  nun  aus  der  schon  oben  erwähnten  Uebersicht  des  gan- 
zen Werkes  in  der  Kürze  hervor,  was  der  Inhalt  der  noch  fehlen- 
den fünf  Bücher  sein  soll.  Das  dritte  Buch  soll  eine  Vergleichung 
der  verschiedenen  Methoden  zur  Trennung  d^  Wurzeln  von  ein- 
ander und  zu  ihrer  Berechnung  enthalten.  Die  Auflösung  durch 
Kettenbrüche  wird  hier  als  ein  blosser  besonderer  Fall  einer  ande- 
ren weit  allgemeineren  Auflösungsmeth^de  erscheinen.  Die  algebrai- 
schen Irrationalgrössen  werden  durch  stetige  Functionen  entwickelt, 
denen  merkwürdige  geometrische  Constructioneb  entsprechen.  Auch 
auf  transcendente  Gleichungen  ist  diess  Verfahren  anw^endbar.  Jede 
genaue  Näherungsmetbode  ist,  wenn  man  das  im  ersten  Buche  an- 
gegebene Verfahren  zur  Trennung  der  Wurzeln  benutzt,  dazu 
brauchbar,  das  Vorhandensein  imaginärer  Wurzeln  zu  entdecken. 
Ausführlicher  wird  diess  besonders  an  der  Auflösung  durch  Ketten- 
brücbe  gezeigt  werden.  — Das  vierte  Buch  w'ird  die  Auflösung 
der  Literalgleichiingen  enthalten.  Das  Princip,  w^orauf  diese  Auflö- 
sung beruht,  belindet  sieb  schon  in  den  Schriften  Newtons, 
Stirlings  und  Lagrange’s.  Der  Verf.  wird  eine  neue  Construc- 
tion.für  den  wichtigsten  Theil  dieser  Untersuchung  angeben,  wel- 
che einer  allgemeineren  Anwendung  als  die  von  iNewtun  gegebene 
fähig  ist,  für  den  Full  einer  einzigen  Veränderlichen  aber  auf  das- 
selbe Resultat,  nämlich  auf  die  von  Lagrange  erwiesene  anal)'tlsche 
Regel  führt.  Auch  wird  in  diesem  Buche  von  der  gleichzeitigen 
Auflösung  zweier  Literalgleichungen  * mit  zwei  unbekannten  Grössen, 
oder  allgemein  n solcher  Gleichungen  mit  u unbekannten  Grössen  , 
die  Rede  sein.  Es  ist -hiebei  gar  keine  Elimination,  keine  Verän- 
derung der  Coeflicienten  nöthig,  vielmehr  werden  aus  den  gegebe- 
nen Gleichungen  in  ihrer  primitiven  Form  gleichzeitig  alle  Wurzeln 
entwickelt.  — Das  fünfte  Buck  soll  die  Anwendung  der  in 
den  vorhergehenden  Büchern  enthaltenen  Principien  der  algebrai- 
schen. Analysis  auf  die  transcendenten  Functionen  zeigen.  — Das 
sechste  Buch  wird  über  die  Beziehungen  der  recurrirenden  Reihen 
auf  die  Theorie  der  Gleichungen  handeln,  welche  Beziehungen  ^von 
weit  grösserem  Umfange  sind,  als  man  bisher  geglaubt  hat,  indem 
sie  sich  sowohl. auf  die  imaginären  als  auf  die  reellen  Wurzeln  er- 
strecken. — Das  siebente  Buch  wird  die  Theorie  der  Ungleich- 
heiten (d.  h.  solcher  Ausdrücke  wie  y(^)  ^ a oder  -<!  enthal- 
ten. — Man  sieht  aus  dieser  Inhaltsanzeige,,  welche  Schätze  noch 
in  den  leider,  nicht  ganz  ausgearheiteten  Ajanuscripten  F.^s  stecken, 
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und  wir  wiederholen  den  Wunsch,  dass  dieselben  recht  bald,  wenn 
auch  nur  als  Fragmente,  herausgegeben  werden  mögen!  Geschähe 
das  Letztere,  so  würden  sich  gewiss  diesseits  wie  jenseits  des 
Rheins  Mathematiker  finden,  welche  im  Geiste  Fourier’s  das  Werk. 
ZU'  restituiren  suchen  würden,  wie  diess  zum  Theil  schon  von  Brn. 
Dr.  Stern  in  seiner  ,, Theorie  der  Kettenbrüche^^  mit  Glück  ver» 
sucht  worden  ist.  ■ , 

Wir  wenden  uns  nun  zu  Hrn.  Drobisch,  der  es  sich  zum 
Zwecke  macht  F.*s  Entdeckungen  auf  deutschen  Boden  zu  verpflan* 
zen,  jedoch  in  einer  selbständigen  Bearbeitung,  welche  nirgends 
blosse  Uebersetzung  ist.  Hr.  D.  hat 'dazu  den  Weg  einer  histori* 
sehen  Entwickelung  der  verschiedenen  Methoden  zur  Behandlung 
der  höheren  numerischen  Gleichungen  gewählt,  so  dass  jede  dieser 
Methoden  in  Beziehung  auf  die  nächst  vorhergehende  als  ein  neuer 
Culturfortschritt  erscheint,  und  F.'s  Leistungen  dann  das  Ganze 
krönen.  Nach  des  Rec.  Ueberzeugung  kann  kein  sachverständiger 
und  unpartheiischer  Beurtheiler  dem  Verfasser  das  Zeuguiss  vorent- 
halten, welches  er  sich  am  Schlüsse  seiner  Vorrede  wünscht,  dass 
nämlich  sein  Werk  gründlich  und  brauchbar,  und  mithin  des  an- 
ständigen Gewandes,  in  weichem  es  erscheint,  vollkommen  würdig 
sei.  Hr.  D.  bekämpft  mit  Recht  das  V'orurtheil , wonach  die  Theo- 
rie der  Gleichnngen,  zu  Folge  der  schwankenden  Eintheiluog  der 
Analysis  in  einen  niederen  und  höheren  Theil^  ganz  zu  jenem 
Theile  gerechnet  und  daher  jeder  Einmischung  der  Differentialrech- 
nung entzogen  werden  soll,  lim  die  Elemente  der  Differentialrech- 
nung 'gründlich  vorzutragen,'  braucht  man  nicht  die"^  Theorie  der 
höheren  Gleichungen  als  bekannt  vorauszusetzen,  wohl  aber  bedarf 
diese  Theorie  zu  ihrer  Begründung  und  zur  Vernieiduog  unnöthiger 
Weitschweifigkeit  einiger  V'orkenntnisse  aus  der  Differentialrech- 
nung. Eben  so  schädlich  ist  das  Vorurtheil  die  reine  Analysis  habe 
sich  von  geometrischen  Betrachtungen  ganz  frei  zu  erhalten.  , Einem 
solchen  falschen  Systematisiren  zu  Liebe  entzieht  man  sich  die. 
trefflichste  Veranschaulichung  einer  stetigen  Folge  von  Zahiwerthen' 
einer  Function,  raubt  sich  das  einfachste  und  natürlichste  Mittel 
zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten.  Diess  ungefähr  ist  der  Inhalt  , 
der  lesenswerthen  V'orrede.  Wir  wollen  nun  eine  Uebersiebt  des 
V Werkes  geben  und  daran  • einige  Bemerkungen  knüpfen,  die  dem 
achtungswerthen  Verf.  als  Beweis  der  Aufmerksamkeit  dienen  mö- 
gen, mit  der  wir  sein  Werk  gelesen  haben.  — In  der  Einlei- 
tung (S.  1 — 8)  giebt  der  Verf.  die  nöthigen  Erklärungen,  zeigt  die 
Darstellung  der  liier  zu  betrachtenden  Functionen  durch  paraboli- 
sche Curven  und  legt  (§.  5.)  den  Plan  seiner  Schrift  in  der  kürze 
vor.  Wir  finden  hier  nur  bei  §.3.,  w'o  die  Construction  der  Werthe 
von  y:=if{a:)  durch  auf  der  ^ Axe  rechtwinklige  Ordinaten  ge- 
lehrt, und  da«  ununterbrochene  Zusammenhängen  der  die  Endpunkte 
dieser  Ordinaten  verbindenden  Curve  behauptet  wird,  die  kleine  Er- 
vinnerung  zu  machen,  dass  es  doch  eigentlich  nöthig  sei  von  der 
Stetigkeit  'der  Function  f{a:)  vorher  überzeugt  zu  sein,  wenn  mau 
die  Nothwendigkeit  des  ununterbrochenen  Zusammenhanges  ^encr 
€urve  cinsehen  soll,  was  indessen  hier,  wo  nur  von  ganzen  Func- 
tionen gehandelt  wird,  sehr  leicht  ist  (vergl.  Cauchy  Cours  d’una- 
Ivse  chap.  II.  §.  2.).  — Der  erste  Abschnitt  bandelt  vou  den 
Grenzwerthen  polynomischer  Ausdrücke  (S,  6 — 28).  Ab  sehn.  2. 
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Von  den  Derivationen**)  polynomischer  Functionen  (S.  29 — 52).  ~ 
Von  den  drei  Beweisen,  welche  der  Verf.  hier  für  den  Taylorschen. 
Satz  ^iebt,  beruht  der  .erste  auf  dem  binomischen  Lehrsätze.  Da 
nun  die  nach  aufsteigenden  Poteuzen  von  vorzunehmende  Ent« 
Wickelung  des  Binoms  nur  dann  bei  jedem  We'rthc 

von  [^x  gültig  bleibt,  wenn  a eine  ganze  positive  Zahl  ist,  bei 
gebrochenen  positiven  Exponenten  aber,  wie  bei  allen  negativen, 
nur  für  solche  Werthe  von  ^x  gilt,  die  zwischen /den  Gränzen 
— X und  X liegen,  so  hätte  der  Verf.  sagen  sollen,  dass  sein 
erster  Beweis  voraussetze,  die  Function  f{x)  sei  entweder  eine 
ganze  Function  von  Xy  oder  der  numerische  Werth  von  ^x  sei 
stets  kleiner  als  der  von  x.  Die  blosse  Voraussetzung,  dass  die 
Exponenten  von  x in  dem  Polynom  /\x)  positiv  seien , ist  noch 
nicht'  genügend.  Der  zweite  Beweis  setzt  stillschweigend  voraus, 

dass  keiner  der  Quotienten  . • • unbestimmt  oder  unendlich 

gross  werde,  was  wiederum  für  eine  ganze  Function  y:=f{x) 
zwar  gewiss  ist,  keineswegs  aber  für  alle  Functionen  von  x wahr 
bleibt.  Der  dritte  Beweis  endlich  ist  mittelst  der  Methode  der  un- 
bestimmten Coefücienten  geführt,  setzt  also  voraus,  dass  sich  /"{x-i- 
^.zr)  in  eine  Reihe  entwickeln  lasse,  die  nach  Potenzen  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  von  ^x  fortschreite,  und  dass  diese  Reihe 
convergire,  was  zwar  für  ganze  Functionen,  aber  nicht  für  alle  an- 
dern wahr  ist.  Da  die  höheren  algebraischen  Gleichungen  nach 
, gehöriger  Reduction  allemal  nur  ganze  Functionen  enthalten,  so 
genügen  allerdings  die  Beweise  des  Verf.,  nur  hätte  er  bestimmter 
angeben  sollen,  dass  er  hier  nur  für  solche  Functionen  von  der 
Taylorschen  Reibe  Gebrauch  mache.  — Hr.  D.  zeigt  ferner  in  die- 
sem Abschnitte,  welches  der  Ausdruck  für  den  Rest  sei>  wenn  man 
, die  Taylorsche  Reibe  bei  einem  beliebigen  Gliede  abbricht,  wie 

sich  der  Werth  eines  Quotienten  *^^^  dem  Falle  bestimmen  lasse, 

wo  /{x)  und  fp{x)  für  einen  besonderen  Werth  von  x beide  ver- 
schwinden, und  giebt  sodann  die  Derivationen  der  Function  einer 
Function,  so  wie  der  Summe,  des  Products,  des  Quotienten  und 
der  Potenz  von  Functionen  an.  — Ab  sehn.  3.  Vom  Gebrauch  der 
Derivationen  in  der  Theorie  der  Curven  (S.  53 — 83).  Es  ist  in 
diesem  Abschnitte  nur  dasjenige  aus  der  analytischen  Geometrie  aus- 
gehoben,  was  für  die  Veranschaulichung  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Gleichungen  nöthig.ist,  diess  aber  gründlich  und  dur^  Auf- 
fassung von  mehreren  Seiten  sehr  klar  dargestellt.  — Ab  sehn.  4. 
Von  den  Wurzeln  der  Gleichungen  im  Allgemeinen  (S.  84 — 119). 
Hier  über  die  Zerlegung  der  algebraischen  Functionen  in  reelle  ein- 
fache oder  quadratische  Factoren,  Cauchy*s  undGauss's  (erster) 
Beweis  für  die  Möglichkeit  dieser  Zerlegung,  Cotesischer'  und  Moi- 


*)  Hr.  Drobisch  und  mehrere  andere  deutliche  Mathematiker  gebrauchen 
die  Wörter  Derivation  und  Ableitung  statt  des  bisher  üblichen 
Derivirte  (seil.  Function).  In  vielen  Fällen  dürfte  aber  diese  Neue- 
' rung  unbequem  sein  und  Zweideutigkeiten  herbei  führen;  z.  B.  die  Ab- 

d^t/ 

leitung  der  Ableitung  von  yz=zf{x)  konnte  sowohl  die  Grosse  als 
die  Herleitung  der  Grösse  ^ aus  der  Function  y sein. 
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vrescher  Lehrsatz.'  — Bei  dem  Gaussischen  Beweise  glaubt  der  Vf. 
(S.  100.)  übergehen  zu  dürfen,  dass  nicht  mehr  als  2 m Punkte  der 
Curve  y und  dem  Kreise  gemein  sein  können,  allein  dann  ist  der 
in  §.  io  enthaltene  Schluss  nicht  bündig,  weil  dann  zwischen  (1) 
und  (3)  mehr  als  ein  Punkt  der  Curve  ;|f  liegen  und  also  zwei  solche 
Punkte  mit  einander  verbunden  sein  könnten.  — Abschn.  5.  Von 
den  allgemeinsten  Relationen  der  Wurzeln  (S.  120 — 149).  Vieta’s 
Satz  von  der  Zusammensetzung  der  Coefficienten  einer  ^Igebraiscken 
Gleichung.  Beweis  dieses  Satzes  mittelst  der  Derivationen.  Polge> 
rung  daraus.  Hudde’s  Satz  von  Auf&ndung  gleicher  Wurzeln. 
Girardis  und  Newton*s  Relationen  zwischen  den  Coefücienten 
und  den  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln.  Descnrtes's  Lehr- 
satz nach  Gauss.  — Abschn.  0.  Von  den  Grenzen  der  Wurzeln 
im  Allgemeinen  (S.  150 — 175).  Newtons,  MacI aurin’s,  Rolle’s 
u.  A.  Methoden  zur  Bestimmung  der  äussersten  Grenzen.  Waring's 
und  Lagrange’s  Methode  zur  Begrenzung  der  einzelnen  reellen, 
und  Erkennung  der  imaginären  Wurzeln.  — Abschn.  7.  Von  den 
älteren  Methoden  zur  Unterscheidung  der  reellen  und  imaginären 
Wurzeln  (S.  176  — 202).  Der  Vf.  trägt  Rolie's.  De  Gua^  u.  A, 
Methoden  vor,  zei^  aber  die  Unvollkommenheit  derselben.  — 
Abschn.' 8.  Fourier*s  erste  Methode  zur  Unterscheidung  der 
reellen  und  der  imaginären  Wurzeln  (S.  203 — 257). — Abschn.  9. 
Von  der  Berechnung  der  Wurzeln  aus  ihfen  Grenzen  (ebenfalls 
nach  Fourier)  S.  258  — 298.  — Abschn.  10.  Fourier’s  zweite 
und  dritte  Beg^l  zur  Erkennung  der  imaginären  Wurzelta;  von  der 
Berechnung  derselben  (S.  299 — 341).  — Die  Lehren  Fourier ’s 
sind  in  den  drei  letzten  Abschnitten,  mit  Eindringung  in  den  Geist 
derselben,  zuweilen  etwas  abgekürzt  und  anders  geordnet,  ohne 
jedoch'  etwas  Wesentliches  zu  übergeben,  und  mit  Hinzufiigung 
neuer  Beispiele  vorgetragen.  Am  Schlüsse  des  Werkes  wird  La- 

f^range’s  Methode  zur  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  ge- 
ehrt, so  wie  auch  einige  andere  hiezu  dienliche  Verfahrungsarten, 
namentlich  die  Legendre’s,  erwähnt  und  endlich,  nach  genauerer 
Erörterung  der  geometrischen  Bedeutung  von  und  u in  der  Form 

— 1,  ein  hierauf  gegründetes  neues  Verfahren  angegeben. — 


Jt 
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XXXV. 

* • 

Das  Pothenofsclie  Problem,  in  erweiterter  Ge- 
stalt; nebst  Bemerkungen  über  seine  Anwen- 
dung in  der  Geodäsie. 

I 

Von  - ' 

dem  Herausgeber. 


1.  . i 

Das  PotliCDot’sche  Problem  ist  bekanntlicli  die  Aufgabe:  wenn 
in  einer  Pbene  drei  Punkte  gegeben  sind,  und  in  einem  yierten 
Punkte  in  derselben  Ebene  die  Winkel  gemessen  werden,  weiche 
die  von  demselben  nach  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen 
Gesichtslinien  mit  einander  einschliessen,  die  Lage  dieses  vierten 
Punktes  zu  bestimmen.  Man  kann  aber  diese  schöne  und  so  vieler 
Anwendungen  in  der  Praxis  fähige  Aufgabe  auf  folgende  Art  er- 
weitern : 

Wenn  drei  beliebige  Punkte  imRaume  gegeben  sind, 
und  in  einem  vierten  beliebigen  Punkte  im  Räume  die 
drei  Winkel  gemessen  werden,  welche  die  von  demsel- 
ben nach  den  drei  gegebenen  Punkten  gezogenen  Ge- 
sichtslinien mit  einander  einschliessen,  die  Lage  dieses 
vierten  Punktes  im  Raume  zu  bestimmen. 

Diese  erweiterte  Aufgabe  wollen  wir  im  Folgenden  aufzulösen 
suchen , und  die  Auflösung  mit  einigen  Bemerkungen  über  die  An- 
wendung des  Problems  in  der  Praxis  begleiten. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  im  Raume  seien  f7,  und 

eben  so  sollen  die  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  ABC^  also 
die  denselben  gegenüberstehenden  Seiten  dieses  Dreiecks  wie  ge- 
wöhnjich  durch  «,  ä,  c bezeichnet  werden.  In  dem  vierten  Punkte 
O im  Raume  seien  nun  die  drei  ISO®  nicht  übersteigeuden  Winkel 
BOC-=.a^  AOCz=z  AOB-=.y  gemessen  worden,  und  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  0 von  den  drei  gegebenen  Punkten  B^ 
A seien  respective  o?,  y,  so  liefert  uns  die  ebene  Trigonometrie 
sogleich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

o;*  y*  — 2.jry  cos  a = «*, 

— 2^x  cos  = ' 

y*  H-  9T*  — 2y%  cos 

aus  denen  nun  die  drei  Entfernungen  a:,  y,  z bestimmt  werden 
müssen.  Setzt  man 
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«o  werdea  die  drei  vorber^liendeii  Gleichung’en 

cos  a)  £C*  =: 

— 2^  cos  jJ)  = 

— 2/;^  cos  J')  ^*  = c* ; 

und  dnrcli  Division  der  ersten  und  zweiten  durch  die  dritte  erhält 
man  nun  sogleich,,  wenn  der  Kürze  wegen 

4-  ^ = ^ = »’ 

gesetzt  wird , die  beiden  folgenden , die  Grösse  a;  nicht  mehr  ent- 
haltenden Gleichungen: 


oder 


6. 


!\  — 2;j.cos  a 

p^^(f^  — 2pq  cos  y 

1 -4-  y*  — 2q  cos  ß 

p^Z^q‘  — 2pq  cos  y 

— 2/?  cos  acrzm'*  + 


n 


3 . 


2/?7  cos 


1 -I-  — 2^  cos  /?  = (/^*  4-  cos  y) ; 

aus  denen  die  beiden  unbekannten  Grössen  p und  q bestimmt  wer- 
den müssen.  , , . , 

Auf  Null  gebracht,  erhalten  diese  beiden  Gleichungen  die  Form 

2«*»  pq  cos  — 1)  cos  a — 1=0, 

, («a_l)  ^*4-2  (cos  — 1=^* 

Eliminirt  man  aus. diesen  beiden  Gleichungen  q^,  und  bestimmt  aus 
der  dadurch  sich  ergebenden  Gleichung  dann  die  Grösse  q\  so  er- 
hält man  ' 

p^  — 2 {n-  — 1)  p cos  « — ~ -f- 1)  * 

7 — ~~  (cos  p — p cos  y) 

Führt  man  nun  diesen  Ausdruck  von-^^  in  die  erste  der  beiden 
vorhergehenden  Gleichungen  ein , und  setzt  für  die  Grossen,  /w* 

-und  /**  ihre  aus  dem  Objgen  bekannten  Werthe  ^ und  so  eri 

hält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  zur  Bestimmung  von 
p die  folgende  Gleichung  des  vierten  Grades: 

8.0=  — d«*  cos 

— 4|((<^*  — c*)  («*  4-^*  — c*)*— 2«*Ä*  cos  y^]  cos  a 

— «*(^*4-c*  — «*)  cos  ß cos  y\p* 


4-2{2[(ÄVc*)*  cos«*4-«M«*  cos/S*4-«*("®*'^'*)  cos/*l 

— cos«  cosj9cos/-(»*4-c*-Ä*)(«*“l-^*-c*)|;>* 
- — 4j[(c*  — Ä*)  cos  /?*]  cos  « 

V - — «*(Ä»4-c^  — «*)  cos cos  y) ;? 

• 4^(<,»4-c*  — 6*y  — 4«*c*  cos 
Bekanntlich  ist  aber 
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4,  C*  — »*  = cos  a»  -f-  c*  — r=  2ac  cos 

«*  *+•  — c*  r=  2a6  cos  C 

und 

or=^cosC'+rcos^,  ^=ccos^-f'^  cos  c=a  cos  JEf+d  eos^; 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

(a’-f-Ä* — c*)* — 4«*^»  cos  y*=4a*Ä*  (cos  C*  — cos  y*), 

' — Ä*)* — 4«*<?»  cos  ß*  = Aa*c*  (cos  B* — ^"cos  ß*)\ 

(Ä*— "C*)  («*•+•  — c*)  — 2«*Ä*  cos  y*  • 

:=z2a^6  cos  V (E  cos  /7 — c cos  B)  — cos  y*, 

(c»  — ^r»)  («»  4-  c»  — — 2«»C*  cos  /?» 

= 2«*c  cos  Ä (c  cos  /f  — ^ cos  r)  — 2a’c»  cos  /?*; 

(<^a— C*)*  cos  a»4-«»(flr2_c*)  cos  /j’4-«*(a*— -^*)  cos  y* 

= «*(A  cos  C*— • c cos  BY  cos  a*  4-  a^b(a  cos  C — c cos  A)  cos  /S» 

■+■  «*c(«  cos  B — b cos  A)  cos  y* 

— Ä*)  cos  /?  cos  y = 2<jr*^c  cos  cos  ß cos  y, 

(«*  4“  c*  — b^)  (a*  4~  — c*)  = 4a*^c  cos  B cos  C, 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  8,  ein,  und  divi- 
dirt  dieselbe  dann  durch  4a*;  so  erhält  man  die  Gleichung: 

9.  0=  ^*(cos  C*  — cos  Y^)p* 

' ““2^1  [cos  C (Ä  cos  C — c cos  B)  — b cos  /*]  cos  a 

^ • — c cos  A cos  ß cos  y\ p* 

4-  I (E  cos  C—  c cos  By  cos  a*  4-  cos  C—  c cos  A)  cosß* 
•^c{a  cos B — ^cos.^  cosy* — ^2(^’4~<?*)  cosa  cos/J  cos/’ 

— Uc  cos  B cos  C\  p* 

*“2cj[cos  B (c  cos  B —— b cos  — cos  ß^J  cos  ct 

— b cos  A cos  ß cos  y \ P 

4-c*(cos  -ff*  — cos  /?*). 

* 

Diese  Gleichung  bringt  man  aber  ferner,  ,weil 

a I b : c=sin  ui  : sin  B ; sin  C 

ist,  und  folglich 

# 

a = r sin  A^  bz=zr  sin  B^  c^r  sin  C 
gesetzt  werden  kann,  leicht  .auf  folgende  Form: 

10.  0=  sin  B*  (cos  C*  — cos  y'^)p* 

' ^2sin^|  [cosCsin(^-^)-sin^cos/*]cosa-cos.(df8in  Cfcos/Scos/j/»* 

4-lsin(Ä-C)*cosa*4-sin^sin(^-C)cos/?*4-sinC'8in(^-Ä)cos/* 
— 2(sin^*4>8inC*)cosacos/?cos/ — 2sin^cosiffsin'C'cosC'j/)* 
2sin  C\  [cosZf  si  n(  C-Bys\ n C'cos/S*]  cosa-cos^  si  niff  cos/Scos/ \p 
4- sin  CP  (cos  -Ä*  — cos  ß^). 


* 

Mittelst  einiger  bekannten-  goniometriscben.  Transformationen 
kann  man  diese  (jleicbung  auch  auf  den  «folgenden  Ausdruck 
bringen: 

if.  0=  sin  /?*  sin  {C’\-y)  sin  {C — y)P* 

sin  /?  |[cos  C sin  (B — C)— :>sin  B cos  y*]  cos  a 


. — cos  y#  sin  C cos  ß cos  y\p* 

, — |sin(/? — C')*cosct*“f-sin/?sin(^ — C)cos/J*-+7sinCsin(^ — •/?}cps/* 
— 2[  1— cos( B^ 0cos(/? — C)\  cos  « cos  ßcas  y. — ^ sin  2B  sin  2 C|/»* 
sin.  /^“{[cos  B sin  {C-. — B)  — sin  cos  ^*]  cos  « 

' ' — cos  A sin  B cos  ß cos  y\p 

+ sin  sin  {B ß)  sin  {B  — ß), 

f 

Hat  man  p mittelst  dieser  Gleichung  gefunden,  so  ergiebt  sich  q 
mittelst  des  Ausdrucks  7.,  den  man  aber  leicht  auf  folgtndc  Form 
bringen  kann:- 


12.  ^ = — 


p*  sin  B cos  C — p cos  Cf  sin  (g-g)  ■ — cos  B sin  C 


sin  A (cos  ß — p cos  y) 


' Die  Entfernung  a:  ergiebt  sich  mittelst  eines  der  drei  aus  3. 
sich  unmittelbar  ergebenden  Ausdrücke: 


■*y 


13.  <.r=: 


\+p^  —2p  cos  a 
b 


i7= 


a: 


1 H-  y*  — 2y  cos  ß 

» 

£_ 

, -^2p(/_  COS  Y 


* * 
) 


denen  mau  auch,  wenn  man  die  Hülfswinkel  0,  0\.0’^  mittelsti 
der  'Formeln 

©= tang  ©-=  ,.„g  01= 

% * 

berechnet,  die  zur  logarithmischen  Rechnung  bequemere  Form 


15.  a;  — :Az 


a cos  0 

1 — p * 


a: 


h cos  0' 

n^> 


c cos  0" 
V — fJ  ’ 


wo  die  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  sind,  dass  nc  positiv  wird, 
' geben  kann. 

Die  Entfernungen  y und  % ergeben  sich  nun  endlich  mittelst 
der  aus  dem  Obigen  (2.)  bekannten  Formeln  ' 

t 

16.  y==:pjCf  z:=zqa:» 


> ■ . 

' . . .2. 

Nachdem  wir  die  Entfernungen  des  Punktes  0 von  den 
drei  Punkten  A,  B,  C zu  bestimmen  im  Stande  sind,  wollen  wir 
uns,  weil  die  Lage  der  drei  Punkte  A^  B,  C im  Raume  meistens 
durch  ihre  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Tlieil  I. 
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• Coordinaten^atem  bestimmt  sein  wird,  nun  ferner  überhaupt  die 
folgende  Aufgabe  verlegen: 

' Wenn  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
System  die  Coordinuten  dreier  runktc  im  Baume  und  d4e 
Entfernungen  eines  vierten  Punktes  von  diesen  drei 
Punkten  gegeben  sind:  die  Coordinaten  des  in  Rede  , 
stehenden  vierten  Punktes  in  Bezug  auf  das  angenom- 
mene System  zu  finden. 

Die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte  seien 

/Wj  1t j Ic  j f ^ 1 $ ^ 1 5 ^2  1 

und  nr,  seien  die  Entfernungen  des  vierten  Punktes,  dessen 

Coordinaten  or,  y,  % gesucht  werden,  von  diesen  drei  Punkten;  so 
, hat  man  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  die  fol- 
genden Gleichungen: 

!{a:  — 

(.r  — /Ä, )» H- (y  — i»,)*  4-(ä  — Xr, )»  = «j », 

(o: — -I- (y — -f- (»  — A*,)»  = 

welche  auch  leicht  auf  die  Form 


{a:  — my  (y  “ n)*  + (^  — = »*> 

|(or  — 2»)  4- («»  — //?,) I*  4-  |(y  — «)4-(ä  — »,)j* 

4-  |(ä  — Xr)  4- — * = »!*, 

— — 4-  Ky  — »)  4- (»  — »*)!* 


18. 


4-  j(Ä  — Xr)4-(Xr  — ^a)|*=<Za* 

♦ 

gebracht  werden  können.  Aus  dieseu  drei  Gleichungen  ergeben 
sich  aber  ferner,  wenn  der  Kürze  wegen 

= -*  |»i*  — — («*  — «»i)*  — (« — ’«i)*  — 

— «*  — («»  — m^y  — (»  — «j)*  — — Jb^y  J 

gesetzt  wird,  leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

{m  — i/ii)  — /«,)  (y  — /»)4-(Xr  — Xr,)  (x  — Xr)  = f,, 

(m  — m^)  (o:  — «»)  4“  (»  — ^2)  (y  7"  «)  4-  (Xr  — X:,)  (»  — X*)  = i,  ; 
welche  nach  gehöriger  Elimination,  wenn  der  Kürze  wegen 

{n  — n^)  — — («  — /*,)  (A  — kiY 


\P  = 


.19. 


{n  — W2)  ij  — {n  — fty)  t2 

(»  — «,)  (X  — — «2)  (X  — X,)’ 


und 


(m  — »!,)  {k  — — («I  — m^)  (k  — ^i) 

in  — nj  {k  — k^)  ~~  {n  — n^)  (4r  — k^^ 

(m  — m^)  (n  — n^)  — (in  — fn^)  {n  — 2^^) 

{n  — OT,)  (1;  — Xj)  — {n  — n^)  (X  — X,) 

gesetzt  wird , zu  den  folgenden  Ausdrücken  von  und  z — X 

führen : ' 

. 21.  y — » = y 4- — äw),  % — X==«4-^o:  — «1). 
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Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  erste  der  Gleichungen  17.;  so 
erhält  man  nach  leichter  Rechnung  die  folgende  Gleichung  des 
zweiten  Grades:  * 


22.  {a: — + (.r— «»)*=0, 

deren  Auflösung  auf  gewöhnliche  Weise  zu  dem  folgenden /Aus- 
drucke von  a:  — m führt: 

„„  — (!+?*  + «=)  «5) 

23.  a;—m= 

Setzt  man  • 

24.  JO  — *»  = tang 
so  wird  die  Gleichung  22. 

cos  sin  2^-l-(l^-^>4-j5*)  sin  $*=0, 

und  folglich^  wenn  man  ' ' 


V,'  1 -f-  cos  2|  . 1 — cos 

cos  §»= 2~~’  ^ = 2~^ 


setzt, 


— «*— (1  — cos  2| 

•+-2(/i^-|-#^)  sin  2^==0. 

Setzt  man  nun 


23.  tang  = j 


SO  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

o./>  «/V  ^ 1 -4-^*  •+•«* -4- — ö* 

26.  cos  2(^ -4- w)  — 1__  2 . 3 cos  2w. 


y*  — -f,, 

Bezeichnet  man  in  dem  Dreiecke,  dessen  Seiten  a,  und  die 
Entfernung  e,  der  Punkte  {mnk\  und  von  einander  sind, 

den  der  Seite  a,  gegenüberstelienden  Winkel  durch  a^,  in  dem 
Dreiecke^  dessen  Seiten  a,  und  die  Entfernung  e^.  der  Punkte 
(mj^k)  und  (m^n^k^y  voa  einander  sind,  den  der  Seile  «r,  gegen- 
überstehenden Winkel  durch  a^;  so  ist 


g^-4-g,^  — a * 


2/7^1 


1 

— , cos  «J  = — ^ ? 


■ cos  a^ 
und  folglich 

«*•+-^1* — =2aej  cos  «j,  «r*-4-^2* — «2*=2flr^3  cos  a^, 

’ d.  i. 

— — -2®^/ cos 

«a*  — «*  — («3— «7a)*-7-(w--»2)*  — (/r— 'Xr3)*=:— cos  ; ' 
also  nach  18. 

27,  ^,  = — a^i  cos  «2  = — ae^  cos  «2, 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  i,  und  ia  sehr  leicht  berech- 
net werden  können,  wenn  die  Entfernungen  und  die  Winkel 


a,,  «2  bekannt  sind. 


16 
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Bereclinet  man  ' diev  Hülfswinkcl  ’fi  und  9),  Aff,  X' 
Formeln 

28.  lang  fi=z^ 

und  , ' ' 

29.  tnng  fang  V<  = — — ^ tang  j;  = 


^ ^2  * 

X;  --  X:,  ’ 


so  bat  inan  zur  Berechnung  der  Grössen  p,  q,  s,  t die  folgenden 
Formeln:  ' • ' ' 

i,  sin  {p — x)  y> 

n — n,  ' sin  ^ 

m — «I,  sin  (7)  — x)  xp 

n — w, *  * sin  {\p — x)  y’  » 

ii  sin'  (p  — xp)  cos  x 
k — k^  * sin  ix  — V')  ®^s  p*  . 
m — »I,  sin  ((p  — xp)  cos 
k — kl  * sin  (x  — xp)  cos  y* 

Nach  dem  Vorhergehenden  lässt  unsere  Aufgabe,  wenn  sie 
überhaupt  möglich  ist,,  jederzeit  zwei  Auöösungen  zu,  und  es  er- 
hellet auch  auf  der  Stelle  aus  geometrischen  Gründen,  dass  cs, 
wenn  die  Aufgabe  möglich  ist, .immer  zwei  derselben  genügende 
Punkte  geben  muss,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  (mnk),  bestimm- 

ten Ebene  liegen,  übrigens  aber  gegen  .diese  Ebene  eine  .ganz 
gleiche  Lage  haben.  ' Lm  also  die  Luge,  des  gesuchten  Punktes 
mittelst  des  Obigen  vollkommen  bestimmen  zu  können,  muss 
■man  aus  andern  Gründen  wissen , auf  welcher  Seite  der  durch  die 
drei  gegebenen  Punkte  (m/tk),  (äWjWjX?,),  bestimmten 

Ebene  derselbe  liegt. 


Die  in  1.  aufgelöste  Aufgabe,  in  Verbindung  mit  dem  in  2.  ge- 
lösten Problem,  würde  sehr  geeignet  sein,  mit  Hülfe  dreier  ihrer 
Lage  nach  bekannter 'Punkte  im>  Raume  die  Luge  eines  vierten 
Punktes  im  Raume  zu  bestimmen,  wenn  zu  der  Lösung  derselben 
nicht,  wie  aus  1.  bekannt  ist,  eine  Gleichung  des  vierten  Grades 
erforderlich  wäre,  deren  Auflösung  schon  an  sich, weitläufig  ist, 
und  die  auch,  w^enn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  ist,  jederzeit 
entweder  zwei  oder  vier  Auflösungen  für  dieselbe  liefert.  Ständen 
diese  theoretischen  Schwierigkeiten  ®)  nicht  entgegen,  so  würde 
man,  wenn  z.  B.  auf  der  Spitze  eines  Berges  die  drei.  Winkel  ge- 
messen worden  wären,  weiche  von  den  von  derselben  nac^i  drei 
ihrer  I.<age  nach  bekannten  Punkten  im  Raume  gezogenen  Gesichts- 
linien eingeschlosscn  werden,  die  Lage  dieser  Bejgspitze  im  Raume, 
also  auch,  wenn  man  nur,  was  in  allen  Fällen  das  zwcckmässigste 
sein  dürfte,  eine  der  drei  Coordinatenebeneu  horizontal  angenom- 
men hat,  ihre  Höhe  in  Bezug  auf. diese  Horizontalebcne  bestimmen 

*)  Als  ein  der  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  im  Wege 

• stehendes  Hinderniss,  wenn  inan  nämlich  sehr  grosse  Genauigkeit  ver- 
langt, ist  in  praktischer  Beziehung  noch' die  Kefraction  zu  bemerken. 
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können.  Das  eigentliche  nach  Fothcnot  benannte  Problem  liefert 
nur  zwei  Coordinaten  Jies  gesuchten  Punktes,  und  kunn<  seiner  Na> 
tur  nach  nicht  mehr  liefern  unsere  oben  aufgelöste  Aufgabe  liefert 
dagegen  alle  drei  Coordinaten  des  gesuchten  Punktes,  welches  ein 
wesentlicher  Vorzug- derselben  vor  jenem  Problem  ist. 

Die  in  Rede  stehenden  theoretischen  Schwierigkeiten  scheinen 
es  aber  nothweodig  zu  machen,  dass  man,  wenn  man  die  in  1. 
aufgelöste  Aufgabe  in  der  Praxis  mit  Leichtigkeit  uiiwenden  will, 
einen  von  der  dort  gegebenen  allgemeinen  Auflösung  verschiedenen 
Weg  einschlägt,  den  wir  nun  noch  in  der  Kürze  andeuten  wollen. 

.Die  drei  gegebenen  Punkte  im  Raume  seien  wie  früher 
ßy  iind  0 sei  der  gesuchte  Punkt;  auch  sollen  überhauftt  die 
in  1.  eingeführten  Bezeichnungen  jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  be- 
hiiltcn,  uud  wir  wollen  nur  bloss  noch 

LBAO  = <p,  LCAOz=^<p'  . 

. . LCBOr=zipy  LABOz='i^'  • • 


LACO=x,  LBCO  = x' 


setzen;  so  ist ‘offenbar 

31. 

1/#'  = 180®  Y'y 

und 


32.  iBO 


b sin  / _ 

C sin  xf.» 

_sin  ß “ 

“ sin  / ’ 

c sin  (f>  _ 

_ a sin  X 

sin  / sin  a 

a sin 

b sin  (/>' 

sin  ci  , sin  ß 

also  wegen  31. 


a sin  xp  b sin  {ß  •+•/) 


33. 


sin  a 

sin  ß. 

} 

\b  sin"/ 

^ c sin  (/  -f- 

¥') 

1 sin  ß 

sin  Y 

c sin  ff 

a sin  (a  -h 

V') 

sin  / 

sin  (c 

Man  messe  nun  ausser  den  drei  Winkeln  a,  /?,  / jederzeit  ent- 
weder  noch  einen  der  drei  Winkel  y,  ipy  x einen  der  drei 

Winkel  welcher  gerade  die  sicherste  und  bequemste  Mes- 

sung gestattet."  Weil  jedoch  vermöge  der  Gleichungen  31.,  wenn 
einer  der  drei  Winkel  i//',  / bekannt  ist,  immer  auch  einer  der 
drei  Winkel  y,  / bekannt  ist;  so  sind  wir  berechtigt,  bloss  die- 
sen letzten  Fall  in  Betrachtung  zu  ziehen,  und  woUeu  zugleich, 
um  die  Begrift’e  zu  flxiren,  annehmen,  dass  der  Winkel  y gemessen 
worden  sei.  Dann  kann  man  mittelst  der  aus  33.  und  einem  be- 
kannten Satze  der  ebenen  Trigonometrie  fliessenden  Ausdrücke 


Q t • • ^ ß ' / t \ 

34.  810^=7 — ^ sin  (y-hSP) 

ü sin  Y j / 


sin  ß sin  C 
sin  / sin  ii 


sin  (y-f-y) 


t 
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den  Winkel  x berechnen , wodurch  man  aber  für  x jederzeit  zwd 
sich  zu  180*^  ergänzende  Werthe  erhält,  und*  mittelst  der  Ausdrucke 


. 35. 


sin  'ip=z 


h sin  a 
a sin 


sin  (ß-+-x)  = 


sin  n sin  ß 
sin  ß sin  A 


sin  iß-^x) 


kann  man  ^ berechnen,  wodurcli  man  aber,  da  x ^wei  Werthe  hat, 
päenbar  im  Allgemeinen  vier  Werthe  von  überhaupt  also 
vier  Systeme  von  Werthen  der  Grossen  Xi  erhält.  Um  nun  zu 
entscheiden,  welches  dieser  vier  Systeme  man  zu  wählen  hat,  muss 
man  mittelst' der  Ausdrücke 


36.  sin  9> 


a sin  y 
c sin  it 


. , . . sin  y sin  . 

sin  (a  -4-  ^)  = ^ — : — y;  sin  (a  -+-  W) 

^ sin  « sm  C \ • 'Tj 


den  Winkel  (p  berechnen,  und' muss  untersuchen,  welches  der  in 
Rede  stehenden  vier  Systeme  von  Werthen  der  Grössen  x^  V' 
der,  wenigstens  so  nahe  als  möglich,  zu  dem  Werthe  von  9),  von 
welchem  mau  ausging,  zurücktübrt.  Auf  diese  Weise  erhalt  man 
Werthe  -von  9),  x^  welche  als  erste  Näherungswerthe  dieser 
Grössen  zu  betrachten  sind,  und  im  Folgenden  durch  (p,  tpy  x selbst 
bezeichnet  werden  sollen.  Bezeichnet  man  nun  die  wahren  Werthe 
der  Winkel 

BAO,  CßOy  ACO 

respective  durch 

9>-h</9),  xp-^dxf},  ;t 
und  setzt  der  Kürze  wegen 

a sin  y sin  y sin  A 

c sin  a sin  « sin  6’*  » 

b sin  a ____  sin  « sin 

a sin  ß sin  ß sin  A^ 

c sin  ß sin  ß sin  C 

b sin  y sin  y sin 

so  hat  man  nach  33.  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

sin  (9)  -+-  dip')  — y*  sin  (a  -f- 1/;  •+■  dip)  = 0, 

sin  (ip  4-  dtp)  — ff  sin  {ß-hx^  = ^> 

sin  {x-^^X)  — ^ s'“  (y 4- 9) 4- //9)}  = 0 ; 

d.  i.  nach  den  bekannten  Principien  der  DUferentialrechnung  die 
drei  Gleichungen  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  d^y^dtp,  dx  nis 
unbekannte  Grössen: 


!sin  9) — /*  sin  (ce  4- 4- cos  tpdg) — /*  cos  («4-^^)  dtf)  = 0, 

sin  ip  — ff  sin  (/54-J')  4- cos  y)dtp  — g cos  (ß'^x)  = 

sin  — h sin  (y  4- Sp)  4- cos  — h cos  (y4-SP)  d(p  = 0^ 

aus  denen  nun  d<p,  dtp,  dx  bestimmt  werden  müssen.  Mittelst  ge- 
wöhnlicher algebraischer  Elimination  und  einiger  leichten  goniome- 
Irischen  Transformationen  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

39.  A^=cos  9)  cos  tp  cos  x~~fs^*'  (/"+*!?) 

gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Correctionen  ^9),  dipy 
dx  die  folgenden  Ausdrücke:  ' _ 
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/ — iV^p=8io  5p  cos  ift  cos  ;|f— /'.sin  a cos  X'~'fS  **“  ß («-4-^) 

— cos  («H-V')  cos  (ß-^x)  sin  (/-f-9), 
— JV(l^zz=cos  9 sin  9 cos  ;^-rg*  sin  /S  cos  <p — g/i  sin  y cos  (iS-|~;|f) 

—fgh  sin  (a-f-ip)  cos  {ß-^x)  cos  (y-f-y), 
— JVäx=co8  9 cos  9 sin  x — ^ s>o  cos  9 — sin  a cos  (y+9) 

f 

' . — cos  («-H9)  sin  (/J-H)  cos  (r-\-y>). 

Hat  man  aber  z.  B.  dy>  mittelst  des  ersten  dieser  drei  Aasdrücke 
gefunden,  so  kann  man  dtp  und  dx  auch  leicht  mittelst  der  folgen- 
den  aus  den  (ileichungen  38.  sich  unmittelbar  ergebenden  Aus- 
drücke finden : 


41. 


sin  9 — y*  sin  (a  -1-  9)  -h  cos  qd(f, 

/cos  («-H9) 


dx=^  — 


sinjif — h sin  (y-f-y) — h cos  (y-4-y)  dtp 
cos  X 


Wie  man  auf  dieselbe  Art,  wie  man  vorher  von  den  Näherungs- 
werthen  9,  9,  x den  neuen -Näherungswertben  y)-^d^j  9+«9, 
X~\-dx  gelangte,  -von  diesen  Näherungswertben  wieder  zu  neuen 
Näherungswertben  übergehen,  und  aut  diese  Art  überhaupt  immer 
weiter  fortschreiten  kann,  bedarf  hier  keiner  besondern  Erläuterung. 
Bemerken  wollen  wir  jedoch  noch,  dass  die  obigen  Formeln  die 
Correctionen  //y,  r/9,  i/x  natürlich  in  Theilen  des  Halbmessers,  wel- 
cher bekanntlich  immer  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,  ausge- 
drückt liefern.  . Will  man  aber  diese  Correctionen  in  Secuud^en 
unsdrücken,  so  dienen  dazu  die  folgenden  leicht  verständlichen 
Iformela:  , 

oder  206264,8  . <&>, 

iSm  1 5 


42. 


oder  206264,8  . dtp, 

isin  1 ’ 

dx 


. oder  206264,8  . </y. 
sin  1 j A - 

Hat  man  auf  die  vorhergehende  Art  die  Winkel 

BAO,  CBO,  ACO 

gefunden;  so  erhält  man  die  Entfernungen  AO^  BO,  CO  mittelst 
der  Formeln  • 


43. 


sin  ß 

sin  y ’ 

c sin  BAO 

a sin  {a-+-CBO) 

sin  y 

^ sin  a , ’ 

a sin  CBO 

h sin  iß-\-ACO) 

sin  « 

sin  ß 

und  kann  dann  ferner,  wenn  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B,  C 
gegeben  sind,,  die  Coordinaten  des  Punktes  0 mittelst  der  in  2. 
entwickelten  Formeln  berechnen. 

Will  man  unsere  Aufgabe  bei  geodätischen  Messungen  in  An- 
wendung bringen,  so  muss  man  natürlich  mit  einem  Instrumente 
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versehen  sein,  welches,  wie  z;  B.  der  Spiegelsextant,'  der  Spiegel- 
kreis,  und  insbesondere  der  Bordaische  Kreis,  die  Messung  der 
Winkel  in  allen  Lagen  derselben  gegen  den'  Horizont  gestattet. 

Ein  gewöhnlicher  ‘Theodolit,  mit  welchem  sich  bekanntlich  bloss  « 
die  horizontalen  Projcctionen  der  Winkel  messen  lassen , ist  dage- 
gen, zu  dem  in  Rede  stehenden  Gebrauche  nicht  geeignet,  -wohl 
aber  zur  Anwendung  der  gewöhnlichen  Pothenotschen  Aufgabe,  für 
welche  u.  A.  in  No.  XIV.  S.  92.  eine  Auflösung  gegeben  worden 
ist.  hinreichend.  ^ * 


XXXVI. 

Untersnclningen  über  Projectionen  und  neuere 

Geometrie.  . 

Von 

' Herrn  O.  Schlömilcli 

, zu  Weimar. 


1. 

Die  pers pecti vische  Projection  in  ihrer  einfachsten  Ge- 
stalt entsteht  bekanntlich  dadurch,  dass  man  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Ebenen  MOy  A/Ö». die  wir  kurz  (;£^)'und  (<?)  nennen,  an- 
uimmt  und  von  allen  Gebilden^  der  Ebene  {E)  nach  einem  Pro- 
jectionspunkt  P Gerade  (Strahlen)  zieht,  welche  (e)  in  entspreclieii- 
den  Punkten  durchschneiden,  die  in  ihrer  Vereinigung  die  Projection 
- des  primitiven.  Gebildes  ahgehen.  Wir  wollen  nun  in  dem  Folgen- 
den die  Gebilde  in  E und  von  denen  das  letztere  die  Projection 
des  ersteren  ist,  entsprechende  Gebilde  nennen. 

Zuerst  ist  klar,  dass  die  Projection  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade  sein^wird,  dass  es,  also  für  die  Bestimmung  der  Lage  der 
Projection  hinreicht,  wenn  man  zwei  Punkte  der  primitiven  Geraden 
projicirt.  Ist  nun  ß/iV  (Taf.  III.  Fig.  1.)  der  Durchschnitt  der  Ebe- 
nen {E)  und  {e)  und  darin  C der  Punkt,  in  wel'cliem  MM  von  der 
zu  projicirenden  Geraden  CT  in  {E)  geschnitten  wird,  so  fallen  in 
' C die  einander  entsprechenden  Punkte  zusammen,  oder  C ist  die 
Projection  seiner  selbst.  — Ferner  ist  klar,  dass,  je  weiter  man 
die  Gerade  CT  verlängert,  der  Projectionsstrahl  PT  sich  succes- 
sive  der  Lage  Pt  |]  CT  nähern  wird.  Lassen  wir  also  T sich 
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unetidUcli  weit 'von  -ilfy  entfefnen,  so  geht  der  Projectionsstrahl 
/*T  ganz  in  die  Lage  Pt  |]  CT  über,  und- es  ist  dann  t die  Pro«' 
jection'  des  unendlich  entfernten  Punktes  T und  die  begränztc 
Gerade  Ct  die  der' uubegränzten  CT.  Die  Bestimmung  des- 
'Punktes  ^'hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  mehr,  da  die  kbene 
Pbt  1 1 der  Ebene  {E)  mithin  auch  ot  | j MX  und  wie  vorher  Ot  j | CTv^t. 

Man  bemerkt  aber  leicht,  dass  diese  Bestimmung  des  Punktes 
^.gar  nicht  von  der  Lage  des  Punktes  ^'in  MN  iü>bän^t,  dass 
also  für  eine  Gerade  C^T'  ||  f^T  'ganz  dieselbe.  Construktion  gilt, 
und“  also  Ct  die  Projection  von  CT*  ist.  Daraus  -ergiebt  sich 
der  Satz 

,>Einem  Systeme  paralleler  Geraden  in  (E)  ent- 
spricht ein  Strahlbüschel  in  (e).“ 

Wenn 'sich  der  WinkeTTbfC'T  ändert,  wird  offenbar'/  sich  auf 
der  Gnaden  ot  |)  MN  bewegen;  also: 

,, Die  Mittelpunkte  aller  Strahlbüschel,  welche  ver- 
schiedenen^Systemen'  paralleler  Geraden  entspre- 
chen, liegen  in  einer  Geraden.*^ 

Unter  den  verschiedenen  Werthen,  die  der  Winkel.  MCT 
nnnehmen  kann,  sind  besonders  zwei  hervorzbheben. ''  Ist  nämlich. 

MCT-=z  so  fällt  t mit  o zusammen;  ist  aber  {^MCT=z\R, 
so  wird  ot=i'Po  und  also  schon  bekannt,  weil  die  Entfernung  des 
Projectionspunktes  gegeben  ist.  Daraus  ergiebt  sich  leicht  ein 
Verfahren,  um  die  Projection  jedes  beliebigen  Punktes  J^.  aufzufin- - 
den  Taf.  III.  Fig.  2.  ®).  Denn  fällen  wir  das  Perpendikel  HJ  und 
machen  HK-=i  HJ^  so  lässt  sich  J als  Durchscunitt  zweier  Ge- 
raden betrachten,  von  denen  die  eine  ilLV  unter  einem  rechten,  die 
andere  unter  einem  halben  rechten  Winkel  schneidet.  Ist  ot  wie- 
der die  Entfernung  des  Projectionspunktes  von  {e)y  so  ist  Ho  die 
Pr(^ection  der  unbestimmt  verlängerten  Zf«/,  kt  die  von  KJ  also 
der  Durchschnitt  i die  ^ Projection  von  J.. 

**  Man  kann  aber  auch  von  der  Ebene  (e)  ausgehen,  sich  die  Ge- 
bilde derselben  als  gegeben  denken  und  von  ihnen  auf  die  der 
Ebene'(Z^)  zurückschliessen,  indem  man  über’o/  einen  Projections- 
punkt  denkt,  durch  welchen  umgekehrt  die  Gebilde  in  (E)  ent- 
stehen. Dann  bat  man  folgenden  Satz:. 

,, Allen  Strahlbüscheln  in  (e),  deren'  Mittelpunkte 
in  einer  Geraden  (ot)  liefen,  entsprechen  in  (E) 

■ gleich  viele  Systeme  paralleler  Geraden.“ 

• Aus  diesem  und  dem  ^ ihm  analogen  Satze  in  (1)  lassen  sich 
nun  für  eine  Menge  von  Sätzen  aus  der  Situätionsgeometrie  die 
. einfachsten  Beweise  herleiten,  wofür  nun  einige  Beispiele  dienen 
sollen.  _ * 

Sei  Taf.  111.  Fig.  6.  epf  ein  beliebiger  Winkel  und  ausser  ihm 
ein  Punkt  fj  angenommen,  von  welchem  aus  durch  jenen  Winkel 
beliebig  viele  Strahlen  aq^  hq^  cq  . . gezogen  sind.  Zieht  man  in 
den  so  entstandenen  Vierecken  die  Diagonalen,  so  liegen  die 
Durchschnitte  derselben  mit  p in  einer  Geraden. 


•)  Die  Figur  stellt  Alles  in'  einer  Ebene  dar , so  dass  inan  sich  (J5)  um 
■ MN  als  Axe ‘gedreht  denken  kann,  bis  sie  mit  (e)  zusamiuenfällt.' 
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Denn  nehmen  wir  die  Gerade 7^7  als  die  Gerade  ot  in  Taf.  ilK 
Fijf.  1.  an,  so  entsprechen  dem  Winkel  cpf  zwei  Parallelen  AC^ 
DF^  den  Strahlen  «y,  bq^  cq . . die  Parallelen  AD^  BE^  CF . . . . 
Folglich  sind  die  entsprechenden  Vierecke  Parallelogramme.  Die 
Durchschnitte  M'  der  Diagonalen'  in  denselben  liegen  aber 
nach  sehr  bekannten  Sätzen  in  einer  Geraden,,  welche  zugleich 
II  ^6*  und  ist.  Folglich  müssen  nach  (1)  die  Projectionen 
von  M\  . . ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen,  welche  auch 
durch  p geht,  w.  z.  b.  w. 

Von  diesem  Satze  lassen  sich  bekanntlich  viele  fruchtbare  An* 
Wendungen  machen,  die  wie  hier  Ubergehen  müssen. 

3.  . 

Taf.in.  Fig,*4.  Wenn  die  drei  Geraden  aa\  bb\  cc',' welche  die 
Spitzen  zweier  Dreiecke  mit  ‘einander  verbinden,  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  so  liegen  die  drei  Durchschnitte  p,  q^  r der  ver* 
längerten  gleichnamigen  Seiten,  ab  und  afb'j  ac  und  bc  und 
^V,  in  einer  Geraden.  « 

Nehmen  wir  die  Gerade  pq  als  die  Linie  otin  Taf.  111.  Flg.-l.  an, 
ao  entspricht  dem  StrahlbUschel  am^  bm^  cm  ein  anderer  AM^  Bßd^ 
CM^  in  weichem  AB  1 1 A'B\  AC  M A'C’,  Nun  folgt  daraus  nach 
bekannten  Figenschuften  ähnlicher  Dreiecke  BC  ||  B’C\  also  ent- 
sprechen diesen  Geraden  zwei  andere  bc^  b’dy  deren  Durchschnitt 
mit  auf  pq  liegt.  • . 

4. 

Taf.  111.  Fig.^  5.  ln  einem  Dreiecke  LMNO  ist  die  Grundlinie 
EN  in  M halbirt,  der  Strahl  MO  und  noch  OQ,  \\^MN  gezogen; 
der  so  entstandene  Strahlbüschel  heisst  bekanntlich  ein  harmoni- 
scher und  es  giebt  darüber  die  beiden  Sätze: 

„Jede  Gerade,  die  einen  harmonischen  Strahlbü- 
schel schneidet,  wird  von  demselben^  harmonisch 
getheilt;“ 
und 

„Jeder  Strahlbüschel,  dessen  Strahlen  durch  die 
harmonischen  Theilpunkte  einer  Geraden  gehen, 
ist  ein  harmonischer.^^  < , 

Nach  dem  ersteren  Satze  werden  also  abcd  und  ABCD  harmo> 
nisch  getlicilt  sein.  Nun  kann  man  sich  aber  diese  beiden  Geraden 
in  ganz  beliebigen  verschiedenen  Fbenen  und  O als  Projections- 
punkt  dazu  denken;  dann  hat  man  den  Satz,  dass  die  perspectivi- 
, sehe  Projection  einer  Harmonischen  wieder  eine  Harmonische  ist; 
oder: 

,, Einer  harmonisch  getheilten  Geraden  entspricht 
jederzeit  wieder  eine  Harmonische.^^ 

Daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  über  den  beiden  entsprechenden 
Uannoniseben  Strahlbüschel  construirt  und  den  einen  als  Projection 
des  andern  betrachtet,  leicht  der  analoge  Satz: 

■ ,, Einem  harmonischen  Strahlbüschel  entspri cht  je- 

derzeit wieder  ein  harmonischer  Strahl büsch el.'" 

Diese  einfachen  Sätze  werden»  die  Quelle  sehr  fruchtbarer  Un- 
tersuchungen, von  denen  wir  einige  andeuten  wollen. 

Taf.  111.  Fig.  0.  Es  sei  abcd  ein  Viereck,  dessen  Gegenseiten 
sich  in  m und  n schneiden.  Wir  betrachten  die  Gerade  mit  als  die 
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Linie  ot  in  Taf.  IlLFig.l.,  so  dass  den  Strahlen  am^  cm  die  Parallelen 
AM^  CMi  ebenso  an^  • cn  die  Parallelen  AN,  CN  entsprechen. 
Dem  Viereck  ‘ entspricht  also  das  Parallelogramm  AB  CI), 

Da  sich  nun  die  Diagonalen  AC,  BD  desselben  baibiren,  so  könt 
nen  wir  die  ünendlich  verlängerten  AP,  BQ,  harmonisch  getbeilt 
nennen,  und  folglich  sind  es  auch  die  Diagonalen  an,  bq.  Ziehen 
wir  JF  II  CD,  JG  ||  BC,  so  läuft  FG  M DQ  und  wird  von 
yC'  halbirt,  Folglich  ist  der  Strahlbüschel  JN,  JP,  JM,  JQ  ein 
harmonischer,  also  ist  es  auch  der  entsprechende  in,  im,  ip,  iq, 
und  daher  muss  auch  mq  harmonisch  getbeilt  sein.  Nennt  man  die 
Figur  in  {e)  ein  vollständiges  Viereck  und  ap,  bq,  mq  die 
Diagonalen  desselben,  so  hat  man  den  bekannten  Satz: 

„Die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks 
theilen  einander  harmonisch,** 
woraus  sich  noch  eine  Menge.  Folgerungen  ziehen  lässt. 

Taf.  111.  Fig.  7.  Bekanntlich  nennt  man  die  Durchschnitte  der 
äusseren  und  inneren  Tangenten  zweier  ausser  einander  liegenden 
Kreise  den  äusseren  untiinneren  Aehnlicbkeitspunkt  jener 
Kreise. 

Nun  kann  man  aber  dieses  Gebilde  als  Projection  eines  Cylin- 
ders  anseben,  wenn  man  den  Projectionspunkt  irgend  wo  in  dem 
durch  a auf  der,  Ebene  der  Zeichnung  errichteten  Perpendikel  und 
die  Projectionsebene  {e)  parallel  den  Ebenen  jener  Kreise  annimmt. 
Vergleichen  wir  nun  unsere  Figur  mit  der  daneben  gestellten  cor« 
respondirenden,  so  ergiebt  sich  gleich,  dass  M,  J,  N und  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  .^harmonisch  liegen,  also  ist  dicss  auch 
links  der  Fall;  oder: 

,,Die  Mittelpunkte  beider  Kreise . liegen  mit  den 
Aehnlichkeitspuukten  harmonisch.** 

Taf.  111.  Fig.  8,  Projiciren  wir  ein  System  dreier  Cylinder  von 
gleichen  Grundflächen, , so  entsteht  ein  System  von  drei  ungleichen 
Kreisen  (da  die  Grundflächen  jener  Cylinder  ungleich  weit  von  der 
ihnen  parallelen  Projectionsebene  entferntsind)  z\i  welchen  drei  äussere 
und  ebensoviel  innere  Aebniiehkeitspunkte  gehören.  Da  nun  links 
alle  äusseren  Tangenten  einander  parallel  sind,  so  liegen  rechts 
die  Durchschnitte  derselben  in  einer  Geraden,  (welche  die'  Gerade 
ot  in  Tuf.  III.  Fig.  1.  ist);  oder: 

,,Die  äusseren  Aebniiehkeitspunkte  dreier  Kreise 
liegen  in  einer  Geraden,**  ' . 

Betrachten  wir  links  die  inneren  Aebniiehkeitspunkte  J,,  J„ 
so  erhellt  gleich,  dass  die  Gerade  J,  1 1 den  äusseren  Tangen- 
ten an  M und  B läuft.  Dies  giebt  für  die  Figur  rechts  sogleich 
den  5atz: 

,, Jeder  der  drei  äusseren  Aebniiehkeitspunkte 
liegt  mit  zwei  inneren  in  einer  Geraden.** 

Also  giebt^es  im  Ganzen  vier  Aehnlichkeitsstrahlen. 

ö. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Kegelschnitte,  und 
zwar  ist  gerade  hier  die  Untersuchung  mittelst  projectivischer 
Eigcuschafteu  die  zweckmässlgste,  da  der  Kegelschnitt  seiner  Ent- 
stehung nach  nichts  anders  als  die  pcrspectiviscbc  Projection  eines 
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Kreises  ist.  ‘ Wir  nehmen  wie  bisher' immer  den  einfachsten  Fall 
an,  dass  die  Projections«  (hier  die  Schnitt«'^  ebene  senkrecht  auf 
(der  Basisebene)  stehe,  da  sich  hierauf  jeder  andere  Fall  leicht 
acduzit*0n  lässt* 

Taf.  111.  Fiff.  9.  Hier  gewinnt  nun  die  Gerade  o#  Taf.  III.  Fig.  1., 
welche  schon  bisher  die  bedeutendste  Rolle  spielte  eine  ganz  be- 
sondere Wichtigkeit 'und  wir  werden  sie  daher  künftig  die  Polare 
des  Kegelschnitts  nennen.  Sei  nun  k ein  beliebiger  Kegelschnitt, 
den  .wir  als  Projection  eines  Kreises  K ansehen,  ot-  die  Polate 
(auf’  der  sich  also  die  Projectionen  aller  Geraden  schneiden,  die 
in  (E)  Parallelen  sind)  und  m die  Projection  des  Kreismittelpunkts, 
die  wir  den  Pol'  des  Kegelschnitts  nennen,  so  ist  klar^  dass  jede 
Gerade,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K gebt,  von  it/nnd 
dem  Kreise  haibirt,  d.  h.  sammt  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
harmonisch  getberlt  wird.  Also  wird  jede  Gerade,  welche 
durch  den  Pol  des  Kegelschnitts  geht,  vom  Pol,  der 
Curve  und  der  Polare  harmonisch  getheilt.  Ziehen  wir 
ferner  irgend  einen  Durchmesser  ^/f  'des  Kreises  und  legen  Tan- 
genten an  A und  so  laufen  diese  einander  jederzeit  parallel.' 
Nun  entsprechen:  dem  Durchmesser:  eine  durch  den  Pol  gehende 
Gerade,  welche  Berührungssehne  heissen  mag,  den  parallelen 
Tangenten  um  'Kreise:  zwei  Tangenten  am  Kegelschnitt,  deren 
Durchschnitt,  ,,das  Berührungscentrum, aut  der  Polare  liegt; 
Wie  sich  nun  auch  AB  um  M drehen  mag,  so  bleiben  doch  oie 
Tangenten  an  A und  B Parallelen,  d.  li.  wenn  sich  die  Berüh- 
rungssghne  um  den  Pol  dreht,  so  durchläuft  das  Berührungscen- 
trum die  Polare;  oder:  ' 

,,Die  Polare  ist  der  Ort  aller  Berührungscen tra, 
deren  Berührungssebnen  durch  den  Pol  gehen, 
und  auch  umgekehrt  . .. 

,,Der  Pöl  istderPunkt,  durch  den  alle  Berührungs- 
' sehnen  gehen,  deren  Berührungscentra  auf  der 
Polare  liegen.“ 

Daraus  lassen  sich  leicht  die  Auflösungen  der  Aufgaben  ableiten: 

„Den  Pol  zu  finden,  wenn  die  Polare  gegeben  ist,“ 

,,Die  Polare  zu  linden,  wenn  der  Pol  gegeben  ist.“ 

7. 

\ 

In  dem  Vorigen  wurde  das  Ziehen  von  Tangenten  an  den  Ke- 
gelschnitt verlangt,  aber  es  ist  ^noch-  nicht  gezeigt  worden,  auf 
welche  Weise  diess  geschieht,  und  deshalb  geben  wir  folgende 
Construktion  dazu: 

Taf.  III.  Fig.  10.  Wenn  vom  Punkte  p an  den  Kegelschnitt 
k Tangenten  gelegt  werden  sollen,  so  ziehe  man  beliebig  zwei 
Strahlen  ap^  bp^  die  den  Kegelschnitt  noch  in  c und  d schneiden' 
werden.  Dann  ziehe  man  cd,  die  sich  in  f,  ad,  bc  die  sich  in 
^ schneiden  und  die  Gerade  Diese -schneidet  den  Kegelschnitt 
/in  zwei  Punkten  u,  v,  welche  die  Berührungspunkte  der,  von  p , 
aus  zu  legenden  Tangenten  sind. 

Denn  man  nehme  p als  Punkt  einer  beliebigen  Polare  und  k 
als  Projection  eines  Kreises  K an,  so  entspreimen  den  Strahlen 
ac,  bd  zwei  Parallelen  AC,  BD.  Nun  ist  aber  klar,  dass  durch 
die  Construktion  in  {E),  U und  V die  Berührungspunkte  von  Tan* 
genten  sind,  welche  6^  1 1 BD  laufen.  Also  entsprechen  ihnen 
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^ t 

in  (e)  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  durch  p gehen, 
w.  z,  b.  w.  ^ " 

Es  hut  nun  auch  die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe:  durch 
zwei  gegebene  Punkte  eines  Kegelschnitts  an  densc^cu  Tangenten 
zu  ziehen  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  weshail  wir  sie  über* 
gehen. 

8. 

‘‘‘  Die  Durchschnitte  der^  drei  Paar  Gegenseiten  jedes, 
einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechsecks  liegen 
iiieincrGcraden.  ‘ 

Taf.  111.  Fig.  11.  ahcilef  sei  das  Sechseck  (Sehhensechs- 
cck),  />,  q mögen  die  Durchschnitte  von  den  zwei  Paar  Gegensei- 
ten af^  cd  und  bc^  ef  heissen.  Nimmt  man  pq  als  Polare  und  den 
Kegelschnitt  als  Projection  eines  Kreises  an,  so  entsprechen  jenen 
zwei  Paaren  die  Sehnen  AF  ||  CD  und  ßC\  \ EF,^  Aber  bekannt-' 
lieh  fassen  parallele  Sehnen  gleiche  Bogen  zwischen  sich,  also  ist, 
wenn  wir  die  Bogen  stets  rechts  herum  uennen: 

arc  AQz=hTc  DF 

\ 

arc  C'^==:arc  FB' 

also  durch  Addition  arc  (der^ grössere  dieses  Namens)  = arc  DB 
(ebenso).  Ziehen  wir,  beide  vom  Kreisumfang  ab,  so  bleibt 
arc  AE=:aTc  BD,  woraus  AB  ||  DE  folgt. 

; ■ Also  liegt  der  Durchschnitt  r von  ab  uud  de^  mit  auf  der.  Po- 
lare d.  h.  in  einer  Geraden  mit  p und *7. 

Der  Satz  gilt  auch  umgekehrt,  was  sich  apagogisch  sehr  leicht 
zeigen  lässt. 

In  jedem,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs- 
ecke schneiden  sich  die  Diagonalen,  welche  zwei  Ge- 
genecken, verb  in  den  in  einem  Punkte. 

Taf.  111.  Fig.  12v  abedef  sei  dieses  Sechseck  (Tangenten- 
sechseck),  ad,  be,  cf  jene  Diagonalen  (Hauptdiagonalen). 
Man  nehme  den  Durchschnitt  m der  ersten  beiden  als  Pol  des  Ke- 
gelschnitts und  diesen  als  Projection  eines  Kreises  an,  so  entspricht 
dem  Pol  m der  Mittelpunkt  M und  jenem  Sechseck  ein  anderes, 
dessen  beide  ersten  Hauptdiagonalen  durch  den  Mittelpunkt  des 
eingeschriebenen' Kreises  gehen.' 

Fs  ist  nun  bloss 'zu  zeigen,  dass  auch  die  3te  Hauutdiagonale 
C/' durch  A/geht,  was  sehr  leicht  (namentlich  apagogisch)  geschieht. 
Daraus  folgt  denn,  dass  cf  durch  m geht. 

. , Auch  dieser  Satz  gilt  umgekehrt. 

. Diese  beiden  Sätze  bilden  bekanntlich  • die  Grundlage  für  die 
Theorie  .der  Reciprocität  hei  den  Kegelschnitten,  indem  man  die 
Punkte  der  Gebilde  in  dem  m einen  Kegelschnitt  als  BerUhrungscentra 
für  einen  zweiten  Kegelschnitt  ausiclit,  w.odnrch  dann:  ein  bekann- 
tes iCorrelationssystcm  entsteht^  dessen  Ausführung  hier  aber 
weit  führen  würde.“  , • • 

Lässt  man^  in  den  beiden  vorigen  Sätzen  eine  Seile  ver- 
schwinden und  zur  Tangente  werden,  so  gelangt  inan  zu  bekann- 
ten Sätzen  vom  Fünfeck,  und  ebenso  vom  Viereck  und  Dreieck,  die 
sich  natürlich  auch,  leicht  besonders  beweisen  lassen.  . ’ - ' 
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9. 

Es  kann  endlich  noch  die  Frage  aufgeworfen  werden,  \ne  man, 
wenn  der  Kegelschnitt  und  der  Pol  oder  die  Polare  gegeben  ist, 
die  Lage  des  l^jectionspunktes  P(Taf.  III.  Fig.L)  d.h.die  Spitze  des 
Kegels  6ndet,  ^er  dann  die  Eigenschaft  hat,  dass  er  von  der  Ebene 
{£}  in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  was  allerdings  zur  Vervoll- 
ständigung dieser  Anwendung  der  Projectionen  durchaus  nötbig  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  jederzeit  bestimmt  und  nach  dem  früher  über 
Pole  und  Polaren,  Berührungscentra  und  Berührungssehnen  Gesag- 
ten ' sehr  leicht  zu  lösen,  wenn  mau  die  in  (1)  geführte  Ünter- 
sucbung  über  die  Lage  von  o und  t dabei  zu  Hülfe  nimmt.  Indess 
würde  diess  die  Gränzen  dieses  Aufsatzes  unnöthigerweise  über- 
schreiten, da  ich  ohnediess  diesen  Gegenstand  austüiirlich  noch  be- 
sonders behandeln  werde. 


XXXVII. 

Neue  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  von 

Herrn  J.  Cockle. 

Aus  Cambridge  Mathematical  Journal  No.  XII.  (Mai,  1841). 

Vol.  II.  p.  248.  frei  übersetzt  von 

dem  Herausgeber. 

//  

Jede  cubische  Gleichung  kann  auf  die  Form 
o?*  “I-  aa;*  -f-  öa:  •+-  c =s  0 

gebracht  werden. 

Zuerst  wollen  wir  den  speciellen  Fall  betrachten,  wenn  zwi- 
schen den  Coeflicienten  a,  6,  c die  Gleichung  %ac’=zh^  Statt  fin- 
det Bringt  man  in  diesem  Falle  die  Gleichung  auf  die  Form 

und  multiplicirt  auf  beiden  Selten  mit  3^^,  so  erhält  man 
— •\-ZahCi 

4 

nnd  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  also  '^ahc:=:h^  ist, 

— Zaha:^  = 3«*ar*  . ü -f-  Zax  . -+-  ä*. 

Addirt  mau  jetzt  auf  beiden  Seiten  so  erhält  man 
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«(»* — 3^)^*  =«*.■*?* , h'^%aa:  , 

und  folglich,  wenn  man  aul*  beiden  Seiten  die  Cubikwurzel  aus- 
zieht, 

* , ' » ' 

x\/  a(a*  — 3^)  = ax 

also  ' ' • 


b 


«(«*  — 3Ä)  — a ' 

. Wenn  ferner  die  Gleichung  %acz=zlP-  nicht  Statt  findet,  so 
setze  man  y-\~%  für  wodurch  die  gegebene  Gleichung 

x^  H-  ax^  -f-  4-  c = 0 

die  folgende  Form  erhält: 

y’  -h  (3*  -+-  ä)y*  -f-  (3ä*  2«ä  -+-  i)y  H-  ä*  •+•  a%^ 4-  4- c—  0, 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


= 3as  4“ 

i&=  3ä*  4“  4" 

\ * 

Czzr  » * 4- aJ5*  4- Ä35 c 

gesetzt  wird,  die  Form 

y * 4-  Afß  4“  By  4-^=0.  * 

Soll  nun  diese  letztere  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden  auflös-' 
har  sein,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Gleichung 

ZACz=zB^, 

d.  i.  die  Gleichung 

3(3»  4-  «)  (**  4“  fl'Ä*  4“  4~  c)  = (3»*  4-  2az  4- 

erfüllt  ist,  und  aus  dieser  letztem  Gleichung  muss  also  die* Grösse 
» bestimmt  werden.  Entwickelt  man  dieselbe  gehörig,  so  flndet 
man,  dass  ,die  z*  und  z*  enthaltenden  Glieder  sich  gegenseitig 
aufbehen,  und  die  Gleichung  daher  eine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  ist,  die  man  leicht  auf  die  Form 


oder 


(a*  — 3b)z*  4-  — • de)»  4-  = 0 


»*  4- 


ab  — 9c 
a^  — U 


I 

»4- 


b^  — Zac 
a^-^Zb  — 


bringt.  Bestimmt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  » auf  gewöhn- 
liche Weise,  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  ferner  y mittelst  der 
Formel 

B 

y=  s ""  — — » , ‘ 

— 3Zf)~  J 

wo  für  C ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  zu  setzen 

sind,  und  x ergiebt  sich  endlich  mittelst  der  Formel  , 


.r=:y-+-» 


B 

8 

— 3/f)— ^ 


4“ 


I 
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Führt  man  für  B,  C ihre  obigen  Wcrthe  wirklich  ein,-,  so  er- 
sieht sich  nach  leichter  tiechou'ng  für  a:  der  Ausdruck  .. 


OT 


3s* 


2/zs 


• ‘ (a*  — 3Ä)  (3s  4-  a)  — (3s  -+•  a) 

wo  nach  dem  Obigen  s aus  der  quadratischen"  Gleichung 


ah  — 9c 


iÄ*  — 3«c 


= 0 


a^  — U 

zu  bestimmen  ist.  Den  Ausdruck  von  s kann  man  auch  unter  der 
Form 

(3s-4-  <f)s  -f-  /ZS  -I-  ^ 


x.i 


s 


' y («*  — 3Ä)  (3s -ha)  — (3s -+- a) 

darstellen.  , 

Ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  z.  B.  ^ 
a:* — r^Qa:  — 3 = 0, 

so  ist  Bare  = 36  = ^*,  und  folglich  nach  dem  Obigen 

' h ' ■ 6 


a: 


3 , 3 

y fl(a*  — Zb)  — a y^-hA 


' . Berücksichtigt  man  nun  jetzt  bloss  den  reellen  Werth  von 

3 

k/8,  nämlich  2,  so  erhält  man  a:=:l.  Die  beiden  imaginären 

3 

Werthe,  welche  I/'S  noch  hat, -würden  für  a:  noch  zwei  imaginäre 
Werthe  liefern.  ’ ' , 

Ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  ferner.  , ^ 

-+- 17-3^  — 14  = 0, 

wo  nicht  3<7C  = ^?  ist,  so  ist  die  quadratische  Gleichung,  aus  wel- 
cher s bestimmt  werden  muss,  folgende: 

2'  7 5 

.*'‘—2*  = — 2-, 

5 

Diese  Gleichung  hat  die  beiden  reellen  Wurzeln  1 und  /Setzt 
man  s = l,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Obigen 

, a:  = - j , 

y 8 “f“  4 ' . ' ' . 

und  folglich,  wenn  man  jetzt  wieder  bloss  den  reellen  Werth*2vo» 

’ 3 • ' ’ 

\/8  berücksichtigt,  .zr  = 2.  Die  beiden  imaginären  Werthe,  wel- 

3 <*  _ 

che  k^8  noch  haben  kann,  liefern  für  a:  natürlich  noch  zwei  ima- 

5 

ginäre  Werthe.  Dass  man  auch  x = -^  setzen  könnte,  versteht 

sich  von  selbst;  natürlich  würde  aber  dieser  Werth  von  z zu  den- 
selben Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichung  führen  wie  der 
vorhergehende  Werth  von  x. 

Weitere  Betrachtungen  über  den  Fallj  wenn  die  quadratische 
Gleichung,  aus  weicher  die  Grösse  ;s  bestimmt  werden  muss,  zwei 
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imaginäre  Wnrzeln  hat , ' überlassen  wir  dem  Leser,  da  dieselben 
keioe  Schwierigkeiten  haben,  und  sich  leicht  mit  der  gewöhnlichen 
Theorie  der  Auflösung  der  cnbischen  Gleichungen  werden  in  Ver- 
bindung setzen  lassen.  < . 

Wenn  üns  auch  diese  neue  Auflösung  der  cubischen  Gleichun- 
gen des  Herrn  Cockle  vor  der  bekannten  Auflösung  des  Carda- 
nus keine  wesentlichen  Vorzüge  zu  haben,  und  die  Theorie  der 
. Gleichungen  des'  dritten  Grades  durch  dieselbe  nicht  eben  gefordert 
zu  werden  scheint,  so  verdiente  sie  doch  in  dem  Archive  aufbe- 
wahrt zu  werden.  , . , ' 


• . ?</ 


XXXVIII. 

Beiträge  zur  Entmckelüng  der  Integrale  in 

. Reiben. 

Von 

• ***** 

Herrn  N.  W.  Schulze, 

I . ' ’ I - 

Lehrer  der  Mathematik  zu  Rudolstadt  ..  v"  ’ 


Es  sei  ein  zu  integrirendes  Differenzial  vorerst  dieses: 

‘ dX  . ^ 

Man  füge  dem  Nenner  eine  identische  Gleichung  bei, 

p—p—0, 

dämlich:  r^=  (-1-:^.^) 

und  entwickele  nach  dem  Binomischen  Satze,  so  dass  p a:  in 

aufsteigenden- Potenzen  fortgeht,, so  ist 


i 1 


Man  integrire  und  nehme  p als  beständig,  also- 

2)  /*f_L+fc=£>  . 1 

. J ß Li-i-p  ^ . 

_ ar  px—^x"^  p^x—px^^x^ 

(1  •+•;>)*  *“ 

Es  kommt  nun  darauf  an,  so  zu  bestimmen,  dass  die  Reihe  schnpll 
, convergirt;  dies  würde  sich  ergeben*,  wenn  man  auf  einander  fol! 
gende  Glieder,  was  vom.2ten  an  geschehen  darf,  zusammen  = 0 
TheU  I.  , 17  ^ 
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setzte,  den  Werth  für  p suchte  und  selbigen  in  das  erste  Glied  und 
etwa  noch  in  die  übrigen  letzteren  substituirte.  Da  aber  durch  die 
höheren  Gleichungen  die  Rechnung  unbequem  würde,  so  setze  ich 
bloss  das  2te  Glied  =;0,  nämlich 

px  — ix^  ^ , , 

■,  =0,  also  p = l^.  , 

Setzt  man  in  2)  rechter  Hand  überall  ix  statt  py  dann  gestal- 
tet sich  die  Reihe  so^  dass  das  4te,  6te,  8te  ii.  s.  w.  Glied  auch 
= 0 sind,  und  wir  bekommen  nach  gehöriger  Abkürzung: 


[ 


X 


1 ' I 

also  eine  auf  anderm  Wege,  bereits  schon  gefundene  bekannte 
Reihe;  und  ist  die  (Jebereinstiinmung  des  Resultats  dieser  Methode 
mit  dem  anderer  für  dieses  Beispiel  nur  ein  besonderer  Fall, 
wie  wir  an  den  folgenden  sehen  werden. 

Es  sei  das  Differenzial  der  Kreisfläche  gegeben,  so  ist,  nach 
Beifügung  des  obigen  //, 

äx  X/^x  — x^zxzdx.xi . (2 — x)i  = [(2+//)  — (p-\-x)]i,xKdx; 
also 

4)  /[(2  -h  ;;)  — {p  -Ho:)]!,  . dx 


= f\x^  -{-p  — 


{px\  -f-  xl)  {p'^x\  -f-  ^pxi  + xi) 


2V/2h-^  S{2-i^p)[/i‘i-p 

(^pxi  -+-  fxi)  i^p-xi  -+-  fpxi  H- 


— . . .] . dx 


Setzt  man  wiederum  in  letzterer  Reihe  das  2re  Glied  = 0,  woraus 
erhalten  wird  p'=.  — und  substituirt  diesen  Werth  für  p in 
den  Ausdruck  des  Integrals  4),  so  wird  nach  gehöriger  Abkürzung 
erhalten:  i 


[Ä 


Xi)^dx\/^x  — or*  = 


2x 


29a:’ 


2x  — 3a: 

31/5 

X^Voo . \/5 


1 


35  315(10-30:)  ^ 924(10— So;)^  -J  * (iO-3.r)V/10— 3o: 

Für  xz=zl  erhält  man,  wenn  ud  das  Integral  bezeichnet, 
2X2,64575 


4-(^=0)- 


2,23606 


= 0,78881306  - 0’*»S30W  _ o,78539|56 

Diese  vier  Glieder  sind  demnach  hinreichend,  um  den  Flächeninhalt, 
des  Quadranten  für  den  Radius  z=  1 bis  zur  fünften  Decimalstelle 
genau  zu  geben. 

Es  sei  ferner  vorgelegt  das  sich  nicht  direct  integriren  las- 
sende Differenzial 


dx  \/x  -+•  2 \/x  = dx . ori  (2  -f- 
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so  ist  nach  dieser  Methode: 

I 

' 7)  fdac , [(2  ^)]1 

{^pxl  — f;gl)  |a:?) 

i 

Wird,  wie  g^ewöhnlich , das  zweite  Glied  annullirt,  so  ergiebt  sich 
/?  = 4^J,  und  durch  Substitution  desselben  in  7)  erhält  man,  wenn 
A'  das  Integral  bedeutet^ 


8)  A’=\x^x  X 


b 


65  (14-h5V/a:)'^“  231  (14-4-5 


2x\yx.\/7 


1/'14 -f- 5 \/a: 

Für  ^ = 1 erhält  man -die  sehr  schnell  zusammenlaufendc  Reihe: 
9)  ^'=1,818000 — [0,0008350 -HO, 00002351X0, 60697  x2 
zz=  1,318000  — 0,0010421  ==  1,316958 . . 


Wenn  die  Entwickelung  von  jTda: , a:i  {2  a:i)i  durch  eine  ge- 
wöhnliche Reihe  bewerkstelligt  wird,  so  erhält  man  erst  nach  Ent- 
wickelung von  8 Gliedern  das  Resultat  1,316967..,  mit  dem  jencs^ 
nur  aus  3 Gliedern  entstanden^  beinahe^  bis  zur  fünften  Stelle 
üb^reinstimmt. 

Nicht  für  jede  Form  liefert  der  dirccte  Gebrauch  dieser  Me- 
thode durch  AunuUirung  des  zweiten  Gliedes  eine  schnell  conver- 
girende  Reihe.  Dies  ist  der  Falt  bei  dieser  Form; 

dx 

nfT^* 

Denn  wenn  inan  nach  obiger  Verfahrungsweise  aus  selbiger  die 
weiteren  Resultate  zieht,  so  ergiebt  sich,  dass  vom  dritten  Gliede 
an  die  schnelle  Convergenz  nachlässt.  Durch  eine  passende  Um- 
formung wird  aber  selbige  wieder  hergestellt.  Es  sei  daher 


1—2/« 


dx 


1—2/« 


L -i 


ar=x^‘,alsodx=:,^x  .«fe,  daher  2^«  x(1-Hä«).  dx. 

Der  Ausdruck  rechter  Hand  lässt  sich  in  folgende  Brüche  zerlegen: 

dx  dx  dx  dx 

2/«  — 1 1 = 


X '2m  . (1  ^ a/«  ) 

dx  dx 


2/«  - 1 
X 2«i 


2rn  — 
X 2/« 


2/«  — 5 
X 2/« 


■*  2/«— 7 
.%  2/« 


dx 


2m — 9 
X 2/« 


JL  1 

a2/"[l  -H»*"! 


Die  Zahl  der  Glieder  dieser  Reihe  hängt  sonach  von  der  Grösse 
m ab,  und  wir  haben 
für  m =4 

■ dx  dx  • 


für  m = 2 


xi  (1 
dx 


X) 


M (l-HX*) 


xi  (1  -4-  x)  ’ 

— 

xi  xk  (l-4-«si)’ 


17» 


> 


DIgitized  by  Google 


für  w = 3 


260 


13) 


dz  dz 


zi  ( l -4-  2S;\ ) xä 

u,  s.  w. 


<vi 


dz 

xl  (I  H-aS) 


Das  letzte  Glied,  allgemein  genoimnen  wie  in  10),  nach  unserer 
Methode  durch  Beifügung  von  p — p behandelt,  ist 

/•-l  I -1 

14)  # Ä 2^" . [(I  -h/?)  — (;>  — Ä'" )] . d% 


im 


im  — 1 

2»IS 


pz 


im 


im  -4-  1 
^ im 


2»/  — 1 2w-f-l 


(2»i-J)  (1+p)" 

im  — 1 2/W-I-1  2/W-J-3 


. 2/» 


p^z  2ps 


^ 2/« 


■ 2»i  — 1 2//f  -4-  1 2///~t-3  2//^’ 

(1-4-p)* 


p^z 


im  — 1 2/« -4-1 

im 


im-\-% 


2«i-|-5 


2/y*  — 1 


_ 3;)-s 


2//1  -1-  1 


— i_ÜL_ 

2/Ä  -4-  3 2//I-+-5 


2»i  — 1 


2/« -4-1  2//I-4-3 


2/rt-H3 


p'^z  ^ ^ 

2///  — T 


2//I-4-  1 


6;0=S  2/n  _ im 

2»i-i-3 


. 2/n 

2»i-4-7 


2m  -f-  5 2m-4-7 


2m 


/ im  — 1 im  4- 1 

2m  -4-3) 

L*s  2//1  _ 2//1 

-1- 

XOp^z  1 

1 2m  — 1 2m  -f-  1 

1.  2m.4-5  2m -4-7  2//I-4-91 

l_  XOp^z  _i_5pz 

2//( 

__5.  2m  1 

\ 2m  4-  5 2m  4-  7 

2m4-9  /, 

2/71  — 1 
im 


2m  4-1  2m  4-3 


2m  — \ 


^p^z 


'itn 


X^p^z  , 20;? 

2m  -4- 

2m  4-  9 


2/yi  4-  1 
2//14-7 


3^  2"‘ 


2m  -4-  3 


’2/yi 


. 2m 


X^p’^z  _6pz/^'^ 
2m  4-  7 


2m  4- 1 1 
^ im 


2///-I-U  2 m -4- 11 


(i-f-;>r  • 

Man  erhält,  nach  Annullirung  des  zweiten  Gliedes, 

i_ 

y,,^(2m--]>". 

2m  -4-  1 

Diesen  Werth  in  den  vorigen  Ausdruck  (14)  gesetzt  und  zugleich 
durch  2m  dividirt,  ergieht  sich^ 
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15)  2»«  • 


1 -1 


« 4- 


2m— i 

(2m  + l)x  ^ 


2w+3 
2m 


L3 

*M_d 


(2»i  — 1)  [2m-+- 1 -f-  (2m —1)3®]  (2»i-f  3)  [2ot  -f- 1 -f-  (2»i  — 1)  3 ”] 

2W1+6 


16(2/71 — 3)  (2//i-f-l)x  ^ 


(2»i  -4-  3)  (2//I  -4-  5)  [2»i  -4-1-4-  (2#»  — 1)3  ”*J 


Stellt  man  die  Werthe  von  ^ wieder  her,  und  dividirt  überall^ 
wie  zuletzt  gesclicdien-,  durch  2m,  so. bekommt  man: 

16)  Are.  [tang  = .rj  = .zr  — 4“  •+*  — 4“ 


1 

11 


.1 1 


13 


i 9 ... 

• • • • 


± (2m  4-  1)  .z;2»»  X — l)  . [2m  1 -f-  (2»i  — 1)  or*] 

ia:*  ' 16(2m  — 3)z:5  "1 

(2//H-3)[2m+l-l-(2»i-l)a:*]“  ’^(2//i-4-3)(2m-^5)[2»i-f-l-H(2m-l)z;*iÜ  > 

Erstere  Reibe,  welche  die  nämliche  ist  wie  die  sogenannte  Leib- 
nitzisebe,  will  ich  die  Grundreibe,  und  letztere,  aus  dem  iovoluto- 
rischen’  Integraltbeile  eutstanden,  die  Ergänzungsreihe  nennen. 
Diese  Reibe,  in  welcher  die  Constante  =0  ist,  convergirt  für 
1 bis  ;*:=:=  1. 

16  Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  bestimmen,  wie  viel  man  . 
Glieder  aus  der  GrunUreihe  sowohl  als  aus  der  Ergänzungs- 
reibe mit  einander  verbinden  müsse,  um  für  einen  gewissen 
Werth  von  m das  entsprechende  Resultat  zu  erhalten.  Die  Ergän- 
zungsreihe gestaltet  sich  so,  dass  sie  in  ihrer  Convergenz  um  so 
weiter  geht,  je  grösser  m wird  und  für  ein  bestimmtes  m irgendwo  • 
aufhört,  schnell  zusaromenzulaufen. 

Für  m=l  convergirt  sie  bis  zum  2ten  Gliede,  für  mz=z2,  bis 
zum  3ten,  für  m = 3 bis  zum  4ten  u.  f.,  wie  man  aus  folgenden 
Beispielen  ersieht,  wenn  nämlich  .r==l  genommen  -wird. 

Es  sei  nun  m = l,  so  ist  nach  10,  11,  12  u.  f.  aus  der  Grund- 
reihe noch  kein  Glied  zu  nehmen.  Bezeichne  ich  die  aufeinander- 
folgenden Näherungswerthe  mit  /?,  B” . . . , so  ist 

17)  i?  = 3 [0,25000  4-  0,01250  — 0,00178J  ==  0,78 1 216. 

« 

Für  m = 2 hat , man  aus  der  Gruudreibc  ein  Glied  zu  nehmen., 
folglich 

18)  Zf'  = 1 - 5 . [0,041666  -+-  0,001116  0,000062) 

= 1 — 5 X 0,042844  = 0,785  1 780 . . 

Für  m = 3 kommen  auf  die  Grdndreihe  2 Glieder,  also: 

19)  Ä"=l— 14“  7 (0,0166666  0,00028294“  0,000023384-0,0000109) 

= 0,6666666  4“  7 X 0,016960  = 0,7853 187... 
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I 


Für  /o  = 4 ist  Obigem  zufolge 

20)  Ä'"  ='  1 _ -1-  -f-  i ~ 9 X (0,0089286 

H-  0,0000888  -h'o,0Ö00085  ■+-  0,0000030  + 0,0000007  + . .) 

- = 0,8666667  — 9 X 0,0090297  = 0,78539  | 94  . . 

wenn  nämlich  in  einigen  Gliedern  des  letzteren  Falles  die  8te  Stelle 
wcggelnssen  und  die  7te  um  1 grösser  genommen  wird. 

Für  «*  = 5 ist  ferner 

21)  Ä'"'  = 1 — y -I-  y — y + 11  (0,00555556 

-t-0, 000038474-0, 00000359_|_0,000001064-0, 000000234-0, 00000006-+-,.) 

==  0,72380952  -H  11  X 0,00559897  = 0,7853981  | 9 . . ' 

Hier  ist  die  8te  Stelle  um  1 vergrössert  und  die  folgende  dafür 
weggelasscn. 

Hier  sicht  man  eine  hinlängliche  Conve^enz  unserer  Reihe, 
und  wie  die  Nälierungswerthe  von  //,  ß" ,,,  jeder  folgende 
dem  wahren  Werthc,  welcher  den  halben  Quadranten  für  den  Ra- 
dius = 1 ausdrückt,  mehr  als  um  eine  Stelle  näher  kommt,  und 
dass  der  von  B''’*  mit  dem  4ten  Tbeil  der  Ludolphischen  Zahl  bis 
zur  7ten  Stelle  genau  übereinstimmt. 

22)  Nimmt  man  aus  17)  für  bloss  die  ersten  2 Glieder,  so 
ist  das  Resulat  0,7875000,  also  etwas  genauer  als  obiges  ^=0,78216.. 

Und  entwickelt  man  für  B’  (18)  in  der  Ergänzungsreihe  4 (Jlie- 
der,  so  ist  das  4te  5 X 0,000061  . . also  fast  eben  nicht  kleiner 
als  das  3tc  5 X 0,000062  ... 

Auf  das  Letztere  (22)  ist  das  (16*)  Gesagte  bezogen. 

(Diese  Beiträge  werden  späterhin  fortgesetzt  werden.) 
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XXXIX. 


Entwickelung  einiger  Formeln  aus  der  Theo- 
rie der  bestimmten  Integrale. 

• • • • ^ 

Von 

Herrn*  O." Schl ö milch 

zu  Weimar.  ' 


""  §.  !•' 

Vorerst  müssen  wir  uns  die  bekannte  Formel 

^.r  = sin  ^ sin  sin  3;r  . . . (1) 

I * 

ins  Gedächtniss  zurückrufen.  Die  Reihe  rechts,  welche  offenbar 
immer  convergirt,  gilt  dem  Ausdrucke  links  so  lange  gleich,-  als 
a:<^7T  ist;  an  dieser  Gränze  selbst  aber  tritt  eine  (Jnstetigkeit  in 
ihren  Werthen  ein,  und  daher  kann  in  diesem  Falle  obige  Gleichung 
nicht  mehr  bestehen. 

Schreiben  wir  n — a:  für  a:,  so  wird  das  allgemeine  Glied 
sin  7/(7T  — .27)  = — cos  fiTt  sin  na:  d.  i.  = pin  na:  jenachdem 
n gerade  oder  ungerade  ist;  also  aus  (1) 

— .r)  = sin  0:  + ^ -f- 1 sin  3a:  -f-  , . (2). 

Diese  Gleichung  besteht  umgekehrt  zwar  für  .r==7r,  aber  nicht 
für  = 0. 

§.  2. 

Nach  diesen  vorläufigen  Erörterungen  beschäftigen  wir  uns 
mit  dem  Ausdrucke 

00 

l-f-2jcos  .r-4-cos  2^ -4- cos  3a:  + ..  |=z=l-+-2.i'  cos  nx 

1 

den  wir  kurz  mit  Fx  bezeichnen  wollen.  Von  einer  Summe  dieser 
Reihe  kann  offenbar  gar  nicht  die  Rede  sein,  da  dieselbe  nicht 
convergirt.  Man  braucht  z.  B.  nur  x gleich  einem  aliquoten  Theilc 

von  n zu  nehmen,  um  sofort  zu  einem  Resultate  der  Form 

> 

a — a-i~a  — «■+■.. 

zu  gelangen. 

Nichtsdestoweniger  ist  aber  doch  der  Ausdruck 

Fx  = 1 -f-  2S  cos  nx  . . (3) 

1 

in  so  fern  von  Werth,  als  derselbe  mit  efx  multiplicirt  und  inte-' 
grirt,  eine  convergente  Reihe  liefert,  nämlich 


t 


\ 
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/Fa:  = — sin  «a?-+-Const 

1 ^ 

Integriren  wir,  um  die  Const.  wegzuschafTen,  zwischen  0 und  r,  so 
kommt 

'f'^Fa:  + •“  si“  ne  , (4) 

Ist  nun  c^O  und  ZllTr,  so  findet  (2)  seine  Anwendung  und  giebt 
sogleich 

■ J°Fa;'dar  = v.  . 

/ 

Ist  c^n  und  <!^27r,  so  kann  man  c=z 7r-\-&  setzen,  wo 
ist.  Dann  wird  das  allgemeine  Glied  — sin  n{n-\-ö) 

= -^  cos  nn  . sin  = sin  nb  jenachdem  n gerade  oder 

ungerade  ist;  also  weil  die  Reihe  mit  n=:l,  ungerade,  anfängt 

ft^Fa:  da:-=zn: b — 2^’  ~ — LLi.  . 

ivobei  rechts  die  Formel  (1)  anwendbar  ist  und  giebt 

f^Fa:  da:  ==  nr.  • 

Also  haben  wir 

f^Fa:  da:'=.n^  27t;>c;>'0  . . . (5). 

§.3. 

Wir  wollen  nun  die  beiden  Integrale 

j qFo:  cos  ha:  da:,  ®i“  • 

worin  h eine  ganze  Zahl  ist,  betrachten.  ' 

Setzen  wir  für  Fa:  seinen  Werth  (3)  und  zerlegen  2 cos  na: 
cos  ha:  in  eine  Cosinussumme,  so  ist 

fPa:  COS  ha:  da:-=:  ^Icos  {Ji — »)o?-|-cos  {h*\-‘n)a:^  da: 

sin  ha:  ‘ Fsiu  (A  — n)a:^  sin  (A  n)a:~l , 

L~T= 


n 


n 


] 


Bemerkt  man,  dass  das  vordere  Glied  dem  Werthe  «=0  entspricht, 
so  ist  für  = ' ■ ' 


/ 


w~Y  I * , ~ ^ Sin  nho: 

Fa:  cos  ha:  da:  = — 

m 


oder  weil  für  negative  m der  Ausdruck  der  nämliche  wie  für  posi- 
tive ist  und  wenn  wir  noch  das  Glied  worin  h — = ist, 

ausscheiden 


cos  fioc  da:'s=. 


sin  Oa:  . 

h 


0 


fti 


d.  i.  weil 


61  n 7ilX  L. 


m 


für  sich  in  a:  verwandelt 


■)  • '( 
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fPa:  cos  ha:  da:=i  a:~{-i^ 

J 1 m 

Nehmen  wir,  um  die  etwaige  Constante  der  Integration  wegzu- 
schaffen,*  die  Gränzen  0 und  c,  so  wird 

/*c_.  , _ _»  sin  mc 

Jb  a:  cos  ha:  dx  = c -+-  22  - — •— 

0 • ' , //I  , 

d.  i.  wenn  wie  früher  schon 

/*C  * • \ 

^Fx  cos  hx  dxz=z7r^  ^ir.^c'^O  . . . (6). 

Zerlegen  wir  ähnlich  2sin  hx  cos  nx  in  eine  Sinussumme,  so  ist 

\ 

Fx  sin  hxdxz=. — ^ -4-2’  ^sin  (h  — «)^-f-sin  (h-i-n)x]dx‘ 

— cos  Ax  9^  pcos  (A  — n)x  cos  {h-^n)a:~l 

h.  TL  h — n U -\-n  A 

d.  i.  für  Ädb«  = »i, 

CFx  sin  hx  dx=^£ 

^ COS  — cos/«.r 

Da  nun lur  negative  = wird,  so  bleibt  bloss 

das  dem  VVertbej  h — /3  = »2=:0  entsprechende  Glied  übrig;  also 

fF^  = 

und  weuii  wir  die  Gränzen  0,  c nehmen  , 

‘ r ^ r,  . , t cos  Oc  • cos  0 

y Q Fx  sin  hx  dx  = — ^ 


cos  0 
0 ' 


cos  0 

ö • 


cos  0 1 

Obgleich  nun  — ^ = — = oo  ist,  so  wird  doch  unser  Integral  =0, 
du  beide  oo  durch  die  nämliche  Operation  entstanden  sind;  mithin 

J'^Fx  sin  hx  r/^  = 0 . . . (7). 

§.4. 

Wendet  man  auf  die  beiden  Formeln  (6)  und  (7)  den  bekann- 
ten Satz  von  den  besimmten  Integralen  an,  dass  für 


. J 


u 


•4  df{x,  k) 


dh 


dx 


ist,  so  'erhält  man  durch  mehrmaliges  Differenzüren  nach  leicht 
aus  (ö) 


/^€ 

^x  sin  hx  Fx  dx=0 
. ! ^^x"*  .cos  hx  Fx  </or’=:0  ^ ' 


(■  \ 


( / 
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uod  aus  (7) 


j sin  Aa:  Fa:  da:=i^,_ 

‘ cos  ha:  Fa:  </^±=0 

' etc. 

J cos  ha:  Fa:  da:  = ^ 

sin  ha:  Fas  das  = 0 

cos  ha:  Fa:  das'=^ 
etc. 


Ist  also  m eine  g.^nze  Zahl,  so  kann  man  durch  Differenzial- 
quotienten  der  einen  oder  der  anderen  Gleichung  (6)  oder  (7)  im- 
mer zu  dem  Ausdrucke 


/ OS"*  cos  ha:  Fa:  </.r  = 0 

* 

gelangen.  Da  nun  h eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann,  so  neh- 
men'wir  //  = 0,  und  erhalten 

Fas  da:z=.^  . (8). 


§.5. 

Wir  können  nun  leicht  ein  sehr  allgemeines  Theorem  beweisen. 
Bezeichnen  wir  die  successiven  Differenzialquotienten  von  fas  nach 
a:  mit  f^as^  f^as,  . \ . etc.;  so  ist  bekanntlich  nach  Maclaurin’s 
ISatzc 

t 

f:c  =/(0)  + i /■  (0)  + j^/’(0)  + . . . 
also,  weil  /“(O),  /‘(O),  /*(0)  . . Constanten  sind, 
yo  Fa:  fas  da:  =/(0)  f^Fas  das  4-*^— 

^f* {s  ^ Fas  das  -f-  ^ ^ ^ as"^  Fas  das  . . 

d.  i.  nach  (5)  und  (8) 

. , j ^F X fx  tlx  = ;r/(0),  27t  > c > Oi  (9). 

Von  diesem  Theoreme  werden  wir  nun  eine  sehr  fruchtbare  Anwen- 
dung machen. 

ln  dem  Ausdrucke  (3)  möge  z — a für  x stehen;  multipHciren 
wir  noch  mit  den  Fakturen  fz  dz,  und  integriren  zwischen  den 
G ranzen  0,  tt,  so  wird 

F{z  — «)/«  dzz=  cos  n{z  — a)dz  (10) 

Für^Ä  — tt=z&  wird  /z=f{0~^a)  und,  wenn  » = 7t,  ist 
© = 7T— -a,  wenn  «==0,  ist  0 = — a geworden;  also 
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— «)/»  rf» = fl„  /(® + 

/(©  + o)rf©  /(©  + «)rf©. 

Nehmen  wir  im  zweiten  Integrale 0 negativ,  so  ist,  weil  /!( — Q)^F0^ 
unser  Ausdruck  ‘ . 

=f”~‘  F0  /(«  + 0)  ,10  +f^F&  /(«  - 0)  <10. 

Knüpfen  wir  nun  an  a die  Bedingung,  dass  es  und  sei, 
so  ist  auf  jedes  dieser  Integrale  die  Formel  (9)  anwendbar,  und 

/'n 

. J^  'F(»  — a)fz  <&  = 7r/(a-f-0)-|-7r /(«  — 0) 

= fu  ; 

also  durch  Einführung  dieses  VVerthes  in  (10) 

+ «(-  — «)  dx.  (11);  - 

Nehmen  wir  in  (10)  a negativ,  so  wird  links  für  z az=z0y 

J'"F(x  + «)  /*  -fe  = f^^“F0  f(0  -a)  ä0 

= / F0  /(©  — «)  d0  — f“F0  /(©  - «)  <10 

und  wenn  w'ieder  «^0  und  -<7r, 

/ 

j ^F"(z  -^-a)  fz  dzz=zn  /(—  ce)  — TT  /(  — a)  = 0. 

also 

y’TT  . QD  F^ 

ß ^fz  cos  n {z~\-a)  dz 

oder  auch 

0 = ^ J ^ /ä  -f-  ^ 2 j ^fz  cos  n(%  -F-  u)  dz,  (12). 

Ziehen  wir  (12)  von  (11)  ab  und  beuchten,  dass  cos  »{z  — a) 
— cos  n{z-{-  «)  = 2 sin  na  . sin  nZy  so  ist 

' y«  = -^  .i’  sin  fiu  fz  sin  nz  dz  (13) 

und  in  ähnlicher  Weise,  wenn  wir  (12)  zu  (11)  addiren, 

fuz=z^  cos  na  cos  ?iz  dz  (14). 


Diess  sind  die  beiden  wichtigen  Formeln,  deren  u.  Ai  Poisson 
in  seiner  Mechanik  §.  325.  gedenkt. 

2 2 ' 

Setzt  man  dzz:=uxn<>  J , 

und  schreibt  x für  a,  so  kat  mau 

« * ^ 

« * ' t 

fxzzz^an  sin  nx^  fxz=z\h^<^^bn  cos  nx 
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so  (lass  sich  mithiu  aligemcin  jede  Fuuctiou  in  eine  Reihe  von  den 
Formen 

«r,  sin  sin  sin  3^. -f-  « . 

oder  cos  ^ + ^2  cos  2.r-+-^3  cos  3ar-f*  . . 

entwickeln  lässt,  sobald  man  und  jenen  bestimmten  Integra- 

' len  gleich  nimmt. 


XL. 


üeber  die  Bedingungen  der  Ungleichheit,  von 
den  Mittelgrössen  und  von  den  imaginären 

Grössen  *). 


Von 

dem  flerausgeber. 


I. 

Von  den  Bedingungen  der  Ungleichheit. 

§•  . 

Erklärung.  Die  Grösse  a ist  der  Grösse  gleich,  es  ist 
wenn  die  Dift’ereuz 

a — h 

verschwindet.  Die  Grösse  a ist  grösser  als  die  Grösse  ä,  es  ist 
a'^b^  wenn  die  Difi'erenz 

a — .b 

®)  Wenn  auch  die  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Satze  fast  sämmt- 
lich  nicht  neu  sind,  so  hielten  wir  es  jedoch  für  nÖthig,  was  auch  dem  . 
Zwecke  des  Archivs  ganz  gemäss  ist,  dieselben  einmal  in  einem  geordneten 
Ganzen  möglichst  vollständig  zusainmenzustellen.  Eine  solche  Zusammen- 
stellung so  bald  als  möglich  dem  Archive  einzuverleiben,  w'ar  aber  um  so 
nötliiger,  weil  diese  Sätze  die  vorzüglichste  Grundlage  vieler  Untersuchun- 
gen aus  den  höheren  Theilen  der  Mathematik,  vorzüglich  über  die  Conver- 
genz  und  Divergenz  der  Reihen,  bilden,  welche  in  den  folgenden  Heften 
mitgetheilt  werden  sollen.  Ohne  eine  solche  Zusammenstellung,  auf  welche 
nun  im  Folgenden  in  jedem  Falle  verwiesen  ^werden  kann,  würde  eine  zu 
häufige  und  zu  unangenehme  Unterbrechung  der  in  Rede  stehenden,  zum 
Theil  sehr  schwierigen  Untersuchungen  nöthig  gewesen  sein.  Dies  wird 
sich  schon  im  nächst  folgenden . Hefte,  so  weit  sieb  jetzt  schon  über  dessen 
Inhalt  urthCilen  lässt,  zeigen. 


% 


i. 


V 
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positiv  ist  und  nicht  verschwindet.  Die  Grösse  a ist  kleiner,  als 
die  Grösse  es  ist  «<^4,  wenn  die  Differenz 

€t  — h ' 

negativ  ist.  ' ... 

§.2. 

I^ehnatx.  Wenn 

ft'  ^1  > ^s>  • • • • 

ist^  SO  ist  auch 

a + + f^^  ■+■  ~f“  . . . ^ ^ -d-.^i  “4^  ■+“ . « • 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 

Äjj  ^2)  • • • • 

ist,  so  verschwindet  nach  §.  1.  keine  der  Differenzen 

ft  €t  I ^ J > ^ 2 ^2  9 ^ j ^ 1 J • • • • 

und  diese  Differenzen  sind  sänimtlich  positiv.  Also  verschwindet 
offenbar  auch  die-Summe 

(«  — U)  -f-  (ät,  — 6^)  -+-  («2  — ^2)  *+■  (^j  — ^3)  H~  .... 
dieser  Differenzen  nicht  und  ist  positiv.  Weil  nun  ' 

{a  — («1  — ^i)  -+-  (<»2  — ^2)  ■+"  — ^3)  *+"  «... 

= («  4-  «j  -f-  «2  •+•  «3  + • • • ) — H-  4“  4-  4-  ♦ . . .) 

istj  so  verschwindet  auch  die  Grösse 
(<z  4“  fti  4^  ff 7,  4“  ff%  4~  . • • ) — 4“  4~  ft%  4“  4~  • . • ) 

‘nicht  und  ist  positiv,  woraus  sich  nach  §.  1.  unmittelbar  ergiebt, 
dass 

f(  4~  ff\  4~  tt^  4“  fft  *4“  • • • ^ 4“  4~  ^3  4"  ^3  4"  • • • 

ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

/ 

' ■ 3.  ' 

7iusat%.  Wenn  * .• 

, ff  ff  \ > ffz  ^2>  ®3  ^3  ? • • ♦ ♦ 

ist^  so  ist  auch 

I 

ff  4“  ffi  4“  ff  2 4 ffs  4*  * • . ^ 4~  4”  ^2  4"  ^3  4~ . . . 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  offenbar 

♦ » 

A ffy  h 3 ff  ^2  ff  2 J ^3  ffa  . • » • 

ist,  so  ist  nach  §.  2. 

4~  4~  ^2  HH  ^3  4“  • • . ff  4~  ffi  4“  ff  2 4"  ffz  4~  ♦ • « > 

und.  folglich  . . • . i . 

ff  4 ff\  4 ff 2 4 ff%  4 • • • ^ 4 4 ff 2 4 4 > 

wie  bewiesen  werden  sollte.  . .....  ... 
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§.  4. 


JLefirsat‘%,  Wenn 

ö ® 1 ^ I > ^2  ^2  J ^*  » • • • 5 

® ■ — ’ ßi  •—  ßi  i ®^2  • — ßa>  — — ßzi  • • • 

ist,  so  ist 

'a  -f-  «,  -f-  «,  “+*  «3  -f- . . . “H  a -+-  «1  -+^  «3  -f-  «3  -f- . , . 

“f“,^i  -i-^2  + ^g*+"*‘*  + i^“i“^i  + ^2“I“/^S+*** 
Beweis.  Weil  nach  §.  2. 

a H“  «i  -+-  «2  + ^ “f-  ^1  “i~  “i“  <5j  + . . . 

ist,  so  verschwindet  die  Differenz 

(fl?  -j-  fl?,  -|-  flTj  -f-  fl?3  -f- . . .)  — (l  -f-  6i  ’+•  ^2  -+-  ^3  .•. .) 

nicht  und  ist  positiv.  Nach  der  Voraussetzung  und  nach  §.  1.  ver- 
schwinden die  Differenzen 

* 

U ßf  (Xy  — ß ^ , ttj  — ß^  , <Z3  ß^  , . . . . 

sämintlich,  und  es  verschwindet  folglich  auch  die  Summe 

[a  — ß)  H-  («,  — ßi)  -+-  («2  — ^2)  ■+•  («3  “"^3)  + • . 

dieser  Differenzen,  d.  i.  die  Grösse 

(a  + «1  -+-  «2  “+"  ®3  “f“  • • •)  — (ß  ßi  ßi~i-  ßs  • • •)• 
Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Summe  der  Differenzen  , * 

(fl? fl? I -+- fl?2  ~H  <3?s  ^1  •+■  ^2  “H  ^3  *+■  • • •) 

und 

(te  tti  -+-  «2  H“  <*3  ”+■  * • •)  — (ß  “+■  ßi  Hh  ßt  "d~  ßt  • • •)»  ’ 

d.  i.  die  Grösse 

(fl?  — fl?i  -f-  fl?2  ■+■  <J?S  H“  ♦ • • ■+•  ■+■  Wj  -f-  «3  + «3  . . .) 

(^  + ^1  + ^2  ■+“  ^3  + • • • •+*  /^  “I“  ■+■  ^2  *+■  ^3  • • •) 

nicht  verschwindet  und  positiv  ist.  Folglich  ist  nach  §.  1. 

fl?  -t“  fl?i  + fl?2  *4“  Ä?3  — |-  • • • “H  ß ■+"  «1  -f-  «3  -+-  cc,  -f-  . . . 

^ Ä H-  ^2  “H  ^3  + • • ♦ ^ “h  ^2  ■+*  ^3  + • • • » 

wie  bewiesen  werden  sollte.  . 


§1^  • 

. D. 

Zi/satx,  Wenn 

' fl?  fl?|  J ^2  ^2  3 ^3  ^3  3 • * • 3 

c( : — ßy  ct^  ^j,  c?3  — ^ ^3,  «3  — — |Sj,  .... 

ist,  so  ist 

fl?  ~f“  fl?i  •+■  <J?2  "4“  *4“  • • • "4“  rf“  c?i  "4”  <*2  "4“  c?3  Hh  . . • 

^ -f-  Hh  ^2  -4-  ^3  •••"+•  ß -h  ßi  -i-  ß2  ßa 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

Ä > fl?,  > fl?3,  ^2  > «23  ^3  > »33  • • • • 3 
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ist,  so  ist  nach  §.  4. 

^ + ^2  ■+■  ^8  "4“  • • • + ^ + “4**  ^2  • * * 


^ a H-  flr,  + «a  ■+■  *4“  • • • "4^  ^ “H  "4“  « 

2 -4~  «8  “4“ 

• und 

folglich 

• 

* 

a -f-  <z,  + «2  -+-  «j  . . . -f-  a •+ 

■ «1  *4“  H“  «3  "4~  • i 

b -h-  b■^  -f-  b^  Hh 

- b^  ß 

H~  ßz 

wie 

bewiesen  werden 

sollte. 

' 

\ % 

■§.  ö. 

1 

■ ‘ " 

Lehrsat^a.  Wen 

n 

% 

* 

a ^ b und 

♦ * 

t « , 

ist. 

, so  ist 

a — - «5,  b ■ 

-6,.  . 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 

a~^  b und  b^ 

1 

ist, 

so  ist  nach  §.  4. 

- 

a ~f—  b b * 

4-  «i'. 

Weil  nun 

> 

- «1  — = — 

ay—by 

ist. 

so  ist  nach  §.  4. 

» 

\ 

€t  b^  — 

- «1  — Ä *4-  »1  — «1  ■ 

d.  i. 

» 

% 

a — ^ ^ 

-6,; 

wie 

bewiesen  werden 

sollte. 

4 

> 

t 

§.  7. 

s 

• 

Zusatz,  ■ Wenn 

1 

a <^b  und  ä, 

. 

. ■■  - 

ist, 

so  ist  . 

\ 

a — Ul  <ib 

-by. 

^ » 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  , 

^ ' 
% 

( 

b~^  a und  by^ 

<«. 

ist. 

so  ist  nach  §.  6. 

. 

; 

• 

b — by  a - 

- ayy 

* 

und 

folglich 

\ • 

• . . 

« — <Ti  <^b  - 

-hyy  ' 

' 

wie 

bewiesen  werden 

sollte.  • ' 

•• 

/ 
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4 

§•  8. 

liehrsatü.  Wenn  ^ * 

& und  «r,  ;>• 

ist,  so  ist 
' % 

» 

a — »,  Ci  h — 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung 

azrzlt  und  by  <i  «r, 

ist,  so  ist  nach  §.  5. 

€C  — J—  by  b -f-  Hy. 

Weil  nun  • 

Hy  by  :=Z  Hy  by 

istj  so  ist  nach  §.  5. 

« Hy  by  ^ -f-  - 

d.  i.  ’ , 

y 

a Hy  Ci  b byy 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  0.  ' 

Znsat%.  Wenn 

» 

, b Oy  C,  by. 

ist,  so  ist  ‘ . ' ,« 

' a — Hy  b — by. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

b ^=.a  und  by  >*■  Hy 

ist,  so  ist  nach  §.  8. 

b — by  Ci  a — »,*, 

und  folglich 

a Hy  b by) 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  10. 

jLebraatx.  Wenn  die  Grössen 

H)  Äj,  ...  tljl  ^ by  byy  ^2>  • • • bf% 

sämmtlich  positiv  sind,  und 

Ä by  Hy  byy  H^  • Hfl  bft 

ist,  SO  ist  auch 

« « 

HHy  H^  • • . bby  b^  ...  bji  . 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Differenzen 

ö by  Hy  “““  .... 
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— . * ' 

sämnitlicb  positiv  und  keine  derselben  verschwindet.  Weil  tiun  die 
Grössen 

i 

^29  • • • 5 ^IJ  ^29  • • • 

nach  der  Voraussetzung  sämmtlicb  positiv  sind,  so  sind  auch  die 
Producte  - ' 


{d  — 

• 

• • — 

<7^1 

d2  ^ j 

• • • 

• ddi 

®2  ^a  • • • 

{dl  - 

- dl)  hd2  «, 

• « • * ~~ 

ddi 

«r,  77, 

• • • 

- 

d^  d 2 • • . 

{d2  - 

• • • Hfl  • 

ddi 

O2  »a 

• « • 

-ddi 

^2  d2  • . • 

dn  > 

U. 

s.  w. 

[dn-1 

dfi — 1)  dh  j . . 

11 

• 

zddi 

. . »dn— 

-dd 

1 . ,dn—<idn- 

(dn 

— dn)  ddi  d^ 

. . . dn — 1 — 

-dd 

, Äj  . . 

. dn^-X  dn  ‘ 

-dd 

1 d^  . . . 

sämmtlicb  positiv.  Weil  die  Grössen 

Ä,  ^29  • • • ^n\  ^29  • • • 

sämmtlicb  positiv  sind,  und  " 

tt  €t ^ ^29  • • ♦ O'n 

• 

ist,  so  vcrscbwindet  offenbar  keine  der  Grössen  »,  <7,,  . . . 

und  auch  die  Differenz  a — h verschwindet  nicht.  Also  verschwin- 
det auch  das  erste  der  obigen  Producte,  nämlich  das  Product 

{a  — Ä)  <7,  «2  «r« 

nicht.  Weil  nun  die  obigen  Producte  sämmtlicb  positiv  sind  und 
das  erste  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  Summe  aller  dieser 
Producte,  d.  i.  nach  dem  Obigen  die  Differenz 

«r«,  flf,  <7,  . . , Oft  — ^^1 

positiv  und  verschwindet  nicht,  woraus  sich  nach  §.  1.  unmittelbar 
ergiebt,  dass 

aoi  «2  , an^  ^^1  6^  62  . . . Ifn 

ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  H.,  . 

Xv9at%,  Wenn  die  Grössen 

Oj  ^1,  ^2>  • • * ^19  ^29  • * • 

sämmtlicb  positiv  sind^  und 

a Ifi  dl  ^1  > ^29  • • • 

ist,  SO  ist 

dd  i d2  ...  dfi  JßJß  i ^2  ...  ^n* 

* 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  vorigen  Lehrsätze. 

§.  12. 

Lehrsdt%,  Wenn  d h ist  und  die  Grösse  n nicht 
verschwindet,  so,  i st  /»Ä  oder./7»  c; //ä,  jenacbdein  , 

H positiv  oder  negativ  ist. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung  d'^ö  ist,  so  ist 
nach  §.  1.  die  Differenz  d — ö positiv  und  verschwindet  nicht.  Ist 

TheUI.  lg. 
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nun  (ius  nicht  verschwindende  n positiv , so  ist  offenbar  auch  das  ^ 
I’roduct 

n \a  — Ä)  = na  — nh 

positiv  und  verschwindet  nicht;  also  ist  nach  §.  1.  na'^nb.  Ist 
aber  n negativ,  so  ist  das  Product 

n {a  — b)z=:  na  — nb 

, offenbar  negativ,  und  nach  §.  1.  ist  folglich  na  nb, 

Anmerkunor.  Für  « = 0 wäre  natürlich  = 0. 

* » ^ * 

§.  13. 

Xusat%,  Wenn  a-^b  ist  und  di©  Grösse  n nicht  ver- 
schwindet, so , ist’  nä  nb  oder  na  nb ^ jenaclidem  n 
positiv  oder  negativ  ist.  ^ 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  b'^  a ist,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  nb'^  na  oder  nb<^na,  d.  i.  naC^täf 
oder  na  ^ nb,  jenachdem  positiv  oder  negativ  ist,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  nz=o  wäre  natürlich  «iar  = = 0. 

* . \ §.14. 

Lehrsatz,  Wenn  a'^b  ist  und  n nicht  verschwindet, 

• 1 n • b ab.  . 

so  ist  — ^ — oder  — •<'  — , jenachdem  n positiv  oder 

negativ  ist. 

Beweis.  Weil 


und  — mit  n gleichzeitig  positiv  und  negativ  ist,  so  folgt  der  Satz 
unmittelbar  aus  §.  12. 

§.  15. 

Znsatx,  Wenn  a<C.b  ist  und  n nicht  verschwindet,* 
. . ® b X n b , 

SO  ist  — — oder  — — , lenuchdem  n positiv  oder- 

n n n ft  ‘ 

negativ  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  ist,  so  ist  nach 

dem  vorigen  Paragraphen  — — oder  — cÜ  d.  i. 

° -or  n , n n n'  n n 

ab  * * 

oder  jenachdem  n positiv  oder  negativ  ist,  wie  bewiesen 

worden  sollte. 

§.  16. 

Lehrsatz.  Wenn  die  Grössen  a;,  aT|  , b^  sämmtlich 
positiv  sind  und 

' a b ^ a I b , 

ist,  in  dem  Falle  a =:  b aber  die  Grössen  at,  b nicht  ver- 
schwinden, auch  nicht  at^  =0  ist,  so  ist 


/ , 


■ * ' tXgiSzetf  byGoogle 
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Beweis.  Weil  oacli  der  Voraussetzung 

^ j ^ 1 ) UP  ^ 

ist,  BO  ist  nach  §.  10.  und  §.  12. 

ab^':>a^by 

. und  folglich  nach  §.  14. 

^ ^ ^ ^ 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  17.  ' 

Zftfatx»  Wenn  die  Grössen  ä,  b\  <jr,,  b-.  sämmtlich  no- 
sitiv  sin d und 


a ^by  UP,  > 3, 

ist,  in  dem  Falle  a‘:i^b  aber  die  Grössen  #jr,  b nicht  ver- 
schwinden, aucli  nicht  <^,  ==  0 ist,  so  ist 


Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

b^Oy  by 

ist,  so  ist  nach  §.  16. 


wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  18.  ' 

Ltehrsatx^  Wenn  die  Grössen  . a,  b positiv  sind  und 
UP b ist,  so  ist  ff”  oder  ff”  ä”,  jenaebdem  das 

nicht  verschwindende  n positiv  oder  negativ  ist. 

Beweis.  Weil  die  Grössen  <z,  b positiv  sind  und  a'^h  ist, 
so  ist 


Also  ist  offenbar 

(^)"  < ^ (4)"  > 

jenachdem  .das  nicht  verschwindende  n positiv  * oder  negativ  ist* 
Weil  nun 

✓j^\n ^ 

\a)  ö” 


ist,  so  ist 


b**  > _ hn 

— < 1 oder  — > 1, 


ff” 


18 


N 
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\ 

<1.  i.  oder  •<!  » jenachdeni  das  nicht  verschwindende 

u positiv  oder  negativ  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Anmerkung.  Für  » = 0 ist  ä«  = = 1. 

Ztisaix.  Wenn  die  Grössen  «,  ä positiv  sind  undflf-<!^ 
ist,  so  ist  oder  jenachdeih  das  nicht 

verschwindende  » positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  b'^  a ist,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  oder  d.  K 

oder  ^ , jenachdem  das  nicht  verschwindende  n positiv  oder 

negativ  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Für  « = 0 ist  «"  = = 1. 

, ' §.20. 

Lehrsatx.  Wenn  «r  positiv  und  ist,  so  ist 

odcr«"*-<;|«”,  jenachdem  oder«c;;l  ist,  die  Grö- 

ssen m und  n mögen  positiv  oder  negativ  sein. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung  die  DiO'crenz  m — n 
positiv  ist  und  nicht  verschwindet,  so  ist  oO'enbar 

>.  i oder  «»»-«  C 1, 

jenachdem  a~^\  oder  a ist. 

Weil  nun 


ist,  so  ist  auch 


a 


m — « 


am 


am  am 

— > 1 oder  — < 1, 

an  an  ^ ’ 


d.  i.  ^ «”  oder  am  , 

jenachdem  1 oder  <z  l ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Anmerkung.  Für  «=  1 ist  = 1. 


§.21. 

I^ebrsatx.  Wenn  die  beiden  Grössen  a und  b nicht 
einandcrglcicbsind,soistimmer 

«*  -1-  Ä*  ^ ’iab. 

t * 

Beweis.  Bekanntlich  ist 


«f*  -|-  — 2«^  = («  — by. 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a und'^  nicht  ein- 
ander gleich  sind,  so  verschwindet  die  Grösse  (a  — by  nicht  und 
ist,  wie  jedes  Quadrat,  positiv.  .Also  verschwindet  die  Differenz 

a^  b^  — 2ab 

nicht  und  ist'  positiv\  Folglich  ist  nach  §.  1. 

-J-  2aby 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.*  Wenn  a =:  b ist,  so  ist 

a*  -H  ' 2«^  = ■(«?  — by  = 


0, 
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und  folglich 

«*  -f-  = '%ab, 

§.  22. 

Ltc/irsatz.  Wenn,  unter  det  Voraussetzung,  dass  n 

grösser  als  d i e Im n h e i t ist,  d i e G r ö s s e n a,  b,  c,  e 

nicht  säinmtlich  unter  einander  gleich  sind,  und  der 
Kürze  wegen 

S z:::  a *-f-  b c —t—  d -V"  ^ “I“  . . . . » « 

und 

M ob  — J—  oc  — f—  od  — 1“  o€  -4“  • • • . 

bc  bd  "-f—  bc  ~f“  • • . • . ’ 

“f—  cd  — 1“  C€  — h“  ...  * 

— de  “4“  . . • • 

gesetzt  wird,  so  ist  immer 

{n  — 1)  ^ 2yi^. 

Beweis.  Nach  dem  in  §.  21.  bewiesenen  Satze  ist 

-+-c*^2<jrc,  -f-  ^2<z</,  a*  -4-«*  ^2ae,..^. 

Ä*+c*^2^c,  b"*  -4~  (P’  ~^^bd^  b"^  ^2^e, .... 

c*  -4-  ^ 2c</,  c®  -f-  ^ 2c^, . . . . 

0*  * » 

® ^ 2</^, .... 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a,  c,  r/,  ^, . . . . 
nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  sind  im  Vorherge- 
henden nach  §.  21.  nicht  überall  die’  oberen  Zeichen  zu  nehmen, 
und  man  erhält  also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  ad- 
dirt,  nach  §.  4.  • 

(»  — 1)  («*  -V-  -f-  c*  -H  </*  -4-  “f~  • • • •)  ^ 2-2. 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Grösse  2(/»  — 1)2  adüirt, 
nach  §.  4.  auch  / 

(«  — 1)  («=  -4-  + c*  -4-  -h  H-  . . . . -4-  22)  > 2/^2. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

flf*  “l*"  b^  -4~  C“  *4”  fP  ~l~  0^  *4“  . . » • . 

—f-*.  ^ob  — 2flrc  -f-"  2ä^/  — f-  ^oc  ”4*“ ..... 

“4“  ^bc  "4”  ^bd  -4~  ^bß  *4“  ..... 

-4-  2er/  H-  2ce  -f-> 

> — f-  2r/e  “4“  . • • * . 

d.  i. 

Ä»  = a» + e*  4- </*  4- e* -f-^. . . + 22,' 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

— >2//2, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


!/ 
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/ 


Anmerkung^.  Wenn  die  Grössen  b ^ , sämmt- 

lieh  unter  einander  gleich  sind,  so  ist 

a*  z=z%ab^  H-c*  =:2<7C,  ^ ==2flr</,  ....  ' 

b*  -+-  z=r  2Ä<r,  cT*  •=z^hd^  b^  ~|- = %be^ .... 

<f * 2<:</,  c* -H  ^*  = . . , . 

-H  = 2</p^  . . ’. . 

« 

und  folglich,  wenn  man  aiif  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen 
addirt, 

—1^  b^  c*  "4“  d*  “l”  . * . .)  sirs  2jw.  . ’ 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  2(«  — 1).J  addirt, 

(»  — 1)  («*  -1-  -1-  c*  -f-  </*  -H'  • . -+-  22")  ==  2^. 

Nun  ist  aber  wie  oben 

Ä'»  = «r»  -f-  c»  -I-  e»  -h  . . . -H  22, 

und  folglich  in  diesem  Falle 

(»  — 1)  =z=  2i»2. 

_ §.  23. 

Le/irsatü.  Wenn  or  und  b zwei  ungleiche  positive 
Grössen  sind  und  n eine  die  Einheit  übersteigende  po- 
sitive ganze  Zahl  ist,-  so  ist  immer 

/iflr«  4-  ^ 4-  na^-^b. 

Beweis.  Weil 

/ j * 

' (««»  4“  ^ ) — («”  4~  = na^~^  {a  — b)  — («'•  — ^ " 

und,  wie  man  leicht  durch  gewöhnliche  Multiplication  findet, 
an  — ^ = (flf  — b)  (»”— 1 4-  a”^“b  4**  • • • 4“  ab^—^  4-  b^—^) 
ist,  so  ist 

• » » 

(«««  4-  Ä«)  — (ä»  4-  /WZ«— 

= {a — b)  (/WZ«— t — ««—1  — a^—^b  — ...  — ab^—^  — 

Ist  nun  a'^b^  so  ist  ofienbar 

, /*««-!  >►  ««-1  4-  «r«-2Zi  4- ...  4-  zr^-2  4- 
und  eben  so  leicht  erhellet,  dass,  wenn  a-<C.b  ist,  jederzeit 
/«««— 1 ««—1 4-  ««—2^  _f- , , , abn-^  4- 

ist.  Also  haben  die  beiden  Factoren 
des  Products 

{a  — b)  {ttan—i  — — a**^b  — ...  — ab^^  — bn—i) 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen,  und  keiner  dieser  beiden  Factoren 
verschwindet.  Daher  ist  dieses  Product,  und  nach  dem  Obigen 

also  auch  die  Differenz 

¥ 

(/WZ«  4-^”)  — (««  4“  ' 

jederzeit  positiv  und  verschwindet  nicht.  Folglich  ist  nach  §.  1. 
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/ ‘ 


^ -f- 

wie  bewiesen  werden  sollte.- 

Anmerkung.  ^ Für  » = 1 ist  offenbar 

nff,n  fßii  flfrt  ® *+■ 

Für  a'=.b  ist  immer 

na^  — j-p  ct,^  — J-*  fia^  (/•  1) 

§.24. 

Zusatx,  Weil  unter  de nselbcn/ Vo raussetzungen  wie 
vorher  • • 

na^  4-  I>.ö"  + na^^bf 

' t 

^ -f- 

I 

ist,  so  ist  nach  §.6.  ^ 

fi^n  ^ — iffi  — na”~~^b  ^ «”  -F*  nif”~^^b  — ^ — na**~^^bf 

d.  i.  . 

«a»  — na^~^b  ^ 

oder 

fio"(i-4)>«”  n— (4)”i- 


Dividirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  durch  die  positive 
Grösse  ä”,  so  erhält  man  nach  §.  14. 

/.  Ä « 

§.25. 

Itehrsatx.  WenndieGrössen 

- _ H 

IZj j ^4J  .... 

nicht  sämmtlichr  unter  einander  gleich  sind  und 
ist,  so  ist  der  absolute  Werth  der  Summe 

4-  «3  ~h  «3  H-  »*  H- . . . + 

jederzeit  kleiner  als  das  Product  » 

Beweis.  Ohne  alle  Schwierigkeit  erhellet  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 

(flTj  4- «3 -+- «3 -f- «4  4- . . . 

4- (»,  — «,)»  4-  (»1  —»,)*  + — «4)*  + . • . • -F-  («^1  -**  <*«)* 

4-  {a^  — «,)*  -H  (<^2  — «4)*  -F- . . . » («4  -* 

4“  (^^'i  — <^4)*  “F"  • • • • 


4~  (®>* — 1"“  **") 

= w 4~  <*2*  “F"  “F"  ®4*  “1“ « • • H“  ' ' 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
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ßfjj  ®4>  • • • • 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  verschwinden  die 
Differenzen 

““  ^2  9 ^$9  ^4$  • • * • i^n  5 

fl?  j J ^ J ' ^4J  • # • • ^ 

Ä g ^ • flP  g ~ ^ 


an-l  — an 

/ 

nicht  sämmtlich,  und  es  ist  also 

(«I -f- «3  “H  M“  • • • • “H 

folglich  ist  offenbar  der  absolute  Werth  von 

-f"  «a  -f-  -f-  Ä4  -+- . . . “H  an 

kleiner  als 

, \/»,.  + »3*  <?,*  4-  »4*  •+*.••  »«*)» 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Wenn  die  Grössen 

a^)  ®4>  • • • • 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Be- 
weise des  obigen  Satzes  leicht,  dass  der  absolute  Werths  der 
Summe 


a. 


a. 


a. 


a. 


an 


* -^»4* 


V der  Grösse 

V/»  . 4- «a»  H- », 

gleich  ist, 

§.26. 

Ziusaix,  Wenn  die  Grössen 

flfj,  Äa>  ®sj  a^i  ....  an 

nicht  sämmtlich  >unter  einander  gleich  sind  und  /» ]>■  1 
ist,  so  ist  der  absolute  Werth  von 


<ar. 


a. 


a. 


an 


n 


kleiner  als  die  Grösse 


ai^  -h  -4-  «4^  + ♦ . . On* 

n 


§.  27.  , 

Lä€hr8at%,  Wenn  n'^X  ist  und  die  Brüche 


a,  a,  ff,  ff, 


ffn 


9 9 9 9 * • • 

«I  «2  ®^4 
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nicht  sämmtlich  unter  einander  ^l&icli  sind,  so' ist  tker 
Werth  der  Summe 

-+-  «3«a  + «»s’aj  -f-  «<«4  •+*...•+-  «/i«n 

immer  kleiner  als  das  Product 

“ H- <>'2* -1- «'s * H“  «^4 * + • • . -h  «f«*)  . 

V^(«,  » + «a* -+- a,  * -h . . . -I- «„»). 

. ' ' t 

Beweis.  Weil,  wie  leicht  erhellet,. 

— 1“  «To«*  "+-  «3«s  -+-  <J?4®4  **1”  • • • "f“  ÄTnCe«)*. 

4» 

4-(a,  )*+(«!  a ,-«r,  a,  )*-h(«i  a4“«'4«i  )*+  • . -“f-C«!  ««-«n« , )* 

4-f«2«S-«8«2)*-i-(«'2«4-<f4«2)*-l-**--f-(«2«»-»««2)* 

+(«'8«4-«4«8  •+(ö's«/#-«'na,)* 


H-(«fn-l«n-«na«-l)  * 

=(<»1  *-+-«'2 *“H»a  *-f-«4*-H...“l-«n*)(ai  *+«2 *+«,  *+«4®-h..-4-«n*) 
ist,  und  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Bruche 

^2  ^4 

*^*9  9 9 • • • ♦ " 

' 4 * «1  «2  «»  «4 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  die  Differenzen,  deren 
Quadrate  in  der  obigen  Gleichung  Vorkommen,  also  nicht  sämmtlich 
verschwinden^  so  ist 

# , 

(«,«1  -+-  -1-  OfgCCg  + ^4^4  “H  • • • • “f“  Ä^n“»)* 

<(«I  *-i-«'2*+»>  *+«2*4-«i 

und  folglich  offenbar  der  absolute  Werth  von 

«1«,  4- »2«2  “i“  «'s«!  + «'4^4  H- • • • «n«« 
kleiner  als  die  Grösse 

-f- »a*  “l- «j?  •+•  «4*  Hh  • • • "t“  «'«*)  • 

\/(a,  * “f- «a*  ^'s *"+"  “4*  H“  •••“+“ 

wie  behauptet  wurde. 

Anmerkung.  Wenn  die  Brüche 

flP  I ff  2 ^4  ff/t 

' * ^^9  *”~9  "^9  • • • ' ' • 

* «I  «2  «n 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist,  wie  sich  aus  dem  Be- 
weise des  obigen  Satzes  leicht  ergiebt,  der  absolute  Werth  der 
Summe 

«'l®!  “f"  «^2*^2  «'s^s  «^4®4  “1~  • • • “f”  ®n«rt 

jederzeit  dem  Producte 

V/(®i*  + fl?a*  *+*«8*  Hhß'4*  + •.••+■«'»**)  . 

1/(«1  * -H  «a* -1- «8* «4*  Hh . . . -1- ««*) 

gleich. 

■ §.28.  . 

Zutat»,  Wenn  und  die  Brüche 

ff\  ^2  ^4  Ää 

*“9  “*9  "^9  “*9  • • • 

«I  Cfj  «a  «4  ffn 


/ 


/ 
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Dicht  sämmtlicb  unter  einander  gleich  sind,  ao  ist  der 
■absolute  Werth  der  Grösse 

Oia,  -+- 02^(7 et ftt,  ■i-g4g4  -f"« » ♦ ♦ 

n 

jederzeit  kleiner  als  das  Product 


§.  29. 

t • 

Ltehrsatx,.  Wenn  n^\  ist  und  die  positiven  Grössen 

DT|)  ^2)  ®1>  ®4>  • • • • Df« 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind',  so  ist  je- 
derzeit 

K Df , 0^0 jDf ^ . flf«  ^ f 

oder  das  sogenannte  geoD^tr[scbe.!Hittel  zwischen  meh. 
reren  positiven  nicht  sämmflTch  unter  einander  gleichen 
Grössen  ist  immer  kleiner  als  das  sogenannte  arithme- 
tiscbe  Mittel  zwischen  diesen  Grössen.  ^ 

■^  "Beweis.  1.  Für  die  zwei  Grössen  «j,  ist,  wie  leicht  er- 
hellet, 

flfjDf,  — V 2 ^ ' 2 ^ ’ 

- ^ N 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  of,,  un- 
gleich sind, 


( 2 ’ 


also 


Df, 


^Df|Df2<!- 
Für  DT,  z±z  a,  ist  offenbar 

' K — - 4, 

m 

\ 

2.  Sind  die  vier  Grössen  a, , «f, , , Df«  gegeben,  so  muss 

es  unter  denselben  nach  der  Voraussetzung  wenigstens  zwei  einan- 
der nicht  gleiche  geben.  Wenn  nun  dt,,  diese  beiden  einander 
clu 


nicht  gleichen  Grössen  sind,  so  ist  nach  1. 
«.«,  < 

und  folglich 


_ _ /Df>  ~f~ 

/ > ^»®4  ^ ( 2 ' * 


« « ^ H-Df»  £a_±^\* 

Nach  1.  ist  aber  ' 

ff,  -f-  Dfj  ffj  -f-  «4  /ff,  -H  «2  -f-  ff , -+-  ff4\* 
9 • 9 A ♦ 
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uod  folglich 


0”t  ' Om  — f—  (Z. 


2 ' ^ jOi  -1-  *»a  T-  «*<  -T-  »-4\a 

2 • 2 ^ 4 ^ • 


a. 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

^ /Ol 

,OiO^O^iZ^  ^ 


oder 


I / — r ^ ®i  •+■  -H  “f" ' 

V aia^a,a^  < r 


Für  =:  a,  = «,  ==  ist  offenbar 

I*/ o^  + 4^3  -+-<*» 

V . 

4 

3.  Sind  die  acht  Grössen  <r,,’  O/^  a,,  a,  ge- 

geben; so  wird  es  nach  der  Voraussetzung  unter  denselben  immer 
vier  geben,  die  nicht  sämmtiieh  unter  einander  gleich  sind.  Wenn 
nun  an  a^,  o,,  a^  diese  vier  Grössen  sind;  so  ist  nach  2. 

t 

4 

Oia^a^a^-^y  ) , o^a^a^a^  ^ , 

und  folglich 

\ 

-f-flfj  <+•  a, -4- Ö7 -i“  <*«\4 

Oia^a,a^a^a,aiO,  < (— 4 • 4 ) * 

* # 

Nach  ist  aber  ' 

Oi-+-Oi+Of+o*  gt"fg64^7*+^»===^<*i4’<ra4-g»-4-g4‘l'<^^«’4-g8"Ht7'^**tt« 


8 


•)*» 


und  folglich 

/»i  *4-«» -4- <Tj -4-04  Äg -4-äb  "4"®7 

^ ^ 

t ^ 

r=  fOi  -4-  O2  -¥-Ot  O4  ~ir  Og  ’h’  o«  O7  •4"  \ i 

< ^ 8 . ^ 

/ 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

^ /Ol  -4-  O2  ~i~'Of  -4-  O^  -4-  «5  -4-  «e  *4“  Oj  -f-  \g 

aia^a^a^aiOta^a^  <i  ( g- ) • 

oder  ^ 

\^/>  _■"  ^ •+•  -l- -4“  ”4“ -H  "4“ ^7  *4“ 

« I 

Für  .oTi  =<r2’=<7,  =a;4  = =^B  =<7,  =4rg  ist  offenbar 

1 /■  — . ..  - > . ff  ^ Of  o^ -t- ag-^  Of -t- a./ fff 

K <r|«73er,ar4<z,<Z4<r,^r,  =:-— ' g — ‘ • 

4.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  lieber- 
haupt  ist  nach  dem  Vorhergehenden , wenn  wir  der  Kürze  wegen 
2*"==f*  setzen, 
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-|-®4 

ü ^ct ^ • • • • (,  ' ^ ^ / 


«I  -I-  + «3  -H  «4  -♦-  ♦ • • -4-  », 


r fX' 

5.  Man  nehme  nun,  welches  offenbar  immer  möglich  ist,  m so 


X. 


gross,  dass  oder  fi"^  n ist,  und  setze 

a , -4'  €t^  — }—  Ä 3 -+-  ä?4  “f—  . • . -+-  On 

n 

• ^ 

Dann  ist  nach  4. 

ili  •+•  ^2  -+-  -h  -h  • • * ~h  "+■  (fX  T-  n)x  I /* 

f* 


oder 


<r 


t • 


<( 


‘ 

g,  -f.  «2  -4-  3 -f-  <»4  -h  » ♦ « -4-  -f.  fxx 

H- 

Äj  “1“<Z2 •4“<j?4 "4”  • • • 


d.  i.,  weil 
ist, 

aia^a^a^  , » . anxf^—^  <C^i 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  x^~"  dividirt, 

• aia^a^a^  . . . x”, 

d.  i. 


a^a^aa^*  • • • ^n<C(— 


€t  I -4-  CTg  — H O3  ~4~  ^4 


■ Ä« 


> 


oder 


1 / ■ ' ^ <3^1  -4-  ^2  ”4“  ®3  •+■  ®4  "4“  • • • •+• 

V'  <Zj/3T2®3fl^4  • • • Ä/t 

tif 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.  Wenn  die  Grössen  »1,  «3,  <jr4, 

sämmtlick  unter  einander  gleich  sind;  so  ist  offenbar 

I /"  ■ ■ o I “f”  ^2  “4"  ®3  “t“  ®4  “4“  • • • ~4~ 

K . . . /7j»==: ^ * * . 


§.  30. 


Zutatx.  Wenn  a und  b zwei  ungleiche  positive 
Grössen  und  m und  n zwei  positive  ganze  Zahlen  sind; 
so  ist  nach  §.  29. 


m-+-n 


oder 


I — — V -n — . \ ^ -+-  «1ÄW-4-» 

V («■»+»)«  . (l/n+^yn  < 


m+n 


m-hn 
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t 


folglich 


oder 


n 


\ 


§.  31. 

Z^eÄrsatx,  Wcoii  a,  b zwei  positive  Grössen  sind  und 
a^h  ist;  so  ist  log  oder  1 og  « -<  1 og  jenach- 

dem  die  Basis  des  Systems,  weichem  diese  Logarithmen 
angehören,  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Beweis.  Bezeichnet  B die  Basis  deä  logacithmischen  Systems, 
so  ist 

und  folglich 

. « “ ^°S 

O 

l ^ 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung 


ist;  ^o  ist  offenbar  . ' 

' log  « — log  ^>-0  oder  log  «. — log  //-<0, 

d.  i.  log  «>«lo'g  h oder  log  «-<log  ^j  jenachdem  oder 

B<i  \ ist,  wie  behauptet  wurde. 

§.  32. 

Lehrsatz.  Wenn  « und  h zwei  positive  Grössen  sind 
und  log  «;>log  b ist';  so  ist  a'^b  oder  «-<^,  jenach- 
dem  die  Basis  desSystems,  welchem  die  inRede  stehen- 
den Logarithmen  ungehörenj  grösser  oder  kleiner  als 
dieEinheitist. 

Beweis.  Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  die  Basis  des 
logarithmischen  Systems  grösser  als  die  Einheit  sei.  VVäre  unter 
dieser  Voraussetzung  «<^,  so  wäre  nach  dem  vorigen  Satze 
log  «-<log  b\  wäre  az=b,  so  wäre  log  « = log  b.  Da  Beides 
gegen  die  ,Voraussetzuog  log  »>-log  b streUct,  so  kann  weder 
«<;^,  noch  az=zb  sein,  und  es  ist  folglich' « wie  behaup- 
tet wurde. 

Ferner  wollen  wir  annchmen,  dass  die  Basis  des  logarithmi- 
sehen  Systems  kleiner  als' die  Einheit  sei.  Wäre  unter  dieser  Vor- 
aussetzung a'^bl  so  wäre  nach  dem  vorigen  Satze  log«-<log^; 
wäre  a = b,  so  wäre  log  « = log  b.  Da  Beides  gegen  die  Vor- 
aussetzung log  «;>log  ü streitet,  so  kann  weder  a'^b^  noch 
a’=.b  sein,  und  es  ist  also  a^b,  wie  behauptet  wurde. 

.Hierdurch  ist  unser  Satz  nun  vollständig  bewiesen. 

n. 


Von  den  Mittelgrössen. 

§.  33. 

Erklärung.  Jede  Grösse,  welche  nicht  kleiner  als  die  klein- 

t 


\ 


/ 
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/ ste  und  Dicht  grösser  als  die  grösste  unter  mehreren  gegebenen 

Grössen  «r,  dti,  ar,,  o;,,  ist,  heisst  eine  Mittelgrösse 

oder  ein  Mittel  zwischen  diesen  Grössen,  und  soll  im  Folgenden 
überhaupt  durch 

0^1,  «4,  « . . .) 

bezeichnet  werden. 

Fs  erhellet  aus  dieser  Definition,  dass  es  zwischen  Grössen, 
die  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  unendlich  viele  ver- 
schiedene Mittelgrössen  geben  kann.  Sind  aber  die  gegebenen 
Grössen  sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  kann  man  nur  jede 
dieser  Grössen  selbst  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  nennen. 

§.34. 

Xmat%,  Jede  Grösse,  welche  eine  Mittelgrösse  zwi-  ‘ 
sehen  zwei  beliebigen  der  Grössen  ar,  a;,,  0,,  ^4,  . . . 

ist,  ist  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  diesen  Grössen. 


§.  35. 

Lehrtatx,  Wenn  a und  b zwei  beliebige  Grössen  sind; 
BO  ist  das  Product 

I«  — b)\  \ßf{a,  b)  — b\, 

wo  b)  eine  beliebige,  Mittelgrösse  zwischen  a und 

b bezeichnet,  jederzeit  positiv^  wenn  man  nur  dieses 
Product  auch  dann,  wenn  es  verschwindet,  als  positiv 
betrachtet.  ^ 

Beweis.  Wenn  a'^b  ist,  so  sind  nach  §.33.  die  Diflferenzen 
, a — b)y  M(a^  b)-^b 

beide  positiv,  und  das  Product 

— b)\\M{a,  b)^b] 

ist  folglich  positiv. 

Wenn  a-^b  ist,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  das 
Product' 

\b^M(a,  b)\  \M(a,  b)-a\ 
positiv.  Folglich  ist  auch  das  Product 

\a  — M{a,  b)\  \3f{a,  b)-^b\ 

positiv. 

Wenn  a:=b  ist,  so  verschwinden  die  Differenzen' 
a — M(a,b),JH(a,b)^b 
beide,  und  das  Product 

[a-JU(a,  t)\  \M(a, 

ist  folglich,  weil  es  verschwindet,,  wieder  positiv. 


§.  36. 

. Ltehrtatx,  Wenn  das  Product' 

{a-^J)  (A-r-b) 
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positiv  ißt,  so  ist  A jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwi- 
schen a und  by  oder  es  ist  ^ 

. Ar=zM{a.f  b). 

Beweis.  Wenn  das  Product 

. (a-A)  (A-b)  ■ 

verschwindet,  so  ist  entweder  Azzrza  oder  A=zbf  in  beiden  Fäl- 
len also  A nach  §.  33.  eine  Mittelgrössc  zwischen  a und  b.  Wenn 
aber  das  Product 

(a^A){A-b) 

nicht  verschwindet;  so  verschwindet  keiner  seiner  beiden  Factoren, 
und  die  beiden  Factoren  haben,  weil  das  in  Rede  stehende  Product 
nach  der  Voraussetzung  positiv  ist,  gleiche  Vorzeichen.  Ist  also 
a ^ A'^Of  so  ist  auch  A — b'^0,  oder  es  ist  A"^  b^  und 
folglich  A nach  §.  33.  eine  Mittelgrnsse  zwischen  a und  b.  Ist 
dagegen  a — so  ist  auch  A—  b-*C.^-,  oder  es  ist  a^A^by 

und  folglich  A nach  §.  33.  wieder  eine  Mittelgrösse  zwischen  a 
und  b.  Im  ersten  Falle  ist  offenbar  a~^by  im  zweiten  ist  a-^b. 


§.  37. 

V JLe/irsat».  Wenn 

• ‘ ' y ' 

Az=zzM(ay  a,,  or,, 

ist,  so  ist  für  jedes  positive  oder  negative  q 

qA z=z  M(qay  QOyy  qa^y  qa,,  qa^y  ....). 

Beweis.  Die  kleinste  uud  grösste  unter  den  Grössen  ' > 

I * 

ßfy  iiyy  <^3,  ^4?  • • • '• 

seien  respective  a und  y-y  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
§.  33. 

A.=z  M{Uy  ;'). 

Folglich  ist  nach  §.  35.  das  Product 

(“  — — 

positiv.  Weil  nun  q^  positiv  ist,  so  ist  auch  das  Product 

q^(a-^A)  (A  — y)y 

d.  i.  das  Product 
oder  das  Product 

(qa  — qA)  (qA^qy)  . 

positiv,  und  folglich  nach  §.  36. 

qA=zJU(qay  qy). 

Weil  nun  die  Grössen  qa  und  qy  offenbar  unter  den  Gliedern 
der  Reihe 

qify  qa^i  . . • • " 

Vorkommen;  so  ist  nach  §.  34. 


1 


I 


I 
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qAr=zM(qa,  qa^,  qa,j  qa^y  ....)» 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


§‘  38. 

Lehrsat»,  Wenn 

A M{Oy  t$y  y ^3)  > ®4>  . • • •) 

h 

v;  y ist;  so  ist  für  jedes  q mit  Beziehung  der  obern  und  un- 

tern  Zeichen  auf  einander 

AAnqz=  M{a  rb  «,  db  «,  d=  »i  )• 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  uoter>  den  Grössen 

^li  ^2i  ^4i  • . • • • 

seien  rcspective  a und  y,;  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
§.  33. 

. . ^ = Jl/(a,  y). 

Also  ist  nach  §.  35.  das  Product 

(«-^)  M-r), 

und  folglich  offenbar  auch  das  Product 

|azb^  — (^zb^)j.  lA=hq^(/=hq)l 
' positiv.  Daher  ist  nach  §.  36. 

Azi=q=:  M{a  zfc  y ± ^). 

Weil  nun  die  Grössen  azkzq  und  offenbar  beide  unter  den 

Gliedern  der  Reibe 

Vorkommen;  so  ist  nach  §.  34. 

. A:^q=z3f{azh:qy  a^zhqy  a^z^Qy  a,  ±(>,  ....), 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

§.  39. 

Lehrsatx*  Wenn  die  Grössen  ar,  ar, , ar,,  a^y  .... 
sämmtlich  positiv  sind  und 

Al  ■—  Af(af^  ^1)  ^2>  ^4)  ....) 

ist;  so  ist  für  jedes  ^ 

A^-=-M(a^y  «,?,  ar*?,  ar,?,  aj^y  ....). 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

t 

Oy  0\y  o^y  aT|)  ^4)  • . • 

seien  respective  a und  y\  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach 
33. 

A = M{u,y  r). 

Ist  nun  A einer  der  beiden  Grössen  a,  y gleich , so  verschwindet 
das  Product 


(«?  — AQ)  (A9  — y^), 
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\ 


und  ist  folglich  positiv.  > 
a,  y gleich,  so  ist 


Ist  aber  keiner  der  beiden  Grössen 


Ist  nun  Q positiv,  so  ist,  weil  die  Grössen  «,  y nach  der  Voraus- 
setzung positiv  sind,  und  auch 


offenbur  positiv  ist,  nach  §. 

aQ 

Folglich  sind  die  Differenzen 

aQ  — Jl9y  A9  — y? 
beide  negativ,  und  das  Product  , 

(a9^A9)  (A9-~y9) 


ist  folglich  positiv.  Ist  dagegen  q negativ,  so  ist  nach  §.  19. 

. und  die  Differenzen  , ^ 

— A^y  A9  — y9 

sind  folglich  beide  positiv,  das  Product 

(a?  — A9)  (A9  — y?) 

ist  also  wieder  positiv.  Weil  nun  das  Product 


{a9-^AQ)  (A9---  y9)  ‘ 

stets  positiv  ist,  so  ist  nach  §.36. 

A9  = M{aQy  y9). 

\ 

Da  aber  die  Grössen  a9  und  y(?  offenbar  unter  den  Gliedern 
der  Reihe 

' Ö9y  a^9y  Uy,9y  Uy9y  .... 

Vorkommen;  so  ist  nach  §.34.  ' ' ' , 

A9-=zM(a9y  tty9y  ), 

wie  behauptet  wurde. 

>•  . • *»  *r> 

§.  40.  ' ’ 

Lehrtiftx,  Wenn  «r,  beliebige 

■Grössen  sind,  q aber  positiv  und  ^ . ' < 

A 1—1  <Z|,  O^y  Äj,  fl?4,  . . . .) 

ist;  so  ist  jederzeit 

= qa.y  pa,, 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

• s 

• ®2>  .®1>,  ^4>  * • . t t* 

seien  respective  a und  y;  so  ist  nach  §.33. 

A = ßf(Uy  y). 

Ist  nun  A einer  der  beiden  Grössen  «,  y irleich , so  verschwin- 
det das  Product 


TbeU  I. 


19 
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und  ist  folglich  positiv.  Ist  .dagegen  keiner  der  Grössen  a,  / 
gleich,  so  ist  . ^ 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  q positiv  ist;  so  ist  nach 

§.  20. 

p«  < < py 

oder  * ' ■ 

jenachdem  p ^ 1 oder  p < 1 ist.  Für  p = 1.  wäre  . 

p<»  = p^  = py.  ' ■ ' 

ln  allen  Fällen  haben  folglich  die  Differenzen 

— qA^  qA  — qY 

gleiche  Vorzeichen,  und  das  Product 

(p«  — p^)  (p^  — py) 
ist  also  positiv.  Daher  ist  nach  §.  36. 

p-^  = ilf(p«,  py). 

Weil  aber  die  Grössen  q«  und  py  unter  den  Gliedern  der  Reihe 

p«,  p«i,  pa,,  p«,,  p«.,  , . 

Vorkommen;  so  ist  nach  34.  . 

= il/(p«,  p«i,  p«.,-  p«a,  p«4,  . . 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


4l. 

Lehnatx,  Wenn  «r,,  «4,  ....  positive  Grös- 

sen sind  und 

= »1,  «1,  «4,  . .>  .)  < . .. 

ist;  so  ist  für  jedes  logarithmische  System 

log  A = M{^q%  «,  log  log  log  ).  • , , ‘ 

Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

^ 

seien  respective  ce  und  y\  nach  der  Voraussetzung  und  nach 

A'=zM{a,  /). 

Ist  nun  A einer  der  beiden  Grössen  a,  y gleich;  so  verschwin- 
det das  Product  • " . . 

-.  .«t-  - * (log  a-*-log  A)  (log  ^ — log  y),  * •! 

und  ist  folglich  positiv.  Ist  dagegen  A keiner  der  beiden  Grössen 
a,  y gleich,  und  folglich  . ^ ...  .. 

a<A<ir, 

so  haben,  wie  aus  ^ 31,  sogleich  hervorgebt,  die  Factoren  des 
Products' 


' t t 


I 
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(logr  a — log  A)  (log  ^ — log  y) 

.jederzeit  gleiolie  Vorzeichen, : und  dieses  Product  ist  also  wieder 
positiv.  ' Folglich  ist  nach  §.  36,  . , 

, log  ^ = M(\o^  a,  log  yy 

Weil  aber  die  Grössen  log  a und  log  y offenbar  unter*  den  Grössen 
log  <7,  log  log  log  log  «4,  ...  . \ 

vorkonimen;  so  ist  nach  §.  34. 

log  A=iJ}jf{\Q^  «,  log  log  log  log  «4, ),  ' 

wie  behauptet  wurde. 

§.42.  .. 

Lehrsatz,  Wenn  «,  «r,,  beliebige,  da- 
gegen ....  sänimtiich  Grössen  mit  einerlei 

Vorzeichen  sind,  deren  Anzahl  in  bciden-Reihen  , die- 
selbe ist;  so  ist  jederzeit 


a 


Ol 


a. 


a a 


in 


71/rJ^i  ^ ^ V 

^ V 


Beweis.  Wenn  a und  / die  kleinste  und  grösste  unter  den 
Grössen 


a 


b » /y»’  /y^’  Ä.»  • * • 
sind;  so  sind  die  Differenzen 

«I 


a 


a. 


yx. 


' * • • • 


und  auch  die  Differenzen 


^ 

y — r — 7^,  y — . . . . . 

sämmtlich  positiv.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
d»,  . alle  'gleiche  Vorzeichen  haben;  so  haben  auch 

die  Producte^ 


■ 


■4. 


. und  folglich  auch  die  diesen  Producten  gleichen  Differenzen 

— — — flr,, 

sämmtlich'  gleiche  Vorzeichen.  Also  haben  auch  die  Summen 

H-  -f-  «2  ~F  «3  *+*  i • • • — «(^  “4“  -d“  ~|-  . . . .Jj 

/(^  ~H  “H  ^2  •+“  -d-  - . . “H  “H  »2  -1-  <5^3  -I-  . . . .)^ 

und  folglich  auch  die  Quotienten  ' 


g -f- gl  4- «2  4- -d- 


>4  • • 


^4-^  4- 4-^8  4- « • • • • 


• g 4-  g I 4-  gt  4-  ff  8 -f- 


i»a  4-  4, 


19 


■4 


DIgitized  by  Google 


292 


oder 


u — - 


a- 

b 


Ol 

■K 


0, 


0 


0, 


0, 


Ä, 


Ä -|-  b , -4-  Äj  -}-  bf  -f- 


7 


gleiche  Vorzeichen.  Daher  ist  das  Product 


0 


0 


r* 


0 


•'2 


0, 


— ) ( 


(« 


positiv,  und  folglich  nach  §.  30. 


-fr"  ~t~  'H 
b ~t~b^  -f-  ^2  -f-  b^  -f—  < 


— r) 


0 


0. 


0, 


0, 


• • • • 


bl  -f-  ^2 

Also  ist  nach  §.  34.  auch 


= y)- 


a 


0. 


0, 


0, 


■ ^ “f~  ^1  -f-  ^2  H~ 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


• • • 1#/^  ^ 

Ä,»  V V — 


§.  43. 

Zusatz.  Setzt  man  im  vorigen  Satze  Ä=rÄ,=z=^2=Ä,=:...=l, 
und  bezeichnet  die  Anzahl  der  in  jeder  der  heideu  Reiben  0,  0j, 
02)  0^3)  • • • • und  bl  byi  b^i  b^i  ....  enthaltenen  Glieder  durch  0; 
so.'ergiebt  sich  aus  dem  vorigen  Satze  die  Gleichung  ' 


0- 


0. 


= M{ai  Oll  02,  »3, ), 

wo  '0,  0,,  02,  03,  ....  ganz  beliebige  Grössen  bezeichnen. 
Hieraus  sieht  man,  dass  das  arithinetisclie  Mittel 


0 


0, 


0, 


n 


zwischen  den  n beliebigen  Grössen  0,  0,,  0,,  03,  ....  in  der  That 
jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  diesen  Grössen  ist. 


§.  44. 


Zusatz.  Sind  die  Urüche 

I» 


0 0, 


0, 


0, 


bC  V 


sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  fällt  jede  Mittelgrösse  zwischen 
ihnen  mit  ihnen  selbst  zusammen,  und  es  ist  folglich  nach  §.  42. 
unter  dieser-  Voraussetung 


0, 


0, 


0, 


0 

b 


«»' 


^ — 

Äj  />2 


fG 


^ / 


b -t-  bl  -j-  ^2  “t“  ^3 

§.  45. 

. Zusatz.  Sind  ^2»  ?s»  • • • • beliebige  Grössen  mit  einer- 

lei Vorzeichen*;  so  haben,  da  auch  die  Grössen  ä,  b^  b^y  ä,,  . . . . 
gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  die  Produkte 

t 

sämmtlich  einerlei  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  nach  §.  42. 

^ ?i  ' I **  ' * • • • — p t Äfj 


Ap  •+-  blQy  --f-  b^Q^  ”f-  ^3^8 


^2^2  ) 


S- 
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d.'i. 

ag -f-  eixQi  -P  » » » » M(—  ^ ^ ^ 

IfQ  -f-  A^Q^  -f—  ^zQ2  “i~  • • • • ■ ^■*-'  ‘ Äj*  Äj*  ^ 

Für  ^ = ..,.  = 1 ist  also 

+<*2?2 -I- «*Cs  -f-  • • • • nrnt  ' -v 

. ?+?.+?,+^+..:. — «a .. «»....) 

Oller 

-j- «r,^,  H- «2^5 -f- «j^3  + , 

= (^  -f-^i  -h^a  -h(>j  -1-  . . .,.)  M{a^  «r,,  «Tj»  ••••)•  - 

Id  dieser  Gleichung  ist  der  folgend^  Satz  enthalten: 

Wenn  a ti  • • • • beliehige,  dagegen^ 

. Grössen  mit,  einerlei.  V urzeichen  sind;  so  wirü 
das, Aggregat  . , 

«?  -+-  “H  «2?2  -i-  «S?3 
erhalten,  wenn  man  das  Aggregat 

4- 

mit  einer  gewisseä  Mittelgrösse  zwischen  den. Grössen 
AT,  <z,,  ....  multiplicirt. 

§.  46. 

jLehrsai%,  Seien  <z,  «3, , . . , und'  ^3,  ^3,  .... 

zwei  Reihen  positiver  Grössen,  und  in  jeder  dieser  bei- 
den Reihen  sei  die  Anzahl  der  Glieder  dieselbe;  so  ist 

1 . i.-  1 1 ■ 1 ' — 

{aa^a^a^ .,..). 

Beweis.  Die  Logarithmen  der  Grössen 


und 


sind  respective 


' {aa^a^Oz  . . . 

JL  1.  . i.  JL 
«3S  «a^S 


und  . 


log  g-f-log  g,  -l-log  «a  -nlog  «3  -H ; • • » 
Ä -f- A j -f“  ^a  “f“  ^3  .“t"  • • • • 

f r 

* f 

log  a log  ff,  log  ffa  log  ffj 
b ^ ^ ^ 


A,  

und  nach  §.  42.  ist 

* * ^ , 

N log  ff  4- log  H-  log  «a  -t-  log  ffa  -h  . . » 


= Af( 


^ -+-  4 3 — f—  b%  -+-  bz  -f-  . . . . ■ 
log  ff  log  ff,  lüg  ff,  log  ff,  . 

4,  ’• 


Geht  . man  nun  von  den  Logarithmen  zu.  den  eutspreGbenden  Zahlen 
über,  welches  nach  §.  40.  offenbar  v erstattet  ist;  so  erhält  man 
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.1 


[aaia^a,  . , . 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


' il  JL  J_  L . : 
= , «,%  «iS  ••••)» 


’ • ' . • . ' • . 

, . . 

Zusatz.  Für  6 z=lf^  =z6^  =6^=:, , ,=zl  erhält  inan,  wenn 
die  Anzahl  dieser  Grössen  und  also  auch*  der  Grössen  «,  «i,  «2» 
....  durch  n bezeichnet  wird, 


n 

V/a«,«a<ä^8  = M{a,  ’ 


, « . . I 

Die  Grösse  . . . . nennt  man  bekanntlich  das  geo- 

metrische Mittel  zwischen  den  m positiven  Grössen  or, 
und  aus  dem  V'orhergehenden  criieilet  also,  dass  das 'geometrische 
Mittel  zwischen  beliebigen  positiven  Grössen  in  der  That  eine  Mit- 
telgrösse zwischen  diesen*  Grössen  ist. 


§.  48. 

Zusatz.'  Wenn  die  Grössen  , 


sämmtlicb  unter  einander  gleich  sind;  so  ist,  w'ie  sich  aus  §.  4ö. 
unmittelbar  ergiebt, 

1 }_  j.  ^ • 

(<rax«2«2 ; . . z=a^  = z=  = «r,^»  = ; . . . 

§•'»9-  . . . ' . 

Lehrsatx.  Wenn  die  Brüche 

T’  V z;*  T^\ — ; 

alle  einander  gleich  sind;  so  ist 

^ i_  -f-g,*  -t-.... 

b T,  -h  -h  -H 

' » 

indem  man  das  obere  *oder  untere*  Zeichen  nimmt,  je- 
nachdem  die  in  Rede  stehenden  Brüche  sämmtiich  posi- 
tiv oder  sämmtiich  negativ  sind. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetzung  ist 

. ^ V 

___  ^2*  L ^3*  ><. 

Ä»  “ V ^3*  

' * . • ' ■ • 

und  folglich  nach  §.  44. 

• » • 

«2*  «sf «*  -f-  «X*  -h  ««*  -4-  «3^  •+•  * ♦ » ♦ 

Ä»  Äi*”“  V"”  ^3* ^ 

Würaus  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  durch  Ausziehung  • der 
Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten  folgt.  ■ • 


I 
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III.  / 

Von  den  imaginären  Grössen. 

§.  50.  ; ‘ ' 

Erklärung,  Den  Modulus  der  imaginären  Grösse  a H-/SI/— 1, 
wo  a und  ß beliebige  reelle  Grössen  sind,,  nennt  man  die  Grösse 

■ \ 
die  Quadratwurzel  stets  positiv  genommeb.  . / 

Zwei  imaginäre  Grössen 

t 

a -f-  ß\/ — 1,  y -f-  d\/ — 1 

heissen  einander  gleich,  wenn  sowohl  die  beiden  reellen  Tbeile 

«,  Y»  beiden  ebenfalls  reellen  Factoren  /9,  6 von  1' 

einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn  a^y  und  ^ = d ist.  - ' 

Zwei  imaginäre  Grössen  von  der  Form 

ft  — ßy^ Ij  ^T~~ß^^ 1 

heissen  conjugirte  imaginäre  Grössen. 

Sowohl  einander  gleiche,  als  auch  conjugirte  imaginäre  Grössen 
haben  ofi'enbar  gleiche  Moduli. 

' §.  51.  - ' '*• 

1,  Die  Summe  der  imaginären  Grössen  ‘ ' -*  •*  > 

ft  + ßVf  -^  1,  fti  -H  ßi^. — Ij  “1“  ßz^ — 1?  ft*  

ist  . ' . 

ft  “f-  «I  ■+: «»  ■+•  • “F  (/^  + “1“  “h-  • • • 0^^ — 

2.  Die  Differenz  der  imaginären  Grössen 


ft-h/Sl/'— 1,  F 

ist 

ft — Y-y^(ß — 1. 

.3.  Das  Product  der  imaginären  Grössen 

ft  -f-  ß\/ — 1,  Y -f-  6\/  — 1 . . 

ist  . . ^ ■ 

ay  — ß^ ’+■  (a^  •+•  ßy)^ — 1.  ‘ 

« 

4.  Setzt  man 

y-l-  (A^  — 1 

' so  muss  ‘ ^ , 

ft  -I-  ßi^ — 1 = (;^  -h  — 1)  (p^  — 1). 

•f  , . 

,d.'i.  nach  3.  . ‘ • 


==  yp  — ’ H-  {dp  -I-  y^yi^ — 1 ? 

und  folglich  nach  §.50. 
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a = yp  ^ 6^,  ß ^ 6p 

sein.  Bestimmt  roan  aus  diesen  beiden  Gleichungen  p und  's» 
erhält  man 

ay  6^  ßy  — acT 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

ay  + ßä  ßy  — tt(f.y ^ 

y^^\^zri~y^  + <P.y’‘-h<l^ 

• • • * * 

Für  0 = 0 ergiebt  sich  hieraus 

cg-f-^y/—  1 _ ^ ^ i/tTT 

y y y , ' 

' 5.  Nach  3.  ist  ' ' 

(cc  "4“  ß V^”“  1)  “4“  p — 1}  — j—  (cc^  -4“  ßX)  \/^  — 1, 

» t 

(y  -h  <y  \/ — p [/ — 1)  = yA,  — d/*  -f-  {yp  -4-  <yx)  \/—  1, 

und  folglich 

(<g  -4-/g  — i)  (X-\-p\^’-l)  aX  — ßp-^  {ttp  -4-  ßXW'^ — 1 ' 

(y  -I-  (f  \/ — 1)  (A  -I-  ^ V/ — 1)  yA  — d)u  -f-  (ya  <W.)  — J 

Also  ist  nach  4. 

(g-^^jgV^iri)  1)  («A  — (yX — cTyu) -4- («^ iyp -i- d*A) 

(y  -f.  cTV/HI)  (A-h^V^ZT)  (y^  — * H-  (y^u  •+•  dA)* 

(«^  + ^A)  (yA  — — (aX  — ßp)  {yp^^X)  ^ ^ 
(yA-t^u)*-H(y/i-^cfA)2  V'  — 1, 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  tindet, 

(g-f-/9V/—l)  (A-h/^V^— 1)  _ gyH-/?(f  ßy^ud 

(y  QA  y*-4-(f»  y»H-d* 


Weil  nun  nach  4. 


<t-\-.ß^—  1 «yj+^  ^ ßy  — ad  ^ - 

Y^d\/~\  -^y^-ftr»  y^H-d**  ^ ^ 

ist,  so  ist  

_ (c  H-  <8  >^^1)  (A  + /4  V^~lV 

d.  h.  der  Bruch  ^ 

a-\-ß\/~\ 

y d\^  — 1 

bleibt  unverändert, 'wenn' man- seinen  Zähler  und  seinen  Nenner 
mit  derselben  Grösse  multiplicirt. 

Also  ist  auch  

ß ~1 («  -4-  i) "(y  — 0 

yH-<fV/ — 1 (y-f-d'V^  — 1)  (y  — d 

.«-4-^1/Zri  ^.(g  -I-  ^ jtc  — ß 

y -h  d*  — 1 (y  d y/—  j)  (g  — ^ l/”—  1) ’ 
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d.  i.  nach  3.  ' 

^ • \ 

« -H/9  — 1 ' («4-^  V/ — 1)  (y -t-cTV^ — 1) ay-i-ßd  — (cecT — ßy)  \/ — 1 

y 4-  y*  4-  d'*  y*  4-  d“*  * ' 

a-^-ß\^^ ^ 4-  ß^ » a*  -i-ß^ 

y4-d'^  — 1 (y4-d'V^ — 1)  (a — — J)  ay 4- /?cf 4- (gtf — ßy)^ — 1 

6.  Weil  nach  4.  ^ 

*•  ' , * 

«4-/8  ^ — I , uX-\-ßfi  ßk  — g,u  1/3-r 

il  4-  I A®  4- • A*  4- ’ 

• y4-<yV^— 1 yA  4-  <r^  dA  — y/u  t / — j 

A ^ V/Zn  ■“  A*  4- iU*  •+■  A*  4- 
ist,  so  ist  ; 

(«4-/8  1)  : (A  4-  /“  1) «A  4-  /9/i  4-  (^A  --  afj)  \^—  1 

(y  -H  d*  V/—  1)  : (A  4,  ^ 1)  yA  ^ d)u  4r  (dA  — y/i)  W'—  l’ 

und  folglich  nach  4. 

(«4-/8^— I):  (A4- i«^—  1) («A 4- ßfl)  (yA 4- cT^) 4- (/3A  — g/i)  (cTA  — yfx) 

(y  (f  V/_  1) : (A  4-  V'^^)  (yA  -H  d^)*  4-  (dA  — y^)» 

(/8A  — g/i)  (yA  4-  d{x)  ~ (gA  4-  /?^)  (JA  — y^u)  j > j- 

(yA  4- 4- (d'A  - y.a)» 

oder,  wie  mun  mittelst  leichter  Rechnung  findet, 

(«-H/8  V^—  1)  ; (A4-.«^—  1) «y  4-  . ßy  — ad  . y— T* 

(y  ^ J\/— 0 : (A4-^  y*  4-  d^  . y*  4-  cT^ 

Weil  nun  nach  4.. 

ti-hß  1 • «y  4-  /8iT  . /8y  — «tf  i/^TT 

y4-jV/ITT  y*4-<^*  y*-h<f*  • 

ist,  so  ist ,, 

a + ß _ (g  + /8  ; (i+jU 

y^<T\/:n  (y4.<fV'Zri);(i  + ^Vy  1)’ 

und  der  Bruch, 

‘ \ 

«4-/8 

y 4_  J — 1 .... 

wird  also  nicht  geändert,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch 
dieselbe  Grösse  dividirt. 

§.  52.  • . . 

JLehrsatx,.  Jede  imaginäre  Grösse  « db  |S  \/ — l kann, 
wenn  der'Modulus  derselben  der  Kürze  wegen  durch  q 
bezeichnet  wird,"  auf  die  Form  ■ , 

q (cos  5p  ± sin  y 1/  — 1) 

I „ » 

gebracht  werden,  wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
sich  auf  eiuander  beziehen. 
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Beweis.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  müssen  wir  zeigen, 
dass  sich  die  Grössen  q und  9 so  bestimmen  lassen,  dass  der 
Gleichung 

a zhi  ß ==  Q (cos  y db  sin  <p  \/ — 1) 

genügt  wird,  und  dass  bei  dieser  Bestimmung  q den  Werth  des 

Modulus  -h /S*  erhält.  Der  obigen  Gleichung  wird  aber  zu- 
folge §.  50.  genügt,  wenn  man  die  Grössen  q uud  9 so  bestimmt, 
dass  sie  den  neiden  Gleichungen 

q cos  y =r=  a,  ^ sin  9 = 

zugleich  genügen.  Quadrirt  man , auf  beiden*  Seiten  jdieser  Glei- 
chungen, uud  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man 

i 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  muss,  da  q den 
Werth  des  Modulus  der  gegebenen  imaginären  Grösse  haben  soll. 
Dividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  in  die 
zweite,  so  erhält  man 


tang  SP  = -^, 


ß 


und  folglich,  wenn  wir  durch  Arctang  den  der  goniometriseben 

ß * 

Tangente  — entsprechenden  Dogen  bezeichnen,  welcher  den  klein- 


sten absoluten  Werth  bat, 


ß 


9=  Arctang  x;r,; 

wo  X eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  über  die  nun  die  folgende  Be- 
stimmung gegeben  werden  muss. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

' ß B 

cos  9 = ( — 1)^  . cos  Arctang  sin  9 ==  ( — 1)^  . sin  Arctang 

* ß * * ß 

Da  nun  Arctang  — den  der  goniometriseben  Tangente 

entsprechenden  Bogen  bezeichnet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 
Werth  hat,  so  ist  cos  Arctang  — immer  positiv,  sin  Arctang  — 

' ß 

dagegen  ist  positiv  oder  negativ,  jeiiachdem  — positiv  oder  nega- 
tiv ist.'  Also  ist 


cos  Arctang  ~ = 


1/ 


^ =,  sin  Arctang  — = 


£ 

a 


« 


die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 


ß 

cos  Arctang  ~ = 


a ' . A . ß ® 

r-7====-.  Sin  Arctang  — 7-7======^» 
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dttS'  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdedi  positiv 
oder  negativ  ist,  woraus  sich  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dass  immer 


CO?  AVetang  = ± Arctapg  f = ± 

und  folglich  . 

o /?  ' ’ 

^,cos  Arctang  --  = db  a,  q sin  Arctang  ~ = i ß, 


ß? 


ist,  wenn  man  nur  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  a positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nach  dem 
Obigen  • • 


Q cos  y = zt  ( — 1)’^ . a,  ^ sin  5P  = zt  ( — 1)^  . /?. 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen'  nimmt,  jenachdem  a 
positiv  oder  negativ  ist.  Nimmt  man  nun  aber  die  ganze  Zabl'x 
gerade  oder  ungerade,  jenachdem  a positiv  oder  negativ  ist,  so 
ist  jederzeit  . : ' . 

Q cos  5P,=  «,  Q sin  (f  =z  ßy 


wie  es  dem  Obigen  zufolge  erforderlich  ist. 
Also  ist 

' ' ' ß 

y = Arctang  xar, 


wenn  man  nur  die  an  sich  übrigens  ganz  willkUhrliche  ganze  Zahl 
X gerade  oder  ungerade- nimmt,  jenachdem  a positiv  oder  negativ 
ist,  wodurch  nun  sowidil  als  auch  <p,  vollkommen  bestimmt,  und 
unser  Satz  mit  aller  Strenge  bewiesen  ist. 

§.  53.  . 

Lehrsatz.  Das  Product  der  imaginären  Grössen 
cosydbsiny  l/—  IjCesy^  dbsiny,  \/  —\^  cos ^p^dh sing?,  \/ — 1,...., 

wo  9>',  9i,  9,,  9,,  ....  ganz  beliebige  Bogen  oder  Winkel 
bezeichnen,  ist  mit  Beziehuiig  der  oberen  und  unteren 
Zeichenaufeinander 

cos  (9  -f-  9i  -f-  9a  H-  . . . .)  sin  (SP  -f-  y I -1-  SP*  H“  • . • 1- 

Beweis.  Nach  §.  51.  3.  ist 

(cos  9 zir  siu  9 \/ — 1)  (cos  9,  dhz  sin  9,1^  — 1) 

- = cos  9 cos  9,  — sin  9 sin  9, 

zt  (sin  9 cos  9,  cos  9 sin  9, ) — 1, 

d.  i.  nach  bekannten  goniometrisehen  Formeln 

• (cos  9 db  sin  9 — 1}  (cos  9,  zb  sin  9^  \/ — l)- 

=,cos  (9 -t- 9,)  zb  sin  (9 -h9i)  — 1. 

Also  ist 

(cos9zbsin9  — 1)  (cos9j zbsio9,  \/ — 1)  (cos9, zbsin92  \/ — 1) 
= jcos  (9rb9i)  isitt(SP  + 9Pi)  M (cos  9,‘db  sin  9»  — 1) 

= cos  (9  ?4-  9i  9a)  =b  sin  (9  9,:  rb  9a>  V-r-.  Ij  j 
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I 


und  folglich 

(cos  9>dbsin  5p  — 1)  (cos^i  dbsinyj  \/  —\)  (cos9>2=^‘^*i>9’3  l/'—  T) 

(cos  y,  rb  sin  y,  \/ -^  1) 
z=|cos(5pH-y,+5p2)=t:sin(9)+5p,H-5p,)l/" — 1|  (cosy,dbsiny,  — 1) 

= cos  (5p  + SP,  -f-  9)3  ~h  9,)  =fc  sin  (9  -4-  SP,  -I-  SP*  -I-  9,)  \/—  1. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und^die  allge- 
meine Gültigkeit  unsers  Satzes  liegt  mit  völliger  Deutlichkeit  vor 
Augen. 

§.  5*4. 

L,efirsat%,  Für  jedes  positive  oder  negative  ganze 
n ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander 

(cos  9 zt  sin  9,1/  — 1)«  = cos  n<p  ;±:  sin^M9 

Beweis.  Wenn  n eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ergiebt 
sich  aus  §.  53.  auf  der  Stelle,  wenn  man  dort  9>  = 9,  =9)3  ==9, 
setzt,  und  sich  die  Reihe  SP>  9i , 9a,  9s)  ....  nus  n Gliedern  be« 
stehend  denkt. 


(cos  9 d=  sin9  — 1)«  = cos  n<p  db  sin  «9  \/  — 1. 
Wenn  ferner  n eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  setze  man 

(cos  9 db  sin  9 — 1)«  = 


(cos  9 -dr  sin  y — 1) 

Weil  nun  — n eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem  so 
eben  Bewiesenen 

(cos  9 db  sin  9 — 1)—«  = cos  ( — «9)  dd  sin  ( — «9))  \/  — 1. 

Nach' bekannten  goniometrischen  Sätzen  ist  aber 

cos  ( — «9)  = cos  /19,  sin  ( — nep)  = — sin  «9, 
und  folglich 


(cos  9 dz  sin  9 1/  — 1 )— '*  = cos  «9  =p  sin  ntpV^  — l ; 


also 


cos  n(f  =F  sin  — 1 
cos  Tvp  db  sin 


(cos  9 ziz  sin  9)  1/  — 1)”  = 

Weil  nun -nach  §.  51.  5. 

1 ^ 

cos  «91  =f=  sin  ntf\^ — 1 d“  ®*n  n(f>^ 

d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

= cos  «9  db  sin  n(p  V^—  1 


cos  ruf  =F  sin  n(f>  ^ — 1 

ist,  so  ist 

' (cos  9 zt  sin  9 1/ — l)*  = cos«9dbsin  5p 

und  unser  Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 
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■ ' §.  55. 

Zittatx,  Wenn  m und  h positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind,  so  ist  immer  > ' > 

(cos  ^ (p  rt  sin  SP  — 1 )”  = (cos  g>db  sin  ^ l)"* . 

Nach  §.  54.  ist  nämlich  , ‘ 

. ♦ 

(cos  ~ 5p  ± sin  “ 9P  i/ — 1 )«  r=  cos  rt  sin  «9  l/^ — 1 

und  ' ' ' • - ' 

(cos  9 =1=  sin  9 (/  — 1)«  = cos  «»9  db  sin  ««9  1/ — '1, 

woraus  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  erhellet.  ' • 


§.  56. 

Die  Gleichung 

rn 

' 1.  (cos  9 dbsin  9 \/ — 1)”  = p (cos  i/f  + sin  9 1/ — I), 

WO'  m eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  n eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl,  q eine  reelle  positive  Grösse,  tp  ein 
reeller  Bogen  sein  soll,  ist  jederzeit. erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

2.  (cos  9 dz  sin  9 \/  — l )"*  ==  p”(cos  ip  sin-9  \/  — 1)« 

erfüllt  ist.  Weil  aber  nach  §.  54. 

(cos  9 dz  sin  9 \/  — 1)”  = cos  «19  zt  sin  mtp  \/  — 1, 

(cos  9 -|-'sin  9 — 1)«  z=  cos  «9  H-  sin  «9  \/ — 1 

ist,  so  ist  die  Gleichung  2.,  und  folglich  auch  die  Gleichung  1. 
jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Gleichung 

3.  cos  mp  zt  sin  mp  \/  — 1 z=  p«(cos  «9  -f-  sin  «9  — 1) 

erfüllt  ist.  Diese  Gleichung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

4.  cos  mp  = p"  cos  «9,  zt  sin  mp  = p”  sin  «9, 

oder  die  beiden  Gleichungen 

5.  cos  (zt /W9)  = p”  cos  «9,  sin  (zt  »»9)  = p”  sin  «9 

erfüllt  sind.  Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen 
und  addirt  die  erhaltenen  Gleichungen  dann  zu  einander,  so  er- 
giebt  sich 

' p2»  = l, 

und  folglich,  weil  p reell  und  positiv  sein  soll,  p = l.  Hierdurch 
ist  p bestimmt,  und  man  muss  nun  also  9 nocli  so  bestimmen,  dass 
den  beiden  Gleichungen 

. 6.  cos  (zt  mp)  = cos  #»9,  sin  (zt  mp)  ==  sin  ntfß 
genügt  wird. 

Nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen  erfordert ' die  erste 
dieser  beiden  Gleichungen,  dass,  indem  x eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  entweder 

‘ «9  = 2x7T  zt  #J»9  Ä . / 
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oder 

nxlf  — 2x7r:=pm^ 

ist.  Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  erfordert  dagegen, 
dass  entweder 

»1/;  = 2x7T  ± /»5p  ' ^ 

oder 

mp  = (2x  -f- 1 )7T  zp  mtp 

ist.  Da  nun  den  beiden  in  Rede  stebenden  Gleicbnngen  zugleich 
genügt  werden  soll,  ^o  muss  man 

mp  ;=  2x7T  db  /»y, 

also  . 

’ 2x7Tzi:ni<l>  '' 

t/;  = ^ 

^ n 

setzen,  und  es  ist  also  nach  dem  Obigen  für  jedes  positive  oder 
negative  ganze  x , 

» • ■ »I 

7.  {cos  ^.d=  sio  9 k^T)»=  si»  VZn, 

oder,  weil 


n 


2xn  d=  mtt>  db  {mfi>  d=  2xn)  mw  d=  2xn. 

cos  • = cos =5=  cos  — ’ 


, 2x7r=fc>W7)  . d=(»i</>  bb  2;f7i)  , . m(rdtz 

Sin  ^ = sin  = zfc  sin  — - — 

' .n  n n 


2X71 


ist,  für  jedes  positive  oder^  negative  ganze  x 

m 

« / I . I / TT  - «ly  =fc  2;f7r  , . mif>  db  2xn  , ^ — 

8.  (cos  yztsin  9 K — 1}  = cos — zbsin — ' ^ — \/ — 1, 


wo  aber  auf  der  Steile  erbellct, 
thigen  AllgemeiDbeit, 

m 

9.  (cos  9 zt  sin  9 1/ — Ij"  = cos 


dass,  man 

m(f>  -I-  2x71 

n 


, unbeschadet  der  nö- 


I . 2x7t,  I / — = 

zt=  sin  — K — 1 

n 


setzen  kann., 

Alan  siebt  hieraus,  dass  die  Grösse 


m 

(cos  9 ± sin  9 — 1)”, 

weil'X  jede  beliebige  positive  oder  negative  .ganze  Zahl  sein  kann, 
nicht  bloss  einen,  sondern  eigentlich  unendlich  viele  Werthe  bat, 
wobei  sich  aber  immer  noch  fragen  lässt,  ob  diese  unendlich  vielen 
Werthe  auch  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind,  oder  ob  nicht 
vielleicht  unter  denselben  welche  Vorkommen,  die  einander  gleich 
sind.  Bei  der  Beantwortung  dieser  wichtigen  Frage  untersdieiden 
wir  die  folgenden  Fälle. 

1.  n sei  eine  gerade  Zahl,  nämlich 

'«  = 2/*. 

Ueberhaupt  sei  nun 

X = dz  (^/*  d- /t'),  ; . . ‘ 

wo  X eine  positive  ganze  Zahl  und  sein  soll,  so  ist 
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' ' nvt'  -4-  2»i  • mff  =fc  2 -4-  (W*)  rr 

, . cos  = COS » 

■ n 

mip  *4-  2x71  „ . «i<;p=4=2(A|U»+;^);3 

sin  = sin  — ■ 

n 


n 


d.  i.,  weil  nz=z^fjb  ist, 
cos 


t * 


>*  * ^ 


.m<i>  ± 2un 

= «»» ( — s — 


n 


«”y  + ^ <”.y  ^ 

ij“'” 

n ' ^ 


Ist  nun  A.  eine  gerade  Zahl,  so  ist 
cos  — = — = €OS 


md‘  -4-  2*71  iwqr  ± 2^  TT 

= cos  > 

n n 


. »w-+-2*7J  . m(f^2fX7t 


folglich 


cos 


my -1-2x71  my -4-2x7» 

73  ^ 

/ 

77l(Trfc2yU'7Jrf  . . #7iy=fc2^'7»  ,/ — i" 

= ^ n ’ 

mf  + ^xn  _ mif  + ^ 


cos 

' tt  . .'  - . 

_ eos  _ si»  ^£±3!i:2  V/tn. 

^ l 

Ist  aber  X eine  ungerade,  also  X+l  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man 

..  J 77iy  2/3*71 

n . 


eos  = cos  I ± (i  + 1)  1 . 


73 


«r+2«  ^ 3i„  ± (X  + 1)  » q=  TT  j 

73  V 73  » 7 


oder 


cos 


S2Ldi?25’— cos  t "»T  -*-  ± (X  H-  l)ff  j , 

,i„-5!5t±*i5  = sin  _ (X  + l)nr  j 

'73  * /*  » 

setzen.  Dann  ist,  weil  A,-l-l  eine  gerade  Zahl  ist, 

Vkif  -+-  2X73 


COS 


73 


7«y  =F  2(/u  — fi)n 

==  COS  1 

' 73 


. «n<r -1-2x73  . TTiy  =F  20*  — /3> 

sin  : — :;; = 8*n  :::  r » 

73 


73 


und  folglich 


cos 


iTiy  -4-  2x73  ' i 

73 

ffly  =f2C^-^>  yy  =f2Q3  — ia> 


»ly  -I-  2x73 

cos  ^ — : •+•  sin 

73 


7t 
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tnff>  -f-  2*7j  . mw  2xti 

cos  , sin  - ^ 


n 


n 


i/=n[ 


m(f>  =F  2(/u  •—  u’^i  . «um  =p  2(iU  — , > 5. 

= cos  ^ sin  — ■-  ” — \/ — 

n n 

Aus  dieser  Darstellung  geht  deutlich  hervor,  dass  man  in  der 
Gleichung 


?n 


(cos  y zt  sin  y — 1)”  =;=  cos  ^ dh  sin  — \/ i, 

bloss 

X = 0,  rfc  1,  db2,  zir  3,  . . . , dbfi' 

zu  setzen  braucht,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  unter  den  Wer- 
then  von 

m 

(cos  5p  ztr  sin  y \/—  1)”, 

welche  man  auf  diese  Art  erhält,  in  der  That  alle  übrigen  enthal- 
ten sind., 

Für 

I 

m 

(cos  5p  sin  5P  \/ — 1)" 

erhält  man  auf  diese  Art  die  folgenden  Werthe: 


cos 


f/Kf 


cos 


cos 


cos 


cos 


n 

tncp  =tr  27t 
n 

m<f  db  kn 
n ' 

nuf  ± 671 

n 

I 

mtf  db«7T 
n 


sin 


mtf 

n 


. m(f>  =4:2;»,  y 7 

sin  — 


, m(f  db  47T 
sm  - 


n 


\/~h 


. . »lop  db  Gti  , / 7 

-H  Sin  — V — 1, 


7t 


u.  s.  w. 


sin 


tn<f>  db  nn 

7t 


V-U 


und  eben  so  erhält  man  für 

(cos  gp  — sin  \/ — 1^ 

die  folgenden  Werthe: 


m 

n 


tn(p 
cos  — ^ 

— sin 

^ 1/r 

1, 

71 

7t 

t 

cos 

7/t<f  db  2;r 

— sin 

7/Vf  rb  2tI 

V=T, 

9t 

7t 

cos 

tntf  ± kn 

— sin 

TTKf  =b  kn 

k 

7t 

1 

cos 

tnqi  db  6ti 

— sin 

»iqt>d=67r 

tt 

u.  s.  w. 
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cos 


mtf  =t  nn  . mq>  dt  nn 


n 


— sin 


n 


v/=n[. 


ln  jeder  dieser  beiden  Reihen  sind  offenbar  + 1 Wertbe  ent- 
halten, und  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  der  beiden  Reihen  diese 
+ 1 Werthe  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  Sollten 
aber  zwei  Werthe  in  einer  der  beiden  Reihen  einander  gleich  sein, 
so  müsste,  indem  weder  2X',  noch  2^^^' grösser  als  n ist,  entweder 
zugleich 


cos 


mq>  db  2ifn  fnq>  =1=  2X''n  . fna>  =i=  2A'7r  1 tnw  db  2X"n 

— cos  — i ein  — t — ein  — I 


n 


n 


. > 


sin 


n 


sin 


n 


oder  zugleich 

mff  2k’ n mw  ^ 2k”n  . mqi  ± 2>l'7r  . m<p  =F  2k’’n 

cos  — ==  cos  , sin ==  sin  

n n ’ n n 

sein,  lin  ersten  Falle  müsste,  wenn  x eine  beliebige  positive  oder  ‘ 
negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  nach  bekannten  goniometrischen 
Sätzen 


d.  i.  . 


IWQP  =t  2Xn  mq>  ± 2jl"7r  ^ 

— = — -f-  2x7T, 

n n ^ 

dti  V zzz'zh:  V X»,  dh  {V  — X")  = x» 


sein,  welches,  da  weder  X\  noch  V'  grösser  als  ist,  offenbar  un- 
gereimt ist.  Im  zweiten  Falle  müsste  • . 


»ign  ± 2yl'7r  f/up  ^ 2yL"7T 


n 


n 


2x7f, 


d.  i. 

rb:  X'  = X"  -f-  x»,  db  {X'  -f-  X")  = xn 

sein,  welches,  weil  weder  X\  noch  X”  grösser  als  ist,' nur  dann 
möglich  ist,  wenn 

X’  = X"  = 2X'  = 2r  = n 

ist,  und  in  der  That  ist  auch 

m(f>  dt  nn  ,mq>  , . mcp 

f cos = cos  ( — - db  TT)  = — cos  — 

fl  \ rt  i /tm  ^ 


n 


n 


. «iQp  dr  nn  . .mfp  ^ . . m<t> 

in = sin  ( — - db  ^)  = — sin 

n ^ n * « ’ 


sin  . 

n ^ n 

so  dass  sich  also  sowohl  die  beiden  Werthe 


cos 


tn(p  db  nn  . mtp  d=  7m 


n 


sin 


71 


als  auch  die  beiden  Werthe 

tn(i>  ds  nn  . fntp  dt  Tin  « / — =• 
cos  ■■  sin  — - ' V — 1 


n 


n 


auf  einen  Werth  reduciren. 

ln  den  beiden  obigen  Reihen  sind  also,  mit  Ausnahme  der  bei- 
den letzten,  alle  Werthe  unter  einander  ungleich. 

Für 


m 


(cos  gp  + sin  y — 1)” 


TheU  1. 


20 
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erhält  man  die  folgenden  sämmtjich  uöter  einander  ungleichen 
Werthe: 

' cos — ^ -f- sm — - V' — 1, 

....  ^ ^ ' • - 

#»01=4=271  * . m<f‘±2n  . 

COS  — h sin V — 1 , 

, n * n ' * 

m(f  =4=  47t  . * mtf  ± kn 


cos 


n 


-f-  sin 


n 


' mfr>±(in  . mctzSz  &n  . y =■ 

cos  — 1-  sin  — K — 1 , 

n n ' ^ 


cos 


J I , 


u.  s.  w. 

tnq>  z*z(n  — 2")7i  . »ly  =4=  — 2)tj 

n n 

m(p  . . mrf>  jy j 

. — cos  ^ — sin  — - V — 1 
n n 


v^, 


oder 


.±(«os2£^.,i„^ü2V:^),  ■ 

' fl  f n ■'* 


/wyTi 


^ cos 


ffly  =fc  27t 

n ' 


sin 


mtf  ± 27t 

■ n 


" - mrt  =4=  47t  . . #»o  =4=  47t  I y 7 

COS H sin V — 1 , 

n * n ’ 

mtp  r4=  Ctt  ■ ■ , m(f  ± Ctt  i y r 

h sin V — 1 , 


cos 


u.  s.  w. 


cos 


«iqp  =4=  (#1  — 2)7t  . mit  =fc  («  — 2)7t  . / — 7 

-i 1_  g,n  — : K — 1. 

n ■ n 


Für 


m 


(cos  9' — sin  9 — 1)” 


erhält  man  die  folgenden  n'  sämmtlich  unter  einander  ungleichen 
Werthe:  ' 


cos  — • — sin  — V — 1 iv 
n n * 


mit  =4=  27t  * . mit  =4=  27t  * 

cos  — . — sin  • 


»19  =1=  47t 


. n 


n 

. mif'  =4=  47t 
, n 


cos  — =— r sin  — ^ — I/-7-  1 ^ 


cos 


mw  ± 67t  . mit  =4=  6rt  I / — 7 

— r sin — V — 1 , 


#t  V.  n 

u.  s.  w. 


-I  ' 1 r 


■ ‘ «19  db  (7t  — 2)7t  . 7»9  d=  (7t  — 2)7t  I 

COS  — -r—  — ; Sin  — ^ rr  K — 1, 

n n 


mip  . mip  I ✓ — T- 

— COS  — f Hh  sin  — K -r  1 


I 7'*/ 


' \ 


» 
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dh  (cos  ^ — sin  ^ 1)  , 


cos 

m(p  dh  2ti 

— sin 

mtp 

2n 

y~ 

- 1, 

71 

71 

cos 

nup  ± ^7» 

— sin 

mcp 

dh 

4t» 

- 1, 

71  „ 

71 

cos 

mtp  =fc  6t» 
71 

— sin 

m<p 

-4- 

71 

67» 

yz 

1, 

n.  8.  w. 

— (^  — 2)7f  . //?<?>  =fc  — 2);r  , > 

cos ; 8in  — V — 1 

n - n ir  M. 

• - . » 

II.  « sei  eine  ungerade  Zahl,  nämlich 

» = 2/u-  -f- 1. 

. Ueberbaupt  sei  , 


2x — b zt  1(2^ -f- 1)A. -f- 

wo  X eine  positive  ganze  Zahl  und  ft'  <T  2/«-  -f-  1 istj  so  ist 

-h  2;f7T  _ mff  d=  \{2fi  -4-  1)A  -f-  m'Iti 
n - n . , > 

.-in  -I-  — jjjp  ”»y  =*=  K2fi  4-  1)A  -f-  yu> 

d.  i.,  weil  n = 2/t  1 ist, 


n 


cos 


nuf  -f-  2x7» 


71 


Tnrp  rfc  f/n  . 

= «®s  ( - ■■„  ± 


. . «ly  _j_  2x7»  . ,»iy  ± t/n  , - . 

sin  = sm  „ ± i;r). 


Ist  nun  X eine  gerade  Zahl,  so  ist 


ma>  -f-  2x7»  mm  =fc  ii'n 

cos  — ^ = cos  ^ 

. n 71 

. iwy  -f-  2x7»  . mm  =fc  fxn 

in  —1—^ sm  -Jt: c_ 


sin 

4 


7t 


n 


und  folglich 


-I- 2x7»  . . «iy-f-2x7»»/ — 1- 

h sin  K — 1 

n 7t  ’ 


— cos 

7S 

' ' mtf^  'uW-  . mtr  :iz  u‘7t  t y — ^ ' 

= cos  — ^ ^ ^ sin  — ^ ^ K— . 1, 

n . 71  * 

wobei  man  zu  bemerken  bat,  dass  in  diesem  Falle,  wegen 
Gleichung  . ; 


7t 

___  ^7* -I- 2x7»  . «»y+2x7» 

^ ' — Sin  — V-  ■' 

‘ 71  '71 
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2jf  = !i  j(2/i* -H  1)X -4- jtt'l, 

fjt'  eine  f^erade  Zahl  und  nicht  grösser  als  2fi  ist.  ' 

Ist  X eine  ungerade,  also  X + 1 eine  gerade  Zahl,  so  kann 
man  wieder 

e„3 = cos  =!; (X  + l).=p.\, 

oder 

. c,3  ”»y  = cos  { =b  (X  + l);r  j , 

= ,i„  (« - f^')^ ± (X  + 1);. j , 

d.  i.,  weil  ^ “4-  1 eine  gerade  Zahl  ist, 

mq>  -4-  2x71  m(f‘  =F  ( « — m')  n 

» cos = cos  — - — — , 

n n 

. m<i>  -4-  2x7T  ’ ' . M(p  =F  (n  — u')n 

sin  = sin 

n n 

setzen^  so  dass  also  in  diesem  Falle 


cos 


mrf> 

4 


+ H2!  ^ 3i„  «1+^2  i/za 

rt'  ' n 


nvf^in  — fi')n  . . «ly  =p  («  — fi)n  | / y 

= cos ^ hsin — K — 1, 


cos 


mit  -f-  2xn  . mtp  •+•  2x;i  • / r 

— sin V — l 

n n 


mit  =f=  (^  — =F  (w  — I / — 7 

= cos  — — sin V — I 

n n ' 

ist.  Wegen  der  Gleichung 

2x  = rb  |(2jtt  + 1)X  “4“  ji*'| 

ist  in  diesem  Falle  ungerade,  und  folglich,  weil  n ungerade  ist,' 
n — fjb'  gerade;  auch  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  n — fi'  nicht 
grösser  als  2/i>  sein  kann. 

Aus  dieser  Darstellung  geht  hen^or,  dass  man  im  vorliegenden 
Falle  in  der  Gleichung 


/ I • 1 y — TvT  " -4-  I / — r 

(cos  w db  sin  m v — 1)”  = cos  — ifc  sin  — K — l 

bloss 

• X = 0,  =4=  1,  rfc  2,  zt:  3,  . . . db  ‘ 
zu  setzen  braucht,  weil  auf  die  dadurch  sich  ergehenden  Werthe  von 


m 


(cos  gp  rb  sin  gp  — 1)” 

nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  alle  übrigen  zurückkommen. 
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'ur 


m 


(cos  9 -f-  sin  9>  — 1)” 

erhält  man  auf  diese  Weise  die  folgenden  Werthe: 

V/IZTT) 


cos 


n 


. mw 
sin  — - 
n 


cos 


cos 


cos 


niff  =t;  2tc 
n 

m(f  ± kn 
n 

«171  ± 6« 


. m(t  =fc  2ä 

sin 

n 

. «17»  =b  kn 

Sin 

n 

. mq<  6n 
sin  - 


i/n, 


n , n 

u.  s.  w. 

I 

cos  (”  — 1)^  , m(f  db  (y»  l)7r 


sin 


n 


und  eben  so  ergeben  sich  für 


m 


(cos  9 — sin  9 
die  folgenden  Werthe: 


«19  .•  ma  I / — r 

cos  — ^ — sin  — - K — 1, 
n /t  * 


cos 


»ly  ah  2n  , mg»  ± 2» 


sin 


mg  ± . /ny  ± kn 

cos sin  - 


n 


n 


mg  db  Gn  . mg  rfc  öti 
cos sin  - 


n 


n 


u.  s.  w. 


mg  -Azin  — 1)tj  . mg  =4=  («  — Ypi  > > 7- 

cos  — : sin  — V — 1. 

n n 

ln  jeder  dieser  beiden  Reihen  sind  offenbar  n Werthe  enthalten, 
und  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  derselben  alle  darin  enthaltenen 
n Werthe  sä'mmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  Sollten  aber  in 
einer  der  beiden  Reihen  zwei  Werthe  einander  gleich  sein,  so 
müsste,  indem  weder  noch  grösser  als  n — 1 ist,  entweder 
zugleich 

mg  =fc  2il'7J  mg  db  21"»  . mg  =4=  2il'7J  . mg  ± 2i"n 

cos = cos  — , sin  — ^ = sin  

' n n ^ ft  n 

✓ 

oder  zugleich 

mg  db  2X'n  mg  =f  2X"n  . mg  Az  2k’n  . mg  =T=  2X"tj 

cos  — = cos  — sin  — = Rin  — 


n » ' n 

sein.  Im  ersten  Falle  erhält  man  wie  in  I. 

(A,/  r)  = X», 


n 


\ 
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1.  Wenn  n eine  gerade  Zahl  ist;  so  hat  nach  §.  56. 


m 


/ 

die  folgenden  n sämmtlich  von  einander  verschiedenen  Werthe; 


tn 


d=e»(cos^+sm^WCTT), 


tn 


n 


(»”(cos 


sin 


n 


c«(co.  2£±±f4.sb  Ä±*rKri). 

m 

-Tf  mtp  dfc  ÖTT  , . inqr*  ± 6n . y — 

(cos  hSID  -i- V^), 


O*  S« 


^■^(cos  my=fc(^-~ 2>r 


I» 


und 


sin 


m 


(a  — jSV^rT)» 

hat  die  folgenden  i»  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 


m 


±^”(cos  sin  — l/— 1), 

m 

~Zt  mq>  db  2t*  . «i®  ± 2n  > / — =•. 

^»(cos  — i sin  — ^ 1), 

^ ^ n n 

«» 

«ia±47i  . «ig)±47r|  y =-> 

p”(COS  — i sin  K — 1), 

^ n n 


m 


•r  / tntp  =fc  671 

^”(C08  


. mtfi  db  6?!  I y*  - ^ 

— «*»  — ^ 1), 


n 


u.  s.  w. 


01 


—r  «na)r!=(73 — 2)t»  . m®=h(n — 2)71  •/ — 

^»(cos  i sin  ^ ^ K — 1). 

2.  Wenn  i»  eine  ungerade  Zahl  ist ; • so  hat 

W 

die  folgenden  h sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 

, e”(cos^+aiii 


n 


tn 


^**(cos 


iwy ±273  , . my ±273 


n 


Hsin  221^1/trr), 
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lif  fn(p  =fc  hn  . mtp  =fc  kn  i > =-, , 

Q^(coB  i-sin  -L- — rK— 1), 

n n , 

m 

rfc  ÖTT  . mq>  =fc  67T  I y =-. 

^«(cos  ^-sm 


u.  s.  w. 


^«(cos  + 


und 


m 


hat  die  folgenden  n sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe; 


m 


^«(cos  ^ — gjn  ^ K—  1), 

' ' ■»*  * 4»  • /> 


n ' . 


^”(cos 


in 


g”(C08 


fn‘(pziz2n  ' 
n 

mfdbkn 


n 


sin 


nuf  =fc  2?! 


n 


n 


— sin 


mtp  ± kn 


n 


i^)i 

■V^), 


M ^ db  6;!  1 / T\ 

^«(cos  — 2 Sin  — V^—1), 

I 

U.  S.  w.  ' 

» 

e%os  _ sin  mf±(Sz-Jh V^TT). 

Weil  nun  aber  für  jedes  'ip  und  ipi  bekanntlich 

(cos  t//ifrsin  'ipV^ — 1)  (cos  dhsin  tpiV^—l) 

= cos  (^-4-^,)»zt:sin  (‘ip-hPi)\^ — 1 

•»  / 

> 

ist;  SO  kann  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

cos  -H  sin  “ \/  — 1 = CD,  cos  — — sin  ~ — 1 = (D , 

, \ 

gesetzt  wird,  die  obigen  Werthe  von 


m 


(«zb/?V/—l)” 

auch  auf  folgende  Art  ausdrücken. 

1.  Wenn  n eine- gerade  Zahl  ist;  so'hat 


m 


■ (®*4“^V/^—  1)”  • « 

die  folgenden  n sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe: 
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m 


(10, 


^ m 


^”Ö>(co8~rfcsin  —i/ — 1) 

n ' ^ n ^ ■ 


m 


^”(Z)(cos  ~±sin  — \/ — 1) 

n 71 


kn 


V m 


^”<2>(cos  — :+;sin  — — Ij 

71  71  ^ 


u.  s.  w. 


m 


• , j»®(cos(2^±sin^2=^»/:ZT). 

* 91  71  , ' .j 

Dagegen  bat 

(«-/?!/- 1)» 

die  folgeoden,  u sämmtlicb  unter  einander  ungleichen  Werthe: 

m 

?»<P.(cos^±sin  ?2j/=rT), 

n n 


m 


e”Ö>.(cos^±sin  -|/=T), 

7t  7t 


in 


m 


e”®.(coB5^±sin -l/:rT), 

7t  71  ' 

U.  S.  W. 

. e”0.(cos^E:^±sin/^^^l/:rT). 

2.  Wenn  7t  eine  ungerade  Zahl  ist;  so  bat 


Ott  I 


m 


“1”  — — T)  ” ' • ■ ' ' ■ ‘ ( 

die  folgenden  7h  sämmtlicb  unter  einander  ungleichen  Werthe: 


m 


e"®. 

' * ' * I *»  • 

e”<J)(cos  - ± sin  - V^), 

?”®(cos~dbsin  — — 1),  ■<> 

, 7t  7t 

e«®(cos«5±sin 

7t  7t  * 


.1 


f' 


-•t‘  i .-'i 


7t 

n.  8,  w. 
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...  ■> '. . . 

n n . ' 

Dagegen  hat 


* :f 


m 


(a  — ß\/ — 1)" 

die  folgenden  n sämmtlich  unter  einander  ungleichen  Werthe:* 


m 


: I 


' - ,*  • 

g”0 . (cos  - ± sin  - 

■ ‘ ' '1  ‘ - » 
m 

e"®,(cos^±sin  , 


m 


. • 


e»®.(cos5?±sin  -1/-1),  • ' 

^ ^ 'n. 


n 


u.  8.  w. 


m 


{n—  1)71 


n 


sin 


(^e~l)7t 


n 


II 


§.  58. 


Le/trsatx,  Der,  Modulus  des  Products  zweier  imagi- 
nären Grössen  ist  das  Product  der  Moduli  der  heiaen 
imaginären  Factofen. 

Beweis.  Die  beiden  gegebenen  imaginären  Grössen  seien 

a-\-ß\/ — 1,  «1  1; 

\ 

so  sind  die  Moduli  respective 

Das  Product  der  beiden  in  Rede  stehenden  imaginären  Grössen 
ist  nach  §.  51.  3.  ' • ' ■ • < • . . 

“•  (««1  — ßßx  -f-  (aß\  -h  1,  ' • . “ 

und  der  Modulus  dieses  Products'  ist  also 

l(««i  — “H  Wi 

Weil  nun  aber,  wie  man  leicht  findet,  ’ 

{aa^  — ßß,y  -h  {aß,'-^  ßa,)^  = {a^  ß^) 

ist;  so  ist  auch  ‘ ' ■ ' - < , . 

l(aa. -ßß[Y^{aß,  +/!«.)» j»  = (a> + (<,.» + jS.>)*, 

' / 

woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar  erhellet. 

59. 

. ‘ \ . •*  * t , ••  ^ ; 

Zusatz.  Der  Modulus  des  Products  einer ■ beliebigen 
Anzahl  imaginärer  Grössen  ist  das  Product  der  Moduli 
aller  imaginären  Paetöron.:  - M \ • . * : 
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i 


Durch  successive  Anwendung  des  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satzes  erhellet  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  des.  vorlie- 
genden Satzes. 

§.60.  ' \ 

Lehrsatz,  Der  Modulus  der  Summe  und  der  Modulus 
der  Differenz  zweier  imaginären  Grössen  «ind  jederzeit 
Mittelgrössen  zwischen  der  Summe  und  dem  absoluten 
Werthc  der  Differenz  der  Moduli  dieser  beiden  imagi- 
' nären  Grössen. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  imaginären 
Grössen  durch 

a-\-ß\/ — 1,  — 1;, 

. » 

so  ist  nach  §.  51.  1.  2.  . 

a + ß\/ — 1 db  (y  “H  d\^ — l)  = aiir;'“|-(|Sdr  8)\/ — 1, 
und  der  Modulus  von 

. a -h  ßV^  — 1 db  (y  -f-  — 1) 

ist  folglich 

- |{ad:y)*  d-(/?db:d)*ji=:  ja* -+-/S*  dr2(a;'-|-i5d)-f-)'* -Hd*  j*. 
Weil  nun,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 

{ay  + /9d)*  («d  — /?/)*  = (a*  •+-  /?*)  (y*  d-  d*) 

I 

ist;  so  ist 

/ • 

(ay  + /5d)*  ^ (a*  d-  ß*)  (y*  d-  d*), 

# • » - 

und  der  absolute  Werth  von  ay-i-ßd  ist  folglich  nie  grösser  als 

» I ' » . . 

Daher  ist  offenbar  die,  Grösse 

ay  d“  i?d 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  beiden  Grössen 
— («»  + /?>)»  (y>  + d*)»,  (y’+rf*)*, 

oder  nach  der  aus  §.  33.  bekannten  Bezeichnung  der  Mittelgrössen  ist 
ay^ßS  = M{ — (a*d-/5*)i  (y»lf-d*)i,  (a*d-/S*)*  (/*d-d*)ll. 

- «p  * * 

Dass  aber  auch 

• I / . . — («yd-/Sd) 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  beiden  Grössen 

. — («»  d-  /J*)*  (y*  d-  («*  d-  ß*)i  (y*  d-  d»)* 

ist,  ist  klar,  und'  man  kann  cdso  auch  die, vorstehende  Gleichung 
. auf  folgende  Art  schreiben: 

dr  (ay d- /^d)  = Af  j — (a*d^/9*)l  (y*d-d*)l,  (a*d-/?*)^  (y*d-d*)l}a 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  §.  37. 

=t2(ayd-/Jd)=Af  j— 2(a»d-iS*)*  (y’d-d*)l,  2{a»d-/J»)*  (y?+d*)lj, 


1 

• - i 
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d.‘i. 


und  h>Iglich  nach  §.  38. 

a’  -f-  db  2(a;'  Hf-  ßS)  d* 

a»  4-  ^3  _ 2(a»  (/»  + d»)>  + y*  4-  d»,  j 

a»  4.  |J»  4-  2(a»  4-  /S»)*  4-  'd*)i  4-  y»  4-  d»  j • 

• o*  /?*  zfc  2(«'^  4-  /Sfd)  4-  -+-  d* ' 

= M I [(«»  4-  /9»)^  - (/»  4-  [(«’  4- /?»)*  4-  (y*  Hh  cT*)i]» |. 

Folglich  ist  nach  §.  39. 

I a*  4” ^ 2((xy  4“  4“  ?'*  4“  I * 

eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  absoluten  Wertlie  der  Differenz 

(a"4-^*)*  — (>'*4-d*)i 

und  der  Summe 

(a»4-/J’)*4-(r®4-<^*>. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  auch 

‘ < |(adby)*4-(/?=t:<^)*|^ 

d.  h.  der  Modulus  der  Grösse 

6V- 


a~\-ß\/ — ldr(;'4-^V^ — 1)> 

• eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  absoluten  Werthe  von 

(a’4-/?* *)‘  — 

und  der  Grösse  , ‘ ' 

(«»  4- /S*)f  4- (y*  4- d*}^, 

d.  h.  zwischen -dem  absoluten  Werthe  der  DiffeCeuz  und  zwischen 
der  Summe  der  Modul!  der  beiden  imaginären  Grössen 

«4-/Jl/ — 1,  y 4-<^V^ — 1» 
womit  unser  Satz  also  jetzt  vollständig  bewiesen  ist. 

§.  61. 

Xu9at%.  Der  Modulus  der  Summe  mehrerer  imaginä- 
ren Grössen  in  beliebiger  Anzahl  ist  nie  grösser  als  die 
Summe  der  Modul!  aller  einzelnen  zu  einander  addirten 
imaginären  Grössen. 

Weil  der  absolute  Werth  der  Differenz  zwischen  zwei  positi- 
ven Grössen  hie  grösser  als  die  Summe  dieser  beiden  positiven 
Grössen  ist;  so  ergiebt  sich  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satze  unmittelbar,  dass  der  Modulus  der  Summe  zweier 
imaginären  Grössen  nie  grösser  als  die  Summe  der  Modul!  dieser 
beiden  imaginären  Grössen  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  aber  auf  der  Stelle  von  der  Rieh, 
tigkeit  des  zu  beweisenden  Sat:£es  *). 


, I 

An  die- in  diesem  Aufsatze  in  einem  möglichst  systematischen  Ganzen 
zusainmengestellten  und  mit  strengen  Beweisen  versehenen  Sätzen  wird 

• sich  im  folgenden  Hefte  unmittelbar  eine  Darstellung  der  neuesten  höchst 
wichtigen  Untersuchungen  Cauchy  ’s  über  die  Entwickelung  der  Func- 
tionen in  convergirende  Reihen  anschliessen.  Dies  wird  die  Zusammen* 
. Stellung  dieses  meistens  schon  bekannten  Sätze  gewiss  rechtfertigen. 
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. XLI.  . ■ 

Noch  etwas  über  Turners  Eigenschaft  der  un- 
geraden Zahlen  (Archiv  T.  I.  Heft  I.  VII.). 

, Von  dem 

Herrn  Doctor  Hellerung 

, *’  ■ zu  Wismar., 


j . - • 


A.  Die  Summe  der  ersten'  iV  oder  JV^  ungeraden  Zahlen  ist 

A*  oder  wovon  die  grösste  =2iV — 1 oder  2A\ — 1. 

(n-i~l)n  , «(«  — l) 

und  ^ 


Setzt  man  nun  A'= 


so  ist  auch : 


A*  ! — A^,*c=»*  und  JV — JVy^=zn. 

Daraus  folgt  nun: 

1)  Die  Suiiiine  der  u auf  einander  folgenden  ungeraden  Zah* 

len,  deren  kleinste  ==  2A,  H- 1 = /»(» — l)~hl  und  deren  grösste 
= 2A — 1 = (//-f- 1)//-  — 1 ist,  ist  ®), 

2)  folgt  ebenso  leicht: 


1*  -I-  2»  3»  4-  . . . -f-  »’  = A* 


1)» 

4 


B.  Die  Summe  der  ersten  Aoder  A,  Zahlen  der  Form  4.V-+-1, 
ist  = A’(2A — 1)  oder  A',(2A,  — 1),  und  die  grösste  dieser  Zali-* 
len  ist  =4A’ — 3 oder  4A,  — 3, 

Setzt  man  aber  A'=:/^*  und  A^,  = (» — 1)* ; so  wird: 

A’(2A — 1)  — A,(2A,  — l)  = (2/e  — 1)»  und  JV — A^i=2»  — 1; 
daher  ist  also: 

1)  Die  Summe  der  2n  — 1 auf  einander  folgenden  Zahlen  der 
Form  4 . v-1-1,  deren  kleinste  ==4A\4-1  = 4 . (/^  — 1)*  4- 1 
und  deren  grösste  =4A — 3 = 4 . n*  — 3 istj  ist  = (2/z — 1)*. 

2)  ist  nun  auch: 

1»  4_  33  4-  5’  4"  ....  -h  (2»  - 1)»  = A’(2A—  1)  = ^»»(2»*—  1). 
Setzt  man  aber  in  A.  2.  nun  2n  statt  /»  so  ist  auch:  ’ 

1*  4-2*  -H3®  “F- 4*  4“  . . . =«’(2»+ 1)*5 


,•)  Dies  ist  der  von  Turner  gefundene  Satz,  den  aber  schon  Kaestner  am 
Ende  .seiner.  Anal.  endl.  Grössen  behandelt.  ’ H. 

lir.Doctor  Hellerung  hat  mich  zuerst  darauf  aufmork.sam  gemacht,  dass 
sich  Turners  Satz  schon  in  Kaestners  Anal3'sls  endli«her  Grössen  fin- 
det. Eine  neue  Hehandlung  desselben  war  aber,  wie  die  Leser  aus 
diesem  Aufsatze  jetzt  sehen  werden,  immer  wüuschenswertb,  interessant 
und  erspriesslicb.  G.  - . 
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daher  subtrahendo:  > \ 

*4  * * » 

2’;4-4»+6’-H....4-(2»)»=2  . «*(»  + 1)». 

< Ebendasselbe  Resultat  erhält  man  auch  aus  den  Rethen,  deren 
' vte  Glieder  =2.9/  und  4.v  sind. 

• I C.  Die  Summe  der  ersten  -JV  oder  iT,  Glieder  der  Reihe  aller 
geraden  Zahlen,  ist  =JV . (iV-f-1)  oder  A\  .(iV, + 1),  und  nimmt 
man  den.  Werth  von  JV  und  JV^  aus  u4f.;  so  hat  man 

JV » (A^-f- 1)  — iV,  . (iV,  + 1)  = »•  -f-  und  A — = n.  ' 

Al^o  ist  1)  die  Summe  der  n auf  einander  folgenden  Glieder  aller 
geraden'  Zahlen , deren  kleinste  = 2A^,  ■+■2=  h(n  — 1) -f- 2 und 
deren  grösste  =2A'=  (//-f-1)  . n ist,  = und 


; 2)  ist  auch  • , ’ • 

=X{^-+-  1)  = ^ l>”; 

daher  etc. 

Und  die  Summe  der  ersten  A oder  A\  Zahlen  der  Form  4.v 
ist  =2A’(iV+l)  oder  2A',  .(A, nimmt  man  aber  die  Wcrthe 
von  A und  A\  aus  so  hat  man : 


*4-2  -F“3  •+■.... 


2A(A+1)~2A,  .(A,-h1)=(2ä-1)»-f3(2ä— 1);  und  A-A,=2»^l; 

d.  b.  1)  die  Summe  der  2/^— '1  auf  einander,  folgenden  Zahlen  von 
^ der  Form  4 . v,  deren  kleinste  =4A\  ^-4  = 4(y^ — l)*-f-4  und 
deren,; grösste  =4A  = 4 . /♦*  ist,  ist  =(2/4  — 1)*  -*f-3  . {2a  — 1). 

2)  ‘Es  ist 


1 * “d—  3*  “f— 5®  — I“  • • 
— ^3.[1  — 1—3  *H— o —f— . . 


-f-(2»~l)» 

H-(2/4-1)] 


z=z2A(A-h  l)=2/r»(«»  4-1) 


daher:  1* -|-3* 4-5® -f-. ..,-|-(2/s  — 1)®=»*(2/»*  — 1),  wie  oben. 

D.  Wir-  woljen  hier  noch  einen  kurzen  Beweis  für  die  Sum- 
men der  Quadrate  der  geraden  und  der  ungeraden  Zahlen,  zur  Er- 
gänzung des  in  B.‘ Gefundenen,  geben. 

Da  man  hat:  P = 1 

3*  = l-f-34-5 

• •'  i ff  . . . 


1 4~  3 — f-  5 4~  7 4“  • • . • 4~  (2»  — 1) 
so  ist  auch:  < ' 

1*4~2*4”»«4~ä*5:^1  • /^-F■3 1 (/4— . (/*~2)'4“  •.'..4~(2/2— 1)  (»-/t-f-l) 

1/4.  [(1 4”34~^“^ . • . . 4” (2/4—  1)) 

* 'I  — [1. 34*“ 2 . 5 4” 3 i 74“ ••••4”(^ — 1)  (2^“”1}J 

d.  i.  Sn^  = //*  — A'(2 . /4*  — 3/4  47-1) ; daher 

• ' . 

3 woraus  sogleich  folgt: 
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Ä«»  «(ot-4-1)  (2;* -4-1)  , . « . 

an  — _i ^-r und  wenn  wir  statt  n setzen)  so  ist 

auch  1>  + 2»  -+-  3>  + . . . . -I-  (2»)>  = gg?  + l)(^+l).  Bg. 

zeichnen  wir  nun  noch  die  Summen  der  Quadrate  der  ersten  n gera- 
den und  ungeraden  Zahlen  mit  2{2>n)*  und  2{2n-l)^,  so  haben  wir  auch 

2(2ny  -4-^(2ä  — 1)*  = auch: 

2(2ny—2(2n—  1)*  =z=  3 + 7 + 11  -4-  . . . H-  (4«  — l)  =:  n{2n^  1) 

daher^(2»)»=^^”'*'  **3*^'”'*'  = 2>  + 4>  + 6*  + ....  + (2«)* 

und.S(2/.— 1)»=”^^”'*'  *3  ^--- = l»+3»+5»  + . . . .+(2»- 1)». 

Hierbei  ist  es  nur  etwas  auffallend,  dass  man  die  Summen  der 
Kuben  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen,  und  zwar  auf  zweifache 
Weise,  leichter  findet , als  die  Summe  ihrer  Quadrate^  und  dabei 
erhält  man  noch  den  Beweis  der  Lehrsätze  A.  1.  und  B.  1.  so  wie  C.  1. 
und  1.  in  den  Kauf.  'Sollte  es  vielleicht  auch  noch  für  die  Summen 
der  Quadrate  einen  leichteren  Weg  geben? 

Aber  nicht  allein  findet  man  die  Summen  der  dritten  Potenzen 
der  geraden  und  der  ungeraden  Zahlen  leichter,  sondern  es  ist 
nun  auch  der  Fortschritt  zu  den  höheren  ungeraden  Potenzen  dieser 
Zahlen  gegeben.  Denn 

E.  1)  Wenn  (wie  in  A.)  die  nte  und  die  (»— l)te  Tri- 
gonalzahl ist,  so  ist  allgemein,  für  alle  ganze  Werthe  von  v, 

ATv  TM  1/  r *'  . y.(y— l)(y— 2 r....-f-  1-| 

JV  N,  — 2*'-1*Li'^  1.2.3 

worin  -4-  1 hei  ungeradem  v,  und  + v . » bei  geradem  v die  Beihe 
schliesst.  Und  es  folgt  sehr  leicht  daraus,  wie  in  A. : 

.... 

|.... — wenn  überhaupt  Glieder  mit  dem  — Zeichen 
\ haben,  also  wenn  ist. 

Wir  fanden  aber:  Sn'z=zN 

=A’*5  wie  dies  auch  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  folgt. 

Daher  ist  also  ferner:  = . JV*  . (4A^  — 1) 

' - = A».(6iV>  — 4A'+l) 

4 . . 

..  Ä«»=y.4'*.(16A*— 20A»4-12iV— 3) 
etc.  etc.  " • 

* 

2)  Wenn  wir  (wie  in  B.)  A^=  und  JVi  = (» — 1)*  setzen, 
so  ist  auch  eben  so  allgemein  für  ganze  v: 
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A>  - A’/  = ^ . ((2»  - + gr-  -?) . (2»  _ ip-a 


2 . 3 


^ (2y— l).»,(2v — 4)  rn  I -(2y— 1)....  (2y— 2y-f-2)  , 

worio  alle  CoeCficienteri)  wenn  sie  mit,v  oder  (wenn  v=z^fi  ist) 
mit  fjb  multiplicirt  werden , ganze  Zahlen  sind , und  der  reducirte 

allgemeine  Factor  ist  eigentlich  = (auch  ist  diese  Be- 
merkung auf  die  obige  Gleichung  ^ ....  anwendbar.) 

Es  folgt  aber  nun' wieder  s^r  leicht; 

V 1)2»^-!  — (2y  ~2)  _ jj2^_3 


(2y  — 1)  . . . (2v  — 4) 
• ‘2  . 3 ..4  . 5 


2 — :?  (2»  — 1)> 


Wir  fanden  aber  schon,  wie  es  die'  allgemeine  Gleichung  auch 


ergiebf; 


. :^(2»— l)*  = iV 

.S(2»^l)»=iV(2A^— 1) 

• ‘ * * I • j • ■ I » 

daheC  weiter: —{2i» — l)*=-|-.iV.(16A’* — 20A^-|-7)  ^ 

i (2»—  1)’  =y . A'.  (48A*  — 112A»H-98A— 31) 


J > 


^(2ä— !)•  =y . A.(2*  .A’*— 2*.15.  A’*+2« . 49 . A* 

. — 2«.1S5.A-4-381) 

etc.  etc. 

3)  Es  ist  also  jedes  ^(2/^— 1)^— i eine  algebraische  Function 
von  /#*,  und  jedes  ist  eine  solche  Function  von  der  «ten 

I • 1 ) * 

Trigonalzahl  = ^ ; setzt  man  hier  nun  .2/«  statt  i»,  und  zieht 

alsdann  —(2/*  — l)^~i  ab,  so  ist  die  DUferenz  = ’JS’(2//)2^— i,  wodurch 
nun  auch  die  SumUicn  der  ungeraden  Potenzen  der  ganzen  Zah- 
len'mit  abwechselndem  Vorzeichen  gegeben  sind  *"). 

Uebrigens  ist  hier  nicht  der  Ort,  eine  weitere  Ausführung  die- 
ser Andeutungen  zu  machen , wenngleich  wir  uns  nicht  erinnern, 
die  hier  so  leicht  gefunderte  einfache^ormvon  jS>«^“*iund-2‘(2/?~l)2*'— i 
anderswo  gesehen  zu  haben. 



®.)  Die  Resultate  unserer  (sei  es  obhe  Eitelkeit  gesagt)  einfachen  und 
klaren  Darstellung  weichen  nun  aber  von  den  allgemein  geltenden  für  den 
Fall,  dass  man /*=*>  setzt,  ganz  ungemein  ab.  M.  s.  Klügcl’s  mathem.  Wör- 
terb.  Art.  Potenz  §.  40.  sqq.  Nach  Kliigel  haben  alsdann  alle  diese  unend- 
lichen divergirenden  Reihen  endliche  Werthe,  wogegen  wir  lauter  oe  linden. 
Wie  ist  nun  diese  Discrepanz  zu  beseitigen?  Wahrhaftig,  wir  wissen  es 
nicht.  Im  Gegentheil  scheinen  uns  Abel  und  der  Herr  Herausgeber,  sehr 
Recht  zu'liaben,'.  wenn  sie  so  stark  gegen  ..jene  Beweisart  eifern,  wie  dies 
im  Archiv  Bd.  L Hft.  1.  pag.  19 — 21  des  literar.  Berichtes  zu  lesen  ist. 

• {•'-  ‘ • 

» 4i  . ^ ^ ' ■ » ♦ 

TheU  L 21 
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XLII. 

Einiges  von  den  Kegelschnitten. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  /»  den  Parameter  einer  Parabel  bezeichnet,  O der  Win- 
kel ist)i  welchen  der  Radius  Vector  r mit  einer  von  dem  Brenn- 
punkte aus  gezogenen  geraden  Linie  einschliesst,  indem  man  diese 
Winkel  von  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  an  immer  nach 
derselben  Seite  hin  von  0 bis  360**  z^ilt,  und  (o  den  von  der  von 
dem  Brennpunkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogenen  geradeu 
Linie  mit  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  eingeschlossenen 
und  auf  dieselbe 'Weise  wie  0 genommenen  Winkel  bezeichnet,  so 
hat  man  bekanntlich  die  Gleichung 


1.  r = 


2{  1-f-  cos  (O  — a>)| 


oder 


2.  — /»  = r 1 1 -4-  cos  (0  — w)|. 


Folglich  Wt  man  für  die  drei  Vectoren  r,  r,,  r,  und  die  drei  ent- 
sprechenden Winkel  0,  0,,  0,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

’ * «.  ' ' ' ' 

. = r |1 -h  cos  (0  — w)|,. 

2*.  = -+-cos(®i— ..  ' " 

. (4/»r=r*  |1 -+7C0S  (0,— w)|;  ! . , 

aus*  denen  wir  nun  die  beiden  Grössen  p und  w eliminiren  ‘wolleu. 
Durch  Elimination  von  p erhält  man  sogleich  ’ ■ ' 

irjl-fcos(0 — o»)|=zzr„  Jl-4*cos(0i — u))\=r^  |l-f-cos(0,— cii)j, 

und  folglich 

- /r  — rj=  r cos  (0  — w)  — r,  cos  (0^  — w) 

= (r  cos  0 — r^  cos  0,)  cos  fe>  -f-  (r  sin  0 — r,  sin  0,)  sin  o», 

— ^2'—  — ^2  COS  (03  — Cü)  ' 

; = (r  cos  0 — r,  cos  0,)  cos  w -f-  (r  sin  0 — r,  sin  0,)  sin  w; 

also,  wie  man  leicht  findet,  ^ -.1  ‘ 

r(ra— r,)  cos'Q-t-yi  — ^2)  cos  (^1  ~ cos 

I sm  ^0  — Öl)  -f-  sin  (Ö,  — ö^)  -+-  r«»*  sin  (ö^  — Ö)* 


•7 


5. 


, r(rg  — rjsin  e-f-r,  (r— r,)  sin  O, (^i— ^)sin  Ö» 

' rr^  sin(ö — sin  (0,  — (®a  — ®)* 
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1 / 
i ' t , V 


v'» 


Weil  nun  . > 

- sin  0)* -|- cos  w*  = 1' 

X i 

ist,  so  erhält  man  ^die  Gleichung 

6.  \r(r^  -r  ^i)  cos  O.-f.  r-  (r  — r,)  cos  0,  ^a;(^i  — r)cos0,j» 

-f-  — r, ) sin  0 -f-  r,  (r  ^ r,)  sin  0^  + r,  (r,  — r)  sin  0,  j » 

= |rr,  sin  (0  — 0,)  r,rj  sin  (0,  — 0a)-f-r,rsin  (0,  — ©)|a. 

oder  ’ - i < 

' ' * * * . 

7.  r*(r,  — r,)*  (r  — r,)»  -+-  r,»(r,  -r  r)» 

■ — 2rf,.(r  — • r,)  (rj — r,)  cos  (0  — 0,). 

— 2r,ra  (r,  — r)  (r,  — r)  cos  (0,  — 0,) 

— 2r^r  (r^  — r,')  (r  — r,)  cos  (0*  — 0) 

=rV,*sin(0  — 0*)»-HrjV,»  sin  (0,  — 02)*4-rj  V*sin(0— 0)a 
-f'2rr,rj  jr  sin(0-^0,) sin(0,— 0)~hri  sin (0,  — 0,)sin(0— 0») 
J ^ ’ • ’ ' ’ ■ -h  ^2  sin  (03’  — 0)  sin  (0^  — 

oder^  wie  man  leicht  findet, 

8.  2(rV,>  + r,V3*  H-raV»)  — 2rr,r3  + r,  + r,)  ' ■ 

— 2fr,*(r  — >a)  (r, — r,)  cos  (0  — 0,) 

• '~  2/*jr3  (r\  — r)  (f,  — r)  cos  (0,  — 0,)  i 

— 2ri^  (r,  r,)  (r  — r,)  cos  (0,  — 0) 

=rV,»sin(0— 0,)*;+-r,»r3»sin(0i— 03)*+/-3V»sin(03~0)* 
+ 2rr,r3|rsin  (0~0,)sin(03~0  (4-r,sin(0^  ~0Jsin(0~0j,) 

^ 4-  sin  (0a.--  0)  sin  (0,  — 0J|;  ' 

Bringt  man  nun  Alles,  was  auf  der  rechteq  Seite  steht,  auf  die 
linke  Seite,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Verwandlungen 

• 9;  0 = r*r,  * |lH-cos(0  — 0,)*| 

|1  + cos  (0,  ~ 0J»j  • . 

' ' ■ ' • -4-  r,*r*  |1  -4-  cos  (0,  — 0)*j 

tr  [1  sin  (0  — 0,)  sin  (0^  — 0)J 

4^'r,  [1  sin  (0,-03)  sin  (0  — 0JJ 

+ (1  sin'  (03  — 0)  sin  (0,  — 0^^)] 

— 2rr,  (r  — r,)  (r,  --  r^)  cos  (0  _ 0 j 

, ’ — 2r;f3  (r,  — r)  (r3  — r)  cos  (0,-0 j 
— 2rar  . (r^  — r\)  (r  — r,)  cos  (0^  0); 

Weil  nun  aber  ' > ' ' ^ ; 

(r  — r*)  (r,  — r^)  r=  rr,  — r3  (r  + r,  — 

l ^ r"  ^ — r (r,  -f-  /-3  — r),  . 

(^a  — ^,)  (»•  7“^^i)  ==r%r  — r,  (r,  + r — r,) 
ist,  so  ist,  wie  leicht  erhellen  wird. 


21* 
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^ > 


d.  l 


I > 


10.  0 = rV|*  jl cos  (0  — 0,)^!^ 

|1— cos  (0i  — 0a)^|^ 

-1-  ra*r*  jl  — cos  (0i'-i-  0)^1^  > 

! ' 'r  [l,-4-sia(0  — 0,Vsin' (0,  0)]  ■ 

4-  ^1  Jl  4-  fein  (01  — sin  (0  — 0,)J 
^2  [1 »+-  sin  (0,  — 0)  sin  (0,  — ^02>| 

J (r  -h  ri  — r,)  cos  (0  — 0,) 

•+•  2rr,r,  |+  (r,  -f-  — r)  cos  (0^  — 0^)} , 

■ : ' ' (4-  (^2  H-  r,)  cos  (0j' — 0) 

i 

ä 

. 11.  0 ==  4rV|*  sin -J- (0  — 0i)* 

, , 4-  4fjV,»  sin  4-  (0,  r-  0,)* 

. H-  4r,*r®  sin  ^ (0,  0)' 


, r[l— cos(0— 0,)-+-cos(0,  — 0,)— cos(0a  — 0) 

-f-  sin  (0  — 0,)  sin  (0,  — 0) 
— 2rrira  [l“cos(0t~ 0,)+cos(03~ 0)  — cos(0-:^0j) 

I • . -J-  sin  (0,  -T7'0,)  sin  (0 — 0,) 

'•+*^a  (1  — cos(0, — 0)-f-cos(0— 0,)  — cos  (0,  — 0,) 


cos  (ö— (3^,)  - cos  (0,  — 0,)-|  1 
sin  (0,  -7  0)  sin  (0^  -7-0,) 


Es. ist  aber,  wie  man  mittelst  einiger  leichten  goniometrischen  Ver- 
wandlungen findet,  ' ^ ’ 

1— ’cos(0— 0 , )4-cos(0 , — 02 )— cos(0,— 0)+sin  (0— 0 , jsi  n(0j — 0) 

= 4 sin  l-  (02  — 0)*  sin  ^ (0  — 0i)*, 

l-cos(0j  -02)“l-cos(02-0)-cos(0-0i)-l-sin(0i  -02)  sin  (0-0,) 

= 4 sin -*  (0  — 0,)*  sin  (0, — 02)*, 

l-cos(02-0)4-cos(0-02)-cos(0,-02)-|-sin(02-0)sin(0,-0,) 

. ==  4 sin.l  (0,  —.03)*  sin  ^ (0^  — 0)*; 

und  folglich  .... 

/ • 12.  0 = r*r,*  sin  ^ (0.— 0j)*  . 

‘ +r,*/*,»sin  ^ (0i  — 0,)^ 

- .“f-r3*r*  sin  ^ (0,  . — 0)^  v 

rsin  y (®  — : 0i)*  sin  | (03.—  0)' 

H-r,sin4^  (©1—02)*  sin* 4^(0  — 0»)* 

-H*2  sin  { (0,  — 0)»  sin  ^(0,  —0a)*,! . 

oder  . , , . ,,  . 

13.  0=  I jsin^^.-e)p  ^ 

' ' _ , , 8in  i(9,  - »,')  I ? ( sin  • (e,  - »V, » ■'  . 

Vr  ~r\^’\yr, ■ 
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( sin  1 (0,  — 0)  1 

|*fsini(0  — e,)l 

( . i^ry  1 

1 ( .V/r, . i 

' ' *“  I ;V/r,  ;U^ 

Ueberliaupt  isttfOber  > ,«  . . ’ < 

«4  -4-  ^4  -4-  c*  — — 2d»'«’  “ 

=(ä*-J-Ä* — c*)*— 4a’^*=(a*-f-2a^J-f-Ä* — c*)  («*  — 2/jr^-H^*  — -c®) 
==’|(«^-h^)»~c»|  \(a-r-6r:^’c^\ 

=.(«  -f-  Ä 4-  c)  (a  — ^ — c)  (a  — ^ H-  c)  ,(«  -H  ^ t—  c), 
und  wenn  also  - . i w 

a*  c*  — 2«*Ä*  — 2^*c*  — •‘‘2c?«*  =r=  0 

ist,  so  muss  DOthwendi^  mindestcba  eine  der  Grössen 

a -f-  Ä -f-  c,  a — If  — Cy  a — b Cy  )a  i — c 

^ t ' ’ 

verschwinden.  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  13.  an,  .so  er> 
giebt  sich,  dass  immer  mindestens  eine  der  vier' Grössen^  ' ' 

> sin  ^ (G|  •—  Oa)  • sin  \ (ß^  — O)  sin  ^ (O  — ©,) 

l/r  \/ry  ' . l/r,  ’ 

sin  (9|  — sin  4 (^»  — • sin  ^ (O  ~ . 

\/r  . • ' l/r,  ' l/r»  ' * 

. sin  I (G,  — ^»)  sin  I (<9»  — Q)  , sin^(Q— Gi)  . ‘ 

^ -.1  -j 

sih^(0,’ — ö,)  ‘sini(Ö2— sin  4 (Q 

iXr  T~  l/r,  l/r,,  * ; ' 

verschwindet.  ' < . 

Wenn  keine  der  Grössen 


sin  \ {9  — G,),  sin  4 (0,  — OJi  sin  | (0»  — 0) 


verschwindet,  so  kann  immer  nur  eine  der  vier  obigen  Grössen 
verschwinden.  Denn  nähme  * man  ap,  dass  zwei  derselben  ver- 
schwänden , so  würde  sich  durch  deren  Addition  oder  Subtraction 
immer  leicht  ei^eben,  dass 'auch  eine  der  Grössen  sin  -»- (0  — 0,), 
«in  (0,‘ — ^»)>  sin  i (0»* — 0)  verschwinden  müsste.'-  Wir 
wollen  jeUt  den  Scheitel  der  Parahel  durch  Sy  ihren'  Brenn- 
punkt durch  JF^y  die  ; Endpunkte  der  drei  Vectoren  r,  r, , re- 
spective  durch  Ay,  A^y  A^  hezeichnen,  so  dass  also  r:=:jFAy 
r,  =.JFA^y  t2  = FA^  ist,  und  wollen  aunehmen,  daSvS  diese  drei 
Vectoren  auf  einer  und  derselben 'Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen, 
und  ihrer  Grösse  nach  aufsteigend  von  dem.  kleinsten  bis  zum 
grössten  in  der  Ordnung  rj  r,,  r^'oder  FAy  FAy,‘ FA^  auf  ein- 
ander folgen.  Setzen  wir*nun,  waö  offenbar  verstattet  G:^SFAy 
0,  ==  SFAy  y 0»  zsz'SFA^'y  -WO  jeder  .dieser  Winkel  kleiner  als 
180®  ist,  so  ist  0».— -0,  =zA^FA^y  02  — O^^AFA^,  0,-0 
AFA i.y  und  nach  dem  vorher  Bewiesenen  muss , also,  jederzeit 
eine  der  vier  folgenden. Gleichungen'  richtig  sein:  " ^ , 


s\n\AyFA^ 
\/FA  ... 


.sin  i AFA^  > sin  AFAi  /_ 


N 
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♦ 


oder 


sin  \AiFAi 
WFA 
sin  ^A^^FA^ 
{/FA  ~ 

sin  ^AiFA^ 

t/FA 


sin^^F^-  : ,B\n^AFA ^ 
- V'FA,  ■*•  ^FAr  =“’ 

Sin  ^ AFA^,  siii^AFA^  

\/FA~r  ■ \/FA^'  — 

« 

,.  sin^y^F^a  , sin^  AFAi%  j ^ 

v/M  \/FA^  . 


sin  \AFA^  sin  \ AiFA^  sinlAFAi 

VFÄT  \/FA  *"  VFA^  ’ 
sin  4 AFA^  sin  ^ A^  FA^  sin  ^ AFA^ 

VFA~  — ~ \/FA  VFA^  * 


••  sin  ^AFAx  sin  ^ AjFA^  ' sin  ^ AFA i * 

\/FA,  — “ , .l/Z’y^a  / . 

sin  4 AFA^  . sin  ^ Ai  FA^  , sin  | AFAi  . 

\/FA^  “■  {/FAt  * 

Welche  dieser  vier  Gleichungen  nun  aber  richtig  ist,  kann  auf  fol- 
gende Art  entschieden  werden. 

Weil  die  Winkel  A^FA^^  AFA{  sämmtlich  kleiner 

als  180®,  also  die  Winkel  ^AFA^t  A^FA^^,  -^AFA^  sämmtlich 
kleiner  als  90®,  folglich  die  Grössen  sin  ^AFA^,  sin  ^ A^FA^, 
sin  ^ AFAi  sämmtlich  positiv  sind^  so  ist  die  dritte  der  vier  obigen 
Gleichungen  offenbar  unstatthaft. 

Weif  ferner  AFA^^AFAi^  also  auch  { AFA^'^^AFA^ 
und  jeder  dieser  beiden  Winkel  kleiner  als  90®  ist,  so  ist  auch 
sin  ^ AFA^  sin  AFAi , und  folglich , weil  FAi  FA^ , also, 
auch  \/FAi  -<1  \ZFA^  ist,  auch 


sin  4^  AFA^ 

\ZFAr~ 


> 


s\n^  AFA  I 
\/FA^  ■’ 


woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  die  zweite  der  vier  obi- 
gen Gleichungen  nicht  Statt  linden  kann,  wobei  man  immer  zu  be- 
achten hat,  dass  ■ ^ i 

sxn  \ AFA sin  \AiFA^i  sin  \ AFA ^ 

lauter  positive  Grössen  sind. 

Dah  er  bleibt  jetzt  bloss  noch. zu  entscheiden,  welche  von  den^ 
beiden  Gleichungen 

sin  I AFA^  sin  4^  A^FA^  j;|_  sin  4 AFA^ 

\/FAi  “ \^2  *“  VFA^ 

die  richtige  ist,  worüber  man  aut  folgende  Art  ins  Klare  kom- 
men kann. 

Man  lasse,  FA  und  FAi  als  constant  betrachtend,  FA^  von 
FAi  an  stetig  wachsen,  so  werden  sich,  auch  die  Grössen 

sin  4 ^^3  sin\AiFA^'  sin\AFAi' 

\/FAi  * \/FA  ’ \/FA^  ’ 

stetig  verändern.  Sollte  es  nun  einen  endlichen  völlig  bestimmten 
Werth  des  veränderlichen  Radius  Vector  FA^^  den  wir  von  jetzt 
an  durch  {FA^)  bezeichnen  wollen,  von  solcher  Beschaffenheit  ge- 
hen können  dass  für  demselben  unendlich  nahe  kommende  Werthe 


i 


/ 


I 


327. 


des  veränderlichen  Radios  Vector  auf  beiden  Seiten  dieses  endlichen 
völlige  bestimmten  Werthes  die  wir  durch  FA\  und  FA'^ 

bezeichnen  wollen,  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
aufeinander 

“ sin  __  sin  ^ ^ sin  \AFA^ 

^ \/FA^  \/FA  \/FA\  ’ 

sin  ^AFA\ sin  \A^FA\ sin  \AFA^ 

' “■  \/FA  VPA’\ 

wäre;  so' wäre  - 

" ' 8\n  lAFA^  sin  IAFA\ 

’ i/FA^  VFA^ 

) sin  ^AxFA^  sin  \A^FA\  ^ ^sin  \AFA^  , sin  ^AFA^. 

“ t^FA  \/FA  — ^ VFA\  ^ 

Lässt  man  nun  FA\  und  FA*\  sich  dem  Radius  Vector  (FA^ 
nähern,  so  nähern  die  Differenzen 

si'n  ^AFA:^  sin  \AFA\  sin  \A^FA^  sin  \AxFA\ 

VFAx  VFA^  VFA  VFA 

sich  offenbar  der  Null  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade.  Also  nähert  sich  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  die  Summe 

sin  \AFAx  » sin  ^AFA^ 

' VPA^ 

der  Null  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Die 
Grösse^  welcher  sich  diese  Summe  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  nähert,  ist  aber  offenbar 


2sin  ^AFA^ 

und  es  müsste  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar 


2sin  \AFAx 
ViPA^ 


. 1 


= 0 oder 


sein^  welches  ungeräimt  ist,  da  {FA^)  eine  endliche  völlig  be- 
stimmte Grösse  sein  soll.  Also  kann  offenbar  nie  ffir'  gewisse 
Werthe  von  FA* 

sin  \AFAf sin  iA^FA2  sin  \AFAx  , 

\/FA,  \/FA  ^ VP^2.  ’ 

für  andere  Werthe  von  FA^  ' 

sin  \AFA^ sin  \AyFA^  sin  \AFA^  ' " \ 

^ VFAx  \/fa  ^VFA^ 

sein,  sondern  es  muss  immer  entweder  die  erste  oder  die  zweite 
Gleichung  Statt  finden.  Für  FA^  = FA\  ergiebt  sich  aber  aus 
der  zweiten  di^er  beiden  Gleichungen,  da' in  diesem  A ^FA* 

= 0 ist,  die  offenbar  ungereimte  Gleichung 


: sin  ^AFAx  _J  • sin  ^AFA^  ■ • ' . 

\/FAx  \/FA^  • < " 

Daher  ist 'die  zweite  Gleichung  in  dem  im  Rede  stehenden  Falle 
unstatthaft,  und  gilt  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  überhaupt 
nicht.  Also  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer 


I 
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y 

sin  ^AFA^ sin  ^A^FA2  » sin  ^AFA^  « 

\/FA^  • \/FA  ' \/FA^  > •'  - 

Weiterer  Untersuchungen  über  diesen ' Gegenstand  uns  für  jetzt 
enthaltend,  wollen  wir  nun  sogleich  zu  den  folgenden  Betrachtun- 
gen über  die  Ellipse  fortschreiten.  , . 

Bei  der  Ellipse  hat  man,  wenn  a die  halbe  grosse  Axe,  e die 

Excentricität  bezeichnet,  k ==  — gesetzt  wird,  ,0  der  von  dem  Ra-- 

dius  Vector  r mit  einer  von  dem  entsprechenden  Brennpunkte  aus 
gezogenen  geraden  Linie  eingeschlossene,  von  0 bis  360*^  gezählte 
Winkel,  und  w der  mit  derselben  Linie  «von  der  von  dem  in  Rede 
stehenden  Brennpunkte  nach  dem  nächsten  Scheitel  .der  grossen 
Axe  gezogenen  Linie  eingeschlossene,  auf  dieselbe  Weise. wie  0 
genommene  Winkel  ist,  bekanntlich  die  Gleichung  ' • 

' ^ ‘ ‘ ‘ 

* ^ cos  (0  — tti)* 

oder  ‘ \ ' 

•15,  «(1 — Xr*)=z=r  cos  (0  — w)j. 

Für  vier  Vectoren  r,  r,,  r,,  r,  und  die  entsprechenden  Winkel 
0,  0^,  0,,  0,  hat  man  daher  die  vier  Gleichungen 

flr(l — /:*)==:  r |l-f-^  COS  (ö  — 0>)|, 

«(1  — k'^)z=zr^\l  k cos  (0, — m)j, 

«(1  — r, 1 1 “k- cos  (9a-r"^)l»- 

«(1 — Xr*)  = r,  |l‘-4“^'COS  (0j  — ft>)  I; 

• aus  denen  durch  Elimination  von  a{l — k^)  sich 
. . r |1 -+-/r  cos  (0. — (£>)] 

=r*i|l -f-Xr  cos  (0, — w)| 

=r,|l -f-Ä  cos  (0a — Ct>)l  j‘ 

. ‘ =r,|l  •+•  A?i  cos  (0, a>)|  V > 

und  folglich  ' > * . . 

" f * V 

r — = — Xr|r  cos  (0  — w)  — r^  cos  (0, — (w)|,'‘ ' 

r — r,  = — k\r  cos  (0  — — .r,  cos' (0, — (o)|, 
r — r,  = — k\r  cos  (0  — m)  — r,  cos  (0,  m)}; 

also  durch  Division  » . ■ ... 

. I ..  . ■ 

r — rj ; r cos  (0~^qj)  — r,  cos  (0,-76)) 

r — r»  r cos  (0  — w) — r,  cos  (0-  — w)’  . 

•'•  • • ' . ' I • V*  '>  fj:  U.  «•.-  . * . 

r — r|. r cos  (0  — ca)  — r,  cos 

’’  r — r,  r cos  i(0  — öl)-— ’r,  cos, (0^—0»)  . 

oder  V _ , , ...  _ 

r — »Tt r cos  0 — ri  cos  .0^  4- (r. sin  0-^r,  sin  0,)  tang  o> 

* r — Tj  r cos  0 — Ta  cos  0, -f.(r  sin  0 t— r,  sin  Gg)  tang  o»’ 

r — r,  ' r cos  0 — Ti  cos  0,  -|-(r  sin  sin  0J  tang  o*  . 

r — r,  . r cos  0 — ra  cos,  0,  -f-  (r  sin  0 — r,  sin  0,)  tang  w 

ergiebt.  Hieraus  folgt  aber  ferner  ^ 


/ 
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, K^a— ^i)  COS  Tg)  cos  Og 

17  l ^ Ö-f-»*i(>*^^2)  sin  O,-H‘2(r^^0  sin 

r(r. — Ti)  cos  0-i-r,(r— r.)  cos  0i-f-r.(r, — r)  cos  ö, 
taog  0)  r(r,— rj)  siii  O-f-ri(r-T-rj)  sin  sin  6,’ 

woraus  sieb  nun  die  Gleichung  ' i. 

r(r^ — ri)  cos  0-f-r^(r  — r^)  cos  St-\-r^{ri — r)  cos 


rir^ 

rjrj 


-ri)  cos  9 + ri(r  — r^)  cos  —r)  coi 

• rj)  sin  ö -i-ri(r — rj)  sin  0»  -|-r2(r, — r)  sin  ©a 
-Ti)  cos  ©-f-r,(r cos  0, -t-rg(rx — r)  cos  ©, 
-r,)  sin  ö-i-r,{r  — r.)  sin  ©,-4-ri(r. — r)  sii 


I *?  I 


I r(r,— r,)  sin  ©+-ri(r  — r,)  sin  ©i — r)  sin  ©3 

ergiebt,  die  mau  leiclit  auf  die  Form^^  . • , 

j'!  18.  0±='  r.r,(r5 — f,)  sin  (©  — ©,).  i*. 

+ r r,(r,  — r.)  sin  (©  — ©,)  ' 

-l-r  r,(r,  — rj)  sin  (©  —©,) 

^ ) sin  (öl  — ö») 

+ r,r,(r  — r,)  sin  (©,  — ©,) 

•+■  r^nJiri v— r J sin  (,Ö^  j-  ©,) 

bringt.  Diese  Gleichung  lässt  sieb  aber  auch  unter  der  .Gestalt 

10.  0==  r rira|sin(©  — Öj)-f-sin(©,  — ©,)Hhsin(©a — © )| 

. — r r|r,jsin(©  — ©,)-|-sin(©i  — ©j)-f-sin  (©, — © )| 

-f-r  r,ra{sin(©  — ©3)-l-sin(©j — ö,)-F-sin(©j — © )| 

— :rir,r,jsin(©3  — ©,)-h8in(©,'-7©,)-f-8in(©,— ©i)t, 
oder  unter  der  Gestalt 

20.  0=  r rjr,  sin  4(Ö  — ©,)  sin  ^(©^ — ©,)  sin  |(©,  — © ) 

, T7r  r,r,  .sin  i(©  — ©i)  sin  *(©,  — ©,)  sin  i(©3  — © ) 

. , -i-r  r^r,  sin  ^(©  — ©*)  sin  K©,  — ©,)  sin  |(©3  — © ) 

» ■ 

— r^r^r,  sin  i(©,~  ©,)  sin  i(©,  — ©j)  sin  ^(ö,~ ©j), 
oder  auch  unter  der  Gestalt 

21  0 = sin  ^©,  — ©2)  sin  ^(©g  ~ ©»)  sin  ^(©,  — © J 


sln  ,^©  — ©a)  sin  ,^©a  -r-  ©,)  sin  !(©,  ©) 

’ r,.  ' ,..••• 

sin  4(ö — ©i)‘sin  ©3)  sin  ^(©,  — ©) 


' ^ sin  4(Ö— r ©t)  sin  |(©|  — ©3)  sin  j(©a  ■—  ©) 

• • m'  ' • ; . . »'S  . ‘ ‘ 

» V 

darstellen.  Die  Gleichung  18.  kann  mau  auch  auf  die' Form 


• 22.  0 ==  • 

r a 


if  •• 


jr)  sin  (0  — ©j) 


•Hj 


I 


i 
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sin  (Ö  —9,)  -:. 


1 


) sin’(ö,  — ©,) 


sin  (ö,— e,) 


(~  ^ jr)  (ö,-^e,) 

r I ' i ..  / 


bringen.  • . - ' ' . 

Aehnliche  Betrachtungen  würden  sich  auch  über  die  Hyperbel 
nnsteilen  lassen,  wobei  wir  aber  hier  nicht  länger  verweilen  wol> 
len,  da  dieselben  nach  dem  Vorhergehenden  keine  Schwierigkeit 
haben. V ' ’ 


/-  ' 


XLIII. 


Uebungsaufgaben  für  Schüler  *). 


1.  Man  soll  zeigen,'  dass  die,  Quadratwurzel  aus  der  Grösse 

in  der  Form  ausgezogen  werden  kann,  wenn 

a*  — h ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  und  in  der  Form 
wenn  1 — ^ ein  vollkommenes  Quadrat  ist.  , , 

2.  Wenn  die  Grössen  c nicht  alle  drei  unter  einander 

gleich  sind,  so  ist  immer  ^ 27/»Äc 

3.  Man  soll  den  Bruch 

8^*  — lOx*  -f-  7a:  — 2 
6x*  — llar»-f-8a;  — 2 

auf  seinen  einfachsten  Ausdruck  bringen. . 

4.  Wenn  zwei  Kreise  sich  in  Jl  und  B schneiden,  durch 

den  Punkt  A die  beiden  Durchmesser  AD  und  AD\  und  die  bei- 
den Sehnen  -^Cund  AC\  von  denen  eine  jede  denjenigen  der  beiden 
Kreise  berührt,  von  dem  sie  keine  Sehne  ist,  dieser  beiden  Kreise  ge- 
zogen sind , ferner  die  Linie  AEE'  denWinkel/>-^/?  'halbirt  und  die 
beiden  Kreise  in  E und  E schneidet;  so  ist  die  gemeinschaftliche 
Tangente  der  beiden  Kreise  die  mittlere' Proportionale  zwischen 
den  beiden  Sehnen  DE  und  und  die  gemeinschaftliche  Sehne 

AB  der  beiden  Kreise  ist  die  mittlere  .Proportionale  zwischen  den 
beiden  Sehnen  BC  und  BC^, 

5.  Wenn  /».  die  Länge  des  von'  dem  Mittelpunkte  eines  mit 


*)  Grdsstentheils  ausgezogen  aus  Cambridge  Senate -House  Pro* 
blems,  1837*  1840  Ton  dem  Herausgeber. 
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dem  Radios  r bescbriebeoen  Kreises  auf  eine  Seite  eines  in  'den- 
selben beschriebenen  regulären  Fünfecks  gefällten  Perpendikels, 

, und  q die  halbe  Seite  eines  in  denselben  Kreis  beschriebenen  regu-, 
lären  Zehnecks  ist,*  so  ist  immer  r*s=r2(^’ — q*Y 
- 6.  Wenn  von  einem  Punkte  C*'  in  der  einen  AB  von  drei 
sich  in  den  Punkten  C schneidenden  Geraden  in  beliebiger 

Anzahl  gerade  Linien  gezogen,  werden,  welche  die  Linien  AC^  BC ^ 
schneiden,  z.  B.  in  den  Punkten  B\  A\  so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte eines  jeden  Paars  der  von  i?,  A nach  den  Durchschnitts, 
punkten  B\  A'  gezogenen  geraden  Linien  BB\  AA*  in  einer  • 
durch  den  Punkt  C g^enden.  Geraden. 

7.  Wenn  drei  sich  in  A^  B^  C schneidende  gerade  Linien  AB, 

BC,  CA  von  einer  dritten  geraden  Linie  respective  io  C\  A\  B’ 
geschnitten  werden,  so  ist  immer  (bekanntlich)  AB'  . BC'  . CA' 
:=.A'B  . B'C  , C'A,  und  das  Product  der  Flächenräume  der  drei 
Dreiecke  A'BC,  B' CA’,  C’AB'  ist  jederzeit 

jAB  . BC  . CA  . sin'^'  sin  B sin  CY 

8 sin  A sin  B siu.C  * , 


8.  Wenn  a,  ß,  y die  Entfernungen  des  Durchschnittspuukts 
der  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  halbirenden  geraden 
Linien  von  den  Spitzen  A,  B,  C 4m  Dreiecks  sind,  so  ist  immer 


9.  Wenn  man  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
ABC  durch  Bogen  grösster  Kreise  halbirt,  und  a,  ß,  y die  zwi- 
schen deren  gemeinschaftlichem  Durchschnittspunkte  und  den  Spitzen 
A,  B,  C des  Dreiecks  liegenden  Bogen  sind,  so  ist  jederzeit 


cos  a sin  (b  — c)-f-cos  /J  sin  (c  — »j-f-ebs  y sin  (a  — ^)  = 0. 

10.  Wenn,  drei  Durchmesser  einer  mit  dem  Halbmesser  r be- 
schriebenen Kugel  sich  unter  den  Winkeln  cc,  ß,  y schneiden  und 
G -i- ß y)  gesetzt  wird,  so  ist  der  körperliche  Inhalt  des 
von  den  die  Kugel  in  den  Endpunkten  der  drei  Durchmesser  be- 
rührenden Ebenen  eingeschlossenen  Parallelepipedons 

* Ar* ■ ' 

. , ‘ V'sin  a siii  (<r  — «)  sin  (<r  — ß)  sin  (<r  — y)  ‘ ' 

: 11.  Wenn  ein  mit  dem  Halbmesser  r beschriebener  Kreis  eine 
Parabel,  deren  Parameter  p ist,  in  vier  Punkten  schneidet,  so  ist 
>das  Product  der  Entfernungen  der  vier  Durchschnittspunkte  von 
der  Axe  der  ParabeL  — r*),  wo  «r.  die  Entfernung  .des 

Scheitels  der  Parabel  von  dem  Mittelpunkte  des  • Kreises  bezeichnet. 

il2.  Wenn  JPT,  QT  zwei  an  die  Punkte  B,  Q einer  Parabel, 
deren  Brennpunkt  B ist,  gezogene  Tangenten  sind,  so  ist  immer 
BB , BQ:=:BT*,  und  wenn  BB,  BQ.  einen  gegebenen  Winkel 
a einscbliessen , so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  T eine 
^Hyperbel,  welche  näher  zu  bestimmen  ist. 

13.  Wenn  q,  p,  die  Krümmungshalbmesser  in  den  Endpunkten 
zweier  conjugirten  Diameter  einer  Ellipse  sind,  so  ist  die  Summe 
pl-Hp,!  eine  constante  Grösse.  : 


✓ 
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■ t '14.'  Die  grösste  Projection  eines<CubBs  ist  ein.rc^läres  Sochs^ 
eck ^ • dessen  ^>eite  sich  zu  der  Seite  einer  ;Seitenfläcue  des  , Cubas 
wie verhält.  . .1  i, 

(Djesc  Aufgaben,  Unter  denea- sich  übrigens  einiges  .Bekannte 
iindet,  werden  fortgesetzt.)  ^ . ..i  -t  . ..  . f/ 


1 f«  »SM 


)*•  *: 


ÄIV. 

M i'  8 cell  e>n. 

# » ' V r * I 


ln  Dinglers  polytechnischem  Journal.  Band  I.«XXIV. 
Heft  3.  S.  194.  'hat  Herr  Doctor  Mohr  in  Coblenz  folgendes 
Verfahren,  Barometer  ohne  Anskochen-  luftleer  zu  machen,  ange* 
geben. 

„Das  Verfahren  setzt  nnr  den  Gebrauch.' einer  Luftpumpe  voraus. 
Man  wird  hieraus  schon  leicht  errathen  können,  dass  durch  Weg- 
nahme des  ätmbsphärischen  Dij^ks  dieselbe  Erscheinung  bervorge- 
bracht  wird,  al,8  wenn  man  ^rch  Hinzu^ringung  von ‘Wärme  den 
Quccksilberdämptcn  eine'^dem  atmosphärischen  Drucke  gleiche  Span- 
nung ertheilt,  und  in  der  Thut  beruht  hierin  das  neue  Verfuhren. 

. . Auf  den,  Teller  der  Luftpumpe  setzt  man  vermittelst  eines  gut 
geschliffenen  Trichters  den  auf  Taf.  IV.  Pig.  3.  äbgebildeten  sehr 
ciufochen  Apparat,  den.  man  in  kurzer  Zeit  aus  Glasröhren  und 
Korkstöjisein  zusammensetzen  kann.  Der  Trichter  a in  Taf.  IV. 
Fig.  3.  ist  mit  einer  guten  Kautschuckröhre  an  die  Bleiröhre  ö be- 
festigt,. diese  mit  einem  Korke  in  die  etwa  14  Linien  weite  und 
5 bis  6 Zoll  lange  Glasröhre,  welche  von  irgend  einem  Stative  ge- 
. tragen  wird,  und  letztere  mittelst  eines  Korks  an  die  kleine  Röhre 
//,  an  welche  nun  mit  Kautschudkröhren  die  auszukochenden  Baro- 
meter befestigt  werden. 

Nehmen  wir  an,  man  habe  zu  einem  Gefässbarometer  eine  ganz 
gerade  Röhre*  mit  Quecksilber  zu  füllen.  Zuerst^  macht  man  die 
Röhre  vollkommen  trocken,  indem  man  sie  erwärmt  und  mit  dem 
Vaeuum  in  Verbindung  setzt;  man  wiederholt  diese  Operation  eini- 
gemal, welches  sehr  rasch  geht.  Nun  giesst  man  das  Quecksilber, 
'welches  ebenfalls  in  einer  Porzellanschale  erwärmt  wurde,  durch 
einen  unteU  sehr  engen  Papiertrichter  in: die  Röhre,  befestigt  diese 
an  deta  Apparat  und  pumpt  die>Luft  aus<  ‘Die  Barometerröhre  liegt 
sehr  flach  auf  dem  Tische.  Beim  Entziehen  der  Luft  scbwellea' 
alle  im  Quecksilber  gebliebenen  Luftblasen  «stai^k  an  und  die  mei- 
sten'gehen  voh  selbst  nach  Oben,  ohne  dass  män* etwas  Weiteres 
* zu  thun*  nöthig  hätte.  Man  stellt  nun,'  wann  keine  Luftblasen  mehr 
aufsteigen,  ein  möglichst 'vollkommenes'  Vaeuum  dar,  nnd  fängt  an 
die  Barometerröbre*  leise  schüttelnd  zu  bewegen,  gerade  wie  man  / 
hei  dem  Auskochen  auf  Feuer  zu  thnn  pflegt.-  Die  beideoiKaut- 
’schuckröhreti  erlauben  eine  schon  ■ heftige  Erschütterung,  ohne  dass 
der  Apparat  dadurch  aus  eiaahder  käme.  Man  bemerkt  in  der  Ba- 
rometerröhre ein  hartes  Prellen  und  Kliken  • des  Queeksilbera;  ge- 
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geii'  das  Glas^ ' ebenfalls^  wie  beim  ’ Äuskochen , • n»d  grosse  I^uftbla- 
sen  erscheinen  'an  allen- Stellen,'  wo  die  kUinsten  Luftbläschen 
äitzen  geblieben ’ sind.  ' " •’*  • ■'  ■•••  ’ 

f ,'Durch*/1sdlitittelnde 'Bewegung  • wird  - momentan  ■ der  schwache 
Druck  des- Quecksilbers  in  der  geneigten  Röhre  aufgehoben,  die 
Luftblasen  yergrösseru  sich,  und' in  diesem  Augenblick -steigen  sie^ 
weil  sie -ein  grösseres  Volumen  einnehmeu,  aufwärts.  Durch  wie- 
derholtes Schütteln’' bringt  man  ‘ so  die  klekisteu  Luftbläschen  zum 
Aufwärtssteigenl  ’ Man  kann  auch  das  Aufwärtssteigen  der  Blasen 
beschleunigen , wenn  man  die  Röhre  über  den  Rand  des  Tisches 
etwas  hinabhält-,'  wodurch  sie  steiler  zu  liegen  kommt.  - Einzelne 
>sebr  kleine  Bläschen; 'welche  allein  nicht  Steigkraft  genug  besitzen; 
weiter  zu  rücken,’  vereinigt  man  zU  einer  grossem  Blase j indem 
man  die  Röhre  aufrichtet.  Das  Quecksilber  ergiesst  sich  in  die 
weite  Röhre  c,  und  in  der  Barometerröhre  entsteht  ein  Vaeuum, 
welches  nun  alle  jene  Luftbläschen  aufnimmt.  Biegt  man  nun  die 
JB^ühre  wieder  vorsichtig  hinab^  so  bringt  man  durch  dieselbe  Mani- 
pulation auch«  diese,  in  der  Spitze  .gesammelte  Luftblase  heraus.  Es 
ist  eine  bekannte  Erfahrung,  dass  frisch  apsgekochte  Barometer, 
von 'Neuem  ein  Luftbläschen  zeigen,  wßnn  mau  sie*  durch  Auf- 
richten hat  spiejen  lassen.  Alle  einzelnen  noch  so  kleinen  Luft- 
spuren sammeln  sich  .alsdann  im  leeren  Raume  und  werden  beim 
Wiederanlaufenlassen  sichtbar. Die  allerschärfste,  Probe  eines,  luft^  < 
leeren  Barometers  ist  immer  das  sichtbar  bleibende  Luftbläschen 
beim  Vollaufen  der  Röhre.  Beim  Äuskochen  kann  man  diese  Probe  ■ 
erst  nach  , dem  Erkalten  machen , bei  uuserm  Appan^  in  jedem 
Augenblicke  wiederholen.  Ein  10  Linien  weites  Barometer  war 
innerhalb  10  Minuten^  so  vollkommen  luftleer,  dass ,, es  ein.  kaum 
sichtbares  Luftbläschen  zeigte.  Besondere  Schwierigkeiten  machen 
' Röhren,  die  durch  Anschmelzen  einer  engem  Röhre  eine  Verdi^n- 
nung  des  Kalibers  haben.  .Die  kleinen  Luftbläschen  gehen  nur 
durch  heftiges  Schütteln  der  sehr  steilen  Röhre  über  jene  Einschnü* 
rung  hinweg.  Schmutz  an  der  Innern  Seite  der  Röhre  hält  eben- 
falls leicht  Luftbläschen  zurück. 

Heberb^rometer  und  .gewöhnliche  Barometer  befestigt  man  eben- 
, falls  mit  einer  Kautschuckröhre  aut  die  Taf.  IV.  Fi^.  3.  ungedeü- 
tete  Art  an  den  Apparat.  Man  füllt  die  Röhre  nur  bis  an  ihre  Bie-^ 

fung  und  lässt  alles  übrige  Quecksilber  auslaufen;  die  ferner, e Be- 
anulung  wie  oben.’'  Aut  diese  Art  bat  Dr.  Mohr, nach  seiner  An- 
gabe mehrere  Bar.ometer  auf  ihren  Scalen  luftleer  gemacht,  und 
fügt  hinzu.,  dass  dieses  Verfahren  sogar  das  sicherste  sei,  weil  die 
Röhre  mehr  gegen  mechanische  Verletzung  geschützt  ist. 

,,Es  ist  übrigens  auch  gut,  die  Barometer  erst  halb  mit  Queck- 
silber 9U  füllen  und  alsdann  luftleer  zu  machen,  weil  man  bei  dem 
geringeren  Drucke  des  Quecksilbers  desto  stärker  .erschüttern  kann, 
um  gerade  die  äussefste  Spitze 'des -Barometers,  auf  die 'es  doch 
besonders  ankommtj' luftleer  zu  machen.  Man  füllt  zuletzt  die  ganze 
Röhre  voll  und  wiederliolt  die*  Operation  mit  dem  nacb^etullten 
Theile.  Es  geschieht  auch  wohl  zaweileii,  besonders  in  nicht  sehr 

flattcn  Röhren,  dass  eine  Luftblase  beim- Aufsteigen  in  mehrere. 

leinere-,  zerfällt,'  welche  schwierig 'aufsteigen.  - Man  muss  alsdann  . 
durch  wiederholtes  Tummeln  und  Entleeren  • dieselben  herauszu- 
schaifen  suchen.^  ' ' • •, 

' Jeder^-  wer  die  Unannehmlichkeiten  des  gewöhnlichen- für  ün* 
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ffeübte  immer  schwierigen  Auskochens  der  Barometer  aus  eigner 
Erfahrung  kennt,  wird  mit  uns  die  Ueberzeuguog  theilen,  dass  die 
obige  Methode  des  Herrn  Dr.  Mohr  verdient,  weiter  geprüft  za 
werden.  Bewährt  sie  sich,  so  werden  Liebhaber  im  Stande  sein, 
sich  mittelst  derselben  auf  wolilfeile  Weise  gute,  zu  Wissenschaft- 
lichem  Gebauche  taugliche  Barometer  zu  verschaffen  und  sich  bei 
einiger  Uebung  selbst  zu  verfertigen,  in  welcher  Beziehung  wir 
vorzüglich  die  Lehrer  an  Gymnasien  und  andern  Schulen  auf  die~ 
selbe  aufmerksam  machen  und  zu  ihrer  Pr  üfung  auffordern  möch- 
ten. Gute  Barometer  sind  jetzt  so  kostspielige  Instrumente,  dass 
eine  wohlfeilere  Herstellung  derselben  für  die  physikalischen  Appa- 
rate der  Schulen  jedenfalls  sehr  zu  wünschen  ist.  Dann  werden 
sich  auch  die  so  nützlichen  Barometer -Beobachtungen  gewiss  noch 
' mehr  vervielfältigen  als  es  jdtzt  der  Fall  ist 


Maupertuis  lag  einmal  gähnend  in  seinem  Lehnstuhle  aüsge- 
streckt  und  sagte:  ,,lch  wünschte  jetzt  ein  schönes  Problem  zu  lö- 
sen , was  nicht  schwer  wäre.^‘  Diese  Aeusserung  mahlt  ihn  ganz. 
(Aus  Chamforts  Werken). 

Mehrere  Züge,  welche  Manpertuis’s  ungemeine  Eitelkeit  und 
Sucht  Aufsehen  zu  erregen  bekunden,  findet  man  in  Bossut’s 
> Geschichte  der  Mathematik.  Theil  II.  S.  337  der  deutschen 
Uebersetzui^.  Er  war  bekanntlich  einer  der  M&thematiker,  welche 
im  Jahre  1t36  auf  Veranlassung  der  französischen  Akademie  der 
Wissenschditeo  nach  Lappland  geschickt  wurden , um,  dort  die 
Grösse  eines  Meridiangrades  der  Erde  zu  messen.  Als  die  Commis- 
sion aus  Lappland  zurückgekehrt  war,  hatte  Maupertuis  nichts 
Angelegentlicheres  zu  thun,  als  überall,  in  der  Akademie,  im  Publi- 
kum, in  der  grossen  Welt,  worin  er  viel  lebte,  das  Resultat  einer 
' Operation  zu  verkündigen,  von  welcher  er  sich  gewisscrmasseu  al- 
len Ruhm  zueignete,  an'  welcher  er  indess  als  Mitarbeiter  nur  einen 
sehr  geringen  Antheil  hatte.  Er  Hess  sich  sogar  in  lappländischer 
Kleidung  und  auf  die  Erdkugel  sich  lehnend,  gleichsam  als  wollte 
er  ihr  die  sphäroidische  Gestalt  geben,  abmahlen,  und  Voltaire,  da- 
mals sein  Freund,  setzte  unter  deu  Kupferstich  die  vier  folgenden 
schlechten  Verse: 

Ce  globe  mal  connu,  qu'il  a su  mesurer,  ’ 

Dcvieht  un  monument  oii  sa  gloire  se  fonde: 

' Son  sort  est  de  fixer  la  figure  du  monde, ' 

De  lui  plaire  et  de  l’dclairer.  , . 


Von  dem  am  23.  Juli  1836  verstorbenen  berühmten  Cometen- 
entdecker  Jean  Felix  Adolphe  Gambart,  Director  der  Stern- 
warte zu  Marseille,  geboren  zu  Cette  im  Mai  1800  erzählt  Fontd- 
coulant  in  seinem  kürzlich  erschienenen  Truitö  ^Idmentaire 
Physique  cöleste  ou  Pr^cis  d’Astronomie  , thdo rique  et 
pratique.  Paris.  1840.  p.  XXVlll.  folgenden  Zug:  , Je  ne  puis 
me  ddfendre  de  citer  ici  une  aneedote  bien  propre  a faire  juger^  je 
"crois,  de  la  pdndtration  de  Gambart,  .et  < de  , fexpdrience  quMI 
avait  acquise  par  son  ^tude  continuelle  du  mouvement  des  astres. 
Je  me  trouvais  avec  lui  a P.Ohservatoire , en  1835,  lorsqu'on  y re- 


t 
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la  prerai^re  nouvelle.de  Pappantion  de  da'cbmete  de  Halley, 
et  les  observations  envoy^es  de  Rome  par  M.  Dumouchel.  A 
peine  Gambart  y ent-il  jetd  k la  hdte  un  coup  d’oeil  rapide,  qu'il 
me  dit:  ,,Pour  quel  jour  avez*vous  ahnoncd  Je  retour  de  Ja  comete 
'.au  p^rib^iie?  -7*  Pour  Je  13.  Novembre  (je  n'avais  point.  alors  fait 
ä la  masse  de  Jupiter  la  correctiou  qui.m’a  cooduit  a reculer, cette 
.(^poque  jusqü’au  15.  Novembre).'  Et  M.  Damoiseau?  -continue 
i-rt.  ‘ — 'II  annoDcc  son  passage' pour  le  4.  — C’est  vous 
i raison,  s'^rie>t-il,  la  comete  sera  au  perih^Iie  du  15  au 


?7 


Gamba 
ui  avez 

Elle  y passa  le  16,  comme  on  sait;  ainsi  un  simple  regard 
jet^  sui'  le  mouvement,  pendant  quelques  Jours,  de  cet  astre  en  - 
ascension  droite  et  en  döclinaison,  avait  sufß  k Phabile  observateur 
pour  deviner  toujes  les  circonstances  de  sa  marcbe.  — * Eine  Bio- 
graphie Gambarts  findet  man  in  der  Bibliotlieque  universelle 
de*  Genbve.  Nouvelle  S^rie. ' T.  IV,  p.  345. 


% 

C,orresp  enden  z. 

Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Majors  und 
Ritter  Dr.  G.  W.  Müller  zu  Hannover  an  den 

Herausgeber, 


XLV. 


Hannover,  18.  Mai  1841. 

Durch  Ihre  gütigen  Zeilen  bin  ich  veranlasst  worden  mir  das  • 
erschienene  erste  Heft  des  Archivs  kommen  zu  lassen,  dessen  In- 
halt bereits  viel  Interesse  gewährt.'  Zu  der  schönen  Abhandlung 
Nr.  XIV.  von.  Ihnen  seihst  darf  ich  mir  die  Bemerkung  erlauben, 
dass  eine  vollständige  .Auflösung-  des  Pothenot’schen  Problems  von 
mir,  als  Beispiel,  der  Anwendung  der  Lehre  .vom  Zuge  im  3ten  Hefte 
XV.  Bandes  des.  Crelle'schen  Journals.. gegeben  worden  ist.  Der 
Gang  der  Auflösung  ist  folgender: 

. Damit  die  Aufgabe,  einer  bestimmte  bleibe,  darf  weder  der  Um- 
kreis der  drei  bekannten  .Punkte  AyBy  C,  noch,  eine  von  den  drei 
{geraden  \Au\enlAB,  AC^  durch  den  Messungs-Standpunkt  D 
• fahren, ! .Von.  den ;drei  Umkreisen,  .die  demnach  durch  D und  zwei 
von  den  drei  hekannten  Punkten  führen,  wähle  .ich  nun  einen,  z.  B. 
den  Umkreis  ABDy  und  bestimme  durch  die  allgemeine  Eigenschaft 
6er  Peripherie -Winkel  aus  den  in  gemessenen  Winkeln  und  aus 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  A^  B zuerst  die  Coor- 
dioaten  des  Punktes  in  welchem  die  gerade  Linie  DC  den  Um- 
kreis ausser  in. noch  trifft,  und  darauf  mit  Zuziehung  der  Coor- 
diaaten  des  Punkts  die  des  Punkts  D,  Es  ergeben,  sich  dabei 
die  letzteren' durch  ^Vermittelung  der  relativen  Polar -Coordinaten 
des  Punkts  Dy  sowohl  von  Ay  B als  aus.  . 


/ 
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’ Znr  Vergleichung,  beider  Auflösungen'  mit  einander , füge  tieli 
folgende  i Uebersicht  meines.  Rechnungsgangs  au.  . Es  > mögen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  , der  Punkte  durch  die  •nehengeset^ten 
Buchstaben  J(a,  6%  y),  fef- 

'lier  die  durch  Messung*  in? bekannt  werdenden  .Winkel  AhS 

durch,  a,  ‘ AÖC  durch  /9,  BÖip  durch  / =,—  a -f-  bezeichnet  sein, 
so  erhält  man  vorbereitend  .d’i^  relativen  Polar- Coordinaten  {0\  r\ 

' " * ' 1 • • 1/  ‘ ff 

des  Punkts  ß vom  'Anfangspunkte'y^  ans  durch  tang  © = , 


e --  b 

sin  G 


a — a 

7^ 

COS  G 


r 


Setzt  man  nun  1)  0 2)  r so  sind  (Ö'/rf) 

die  relativen  Polar-Coor^inaten  des  Punkts  vom  Anfangspunkte  A 
aus  und  es  ist  3)  51  = ä -h r'  cos  4)  23r=ii-l-r'  sin  0.  Setzt 


man  ferner 


55 

5.  = tang  ^ desgleichen  1 8.  r 


sin  (u  — 0*) 
sin  o 

sin  — 0') 


sin  a 

sin  {u  — 0) 
sin  a 


=y 


11. 

12, 

13. 


\ > I J 

‘il  - J I 


r(')  ; 


6.  ^ — ß=:u  <9.  r 

'i 

|7.  ip  — y = j 

so  sind  respective  t),  («,  J^),  .(r/, /*')  die '•rciativen  Polar-Coor- 
dinuten  des  Punkts  ß von  den  Anfangspunkten  A und  ß aus. 
Man  hat  dann  i’  ' 

.r  =3  5(  4- r . cos  tp  . 

. y=23-|-r  ..^8in  tff 

a:  = a’^/ . cos  « 

yrzizb  ■+•/’.  sin  u 

.r  = «'4-y'  cos’V:  ■ 

.y=iV  -^-f!  sin  u\ 

Für  die  Vergleichung  selbst’ bemerke  ich^  dass  a und  /?  in  beiden 
Auflösungen  dasselbe  bedeuten,  und  'dass 'das  Resultat  tVr.  12.  von 
dem  Ihrigen  Nr.  14.  nur  darin  sich  unterscheidet,'  dass  für  die  rcla« 
tiven  Polar  Coordinaten  zur  gegenseitigen  liagen-Bestimmnng.  der 
Punkte  D und.  A hei  mir  der  bekannte  Punkt 'yf  - bei  Ihnen  der 
'unbekannte  Punkt  als  der  relative  Anfangspunkt  betrachtet  wird. 
‘Man  hat  also  und  tang  z«  = tang  g>,  -I  ..  . . : . • • > 

Nur' bedi'erkc  ich  noch',  dass  die  Lehre  vom  « Zuge  ' voraussetzt, 
dass  der  Radius- Vector-Zug’ eben  sowohl  negativ  als  positiv  aus- 
fallen  kann,  und  dass  die  iiDliche  Ausschliessuug  negativer  Werthe 
zwar  in  einzelnen  Fällen  nützlich  ist^  allein  mit  «der  wahrhaft  all- 
gemeinen Auflassung  im  Widerspruche  steht.  i8ö  wird  z.  B.  der 
Winkel  9,  der  bei  Innen  in  Nr.  11.'  durch  seine  «Tangente  gegeben 
wird,  stets  als  ein  spitzer  Winkel  genommen  werden  dürfen, 
nämlich  als  ein  positiver  oder  als  ein  negativer  spitzer  Winkel,  je- 
nachdem  die  Zahl,  welche  Nr.’  11.  für  tang  m giebt,  eine  positive 
oder  eine  negative  Zahl  ist.  ' Es  ergiebt  sien  dann  durch  >Nr. '13. 
von  selbst,  ob  q eine  positive  oder  eine- negative  Zahl  ist.  •• 
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Uhtersucliungen  über  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  constanten  Coefficieni^n  in  den  all- 
gemeinen , Gleichungen  der  Flächen  des 
zweiten  und  dritten  Grades  *). 

' VOD 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


1.  Heber  die  geometrische  Bedeutung  der  Constanten 
in  der  ullgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 

Grades. 


/ 


t 


§.  1. 


Der  allgemeinen  Gleichung 

Ä»  -h  -f-  Ca;-  4-  4-  2 B'a;x  4-  4-  4-  2B"y 

4-26-o:4-/^  = 0....1) 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  können  wir  noch  folgende  zwei 
Formeu  geben: 

4-  I B'a;  Ci/ + A"\  4-  Biß  4-  Ca:-  4-  2A>a:y  4-  2/?"y 

-|_26’'.z-4-/>  = 0..2) 


B 


Ä 4-  ^ 


B B ^ 4-  ^ 4-  X, 


In  diesen  Gleichungen  berücksichtigen  wir  kein  besonderes 
Coordinatenssystem.-  Setzen  wir  in  die  zweite  derselben  statt  a: 
und  y irgend  bestimmte,  übrigens  aber  durchaus  willkührliche  Werthe 
a/,  ?/,  so  erhalten  wir  die  mit  der  Ordinatenaebse  der  ä parallelen 
Ordinaten  derjenigen  Punkte,  in  welchen  die  Fläche,  welche  wir 
durch  eine  der  Gleichungen  1),  2)  oder  3)  ausgedrückt  haben,  und 
die  wir  künftig,  der  Kürze  wegen,  die  Fläche  F nennen  wollen 
von  der  Linie  a:  z=  a:\  y=y'  geschnitten  wird.  ' 


*)  Auszug  aus  einem  bald  erscheinenden  Werke  über  analytische 
Geometrie  des  Raums  vom  Vf,  dieses  Aufsatzes. 
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Durch  die  so  eben  gcnoonte  Substitution  wird  also  die  Gici- 
ebuDg  2)  zu: 

4-  2z  cy  -h.u4"l  -f-  //'y*  -h  -f-2^Vy' 4-2/?'y 

. -h2CV-i-/J  = 0 4) 


Bezeichnen  .wir  die  Ordinaten  der  obcnbcnanntcii  Durebsebnitts- 
punkte  mit  z'  und  z^,  so  wissen  wir  aus  der  Theorie  der  Gleichun- 
gen, dass:  . * • 

*'  + *,  = — 2(/?V+ C’j-'  + .4'') .-5)  *■ 

Wiederliolen  wir  dJescs  Vcrfalirco,  indem  .wir  in  die  Gleiojiung  2) 
für  y die  gleiche  Ordinate  y'  wie  oben , statt  ^ aber  irgend  einen 
anderen  bestimmten  übrigens  aber  willkülirllcbcn  Werth  cinfüh- 
ren , und  mit  z"  und  z,,  die  Ordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 
Linie  a:  = a:'\  y=z‘^  mit  der  Fläche  bezeichnen;  diese  Or- 
dinaten werden  zugleich  die  Wurzeln  der  durch  jene  Substitution 
aus  2)  entstandenen  Gleichung  sein,  wie  dieses  auch  bei  den  Or- 
dinaten  z'  und  z,  in  Beziehung  auf  die  Gleichung  4)  der  Fall  ist, 
und  wir  bekommen  wie  vorhin  die  Gleichung: 


z”  = — 2{B’a:"  4-  Cy  A") 6) 

Subtrahireu  wir  5)  von  6),  so  ist: 

a"— .a?'),also.g'==— 


Um  diesen  Ausdruck  von  /?'  durch  eine  geometrische  Constructiou 
zu  bestimmen^  schneiden  wir  Taf.  IV.  Fig,  1.  die  Fläche  F in  den 
Entfernungen  OK'  = OK"  = as"  von  der  Ebene  der  yz  durch 
zwei  ‘mit  dieser  parallele  Ebenen  7JK'Y\  Z"K"  Y",  und  alsdann 
noch  in  der  Entfernung  O/i  = i/  von  der  Ebene  der  xz  durch 
eine  mit  dieser  parallele  Ebene  ’Z'"/iX.’\  diese  letztere  wird  die 
beiden  ersteren  Ebenen  in  zwei  mit  der  Achse  der  z parallelen  Li- 
nien P"H"  schneiden ; die  Fläche  F selbst  aber  wird  von 

den  beiden  ersteren  Ebenen  in  irgend  zwei  Linien  zweiten  Grades 
V M,U' M\  V" M„[]" und  von  der  letzteren  Ebene  in  einer 
eben  solchen  Linie  LäM,M„FM" M'  geschnitten,  diese  letzte  Curve 
wird  jede  der  beiden  vorgenannten  im  Allgemeinen  in  zwei  Funkten 
A// , M'\  A/„ , welche  zugleich  aut  den  Durchschnittsliuieu 

P’H\  P"/jf"  liegen  werden ^ schneiden,  und  wir  haben  daher  im 
Sinne  der  oben  angenommenen  Bezeichnung  F M,'=.z,^  FM':==:z\ 
P"Mf,-=zz„^  P”M"-==.z!\  also,  -wenn  wir  uns  in  der  Ebene 
Z"'/tX'  die  Linien  M'K"  parallel  mit  der  Achse  der  x ge- 

zogen denken: 


==  z,f  — z,=z  M„N,„  = FF', 

mithin  ist  aus  7) 

-i-  . 

» " — 2/**  1*^'  • ♦ • • • oj 


Setzen  wir  hingegen  in  der  Gleiciiung  2)  zuerst  a:’  und  y', 
alsdann  a/  und  yf'  statt  a:  und  y,  so  finden  wir  wie  vorhin: 


ä'  4-  C'y'  9) 

4-  = — 2{B'a/  4-  C'V'  -H  ^'0  . 10) 

worin  z'"  und  z,,,  die  Wurzeln  der  zufolge  jener  Substitution  aus 
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2)  entstandenen  Gleichung  bezeichnen.  Durch  Subtraction  dieser 
Gleichungen  erhalten  wir:  , 


X 


w 


«'+«///  — also  C"  = — - 


» —2  — 2, 


2(y"-y) 

Ohne  dass  eine  besondere  Zeichnung  nöthig  ist,  können  wir  uns 
in  den  Entfernungen  OjK'  = y”  von  der  Ebene  der  or«, 

mit  dieser  zwei  parallele  die  Fläche  F schoeidcnde  Ebenen  Z’'HXf^ 
und  in  der  Entfernung  OK'  = a:'  von  der  Ebene  der  yx 
parallel  mit  ihr  eine  ebenfalls  die  Fläche  F’  schneidende  Ebene 
Z'K'Y'  denken,  und  analog  mit  dem  Vorhergehenden  die  mit  der 
Achse  der  x parallelen  Durchschnittslinien  p"h"3  und  die  Durch- 
schnittspunkte dieser  mit  der  Fläche  respective  durch  m,\ 
m"j  m,f  bezeichnen,  und  endlich  m’n",  m,nf,  in  der  Ebene  Z'K'Y' 
parallel  mit  der  Ebene  der  yx  bis  zu  ihren  Durchschnitten  und 
mit  p"F’  ziehen,  alsdann  haben  wir  wieder: 

X,  = m„n,„  y"-^y'z=  p"p'. 


— ä'  = m"n"^  Xf„ 


also  C = 


m n ' 


m„n, 


2p‘p' 


11) 


Führen  wir  endlich  in  der  Gleichung  3)  nach  einander  .2/  und  x'j 
iF’  und  X statt  x und  y ein,  wo  x\  ac"  ebenfalls  bestinimte  aber 
w'illkUhrliche  Werthe  haben  können,  so  entstehen  zwei  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  in  Beziehung  auf  y\  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der- 
selben respective  mit  y,  y,\  yf\  y„\  so  geben  diese  zugleich  die  Grö- 
ssen der  mit  der  Achse  der  y parallelen  Ordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte P'"i  p„  der  Linien  (c2:=.r^,  x=i%%  {ar=a:'\  oder 

mit  der  Fläche  und  wir  erhalten,  wenn  wir  uns 
PfVff  parallel  mit  der  Achse  der  a:  gezogen  denken,  wie  oben: 


y ' H-  y//  = — 2 j ^ .2:''  4- 


B 

A' 


ac 


C 


£! 

c 


X ' t; 


£1 

c 

£1 

c 


..  12) 


1?) 


1 y" — y’-f-y»/  — y/  ^'1  1 

2(0:"  — or  ) B^  ® * B — 


2n"n' 


14) 


Sobald  nun  /i^  bestimmt  ist,  kann  dieser  Ausdruck  einen  bestimmten 
Werth  von  ^4'  geben.  Wie  wir  auch  die  Hülfsebcnen  Z'K'Y^ 
Z"K"Y'\  Z"’Iija  (Taf.  IV.  Fig.  1.),  oder  bei  der  Bestimmung  yon 
C (wo  keine  Figur  beigefügt  ist)  Z’K'Y’^  Z”R'K.'^  Z"'Ii"X"  u.  s.  w. 
parallel  mit  sich  selbst  verrücken  mögen,  die  ersten  Tbeile  der 
Gleichungen  8),  11)  und  14)  behalten  immer  einen  und  denselben 
Werth,  cs  ist  auch  über  die  Lage  der  Coordinatenachsen  durchaus 
keine  Bestimmung  angenommen  worden,  mithin  können  wir  auch 
die  Lage  der  vorgenannten  schneidenden  Ebenen  immerhin  beliebig 
annehmen,  nur  muss  die  parallele  Lage  der  beziehlichen  Ebenen 
beibehalten  werden.  Die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  bezieht  sich 
auch  auf  die  besonderen  Fälle,  wenn  die  Fläche  F in  ein  System 
zweier  paralleler  Ebenen  degenerirt.  Die  Gleichungen  5),  9),  10), 
12),  13)  bestehen  auch  dann  noch,  wenn  die  obengenannten  schnei- 
denden Ebenen  der  Fläche  nicht  mehr  begegnen,  denn,  auch 
für  den  Fall  imaginärer  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung, 
bleibt  die  Summe  derselben  doch  reell,  bloss  fällt  iü  diesem  Falle  die 
geometrische  Deutung  hinweg.  ^ 

22* 
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Wir  k(MiDeD  die  in  8),  11)  und  14)  gefundenen  Ausdrücke  für 
die  CociTicienten  /?',  ^ für  besondere  Fälle  noch  verciiifacheu, 

indem  wir  die  bcziehlichcn  schneidenden  Fbeiieii  so  bestimmen,  dass 

= t/,f==Vf 

wird.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  in  der  Fläche  JT  nur  1/iiiieii 
respectivo*  parallel  mit  der  Achse  der  ,2:  und  y zu  zielien,  und  durch 
die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Fläche  JT  die  parallelen  Ebe- 
nen zu  legen.  Hierdurch  fallen  die  Punkte  HJ,,  und  iV,r^  f/ht 

(j>,,  und  zusammen,  und  wir  haben  statt  der  vorgenannten 
Gleichungen  folgende: 

A/"A"  m'n"  A'  ^V' 

^ — 2/)'y ’ B — Tin'  ' * • 


15) 


Wir  bemerken  noch,  dass  wir  aus  deu  Gleichungen  5)  oder  9)  er- 
halten: 


<> 


= — (Z?v  -f-  cy + A"), 


Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  bezeiebuet  die  Ordinate  der  Mitte 
des  von  der  Fläche  interceptirten  Stücks  der  geradenLinie 
y=;y’);  bezeiciinen  w^ir  diese  Ordinate  mit  x,  und  lassen  die  Ac- 
cente von  y weg,  so  erhalten  wir 

* -F  B v -F  4-  0 16)  , . 

_ • 

Diese  Gleichung  erkennen  wir,^  indem  wir  y und  % als  veränder- 
lich betrachten,  als  eine  solche,  welche  diejenige  Dinmelralebene 
der  Fläche  F ausdrückt,  w'ciche  alle  der  Achse  der  % parallele 
Sehnen  halbirt.  Auf  gleiche  Weise  erhalten  wdr  aus  12)  die 
Gleichung 


y A-Vf 


2 — ^ B'"  ^ C) 

oder,  wenn  wir  = V setzen  und  die  Accente  weglassen. 


C , . C\ 

— ■ . - M . I . 


Diese  Gleichung  drückt  aber  diejenige  Diametralebcue  aus,  welche 
alle  mit  der  Achse  der  y parallelen  Sehnen  halbirt. 


§.  2. 

Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung 

Ä' -F  Biß^  Cx-  H-  ^Axy  -F  -F  '^C'y%  -F  -F  2/?> 

-F26:".2r-F/^  = 0 1) 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  zuerst  a:  und  y,  alsdann  a:  und  ä, 
und^  zuletzt  y und  gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  die  drei 
Gleichungen 

s*H-2^"ä4-Z>==0  ; Z?y-4-2^"y-FiO=0 ; Ca:^-\-%C"a:-\-D=SS ...  2) 

Diese  Gleichungen  werden  uns  die  Durcbschnittspunkte  der 
Coordinatenachsen-  mit,  der  Fläche  F (welche  wieder  durch  die - 
Gleichung  1)  ausgedrückt  werden  soll)  geben;  bezeichnen  wir  näm- 
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licli  respective  mit  x',  si'' \ y',  y";  a:',  oc"  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chungen, so  ist  bekamst,  dass  ' . 


3) 


ist;  bezeichnen  wir  den  Anfang  des  Coordinatensysteins' mit  0,  die 
Durchschnittspunkte  der  Achsen  der  Jt-,  der  y und  der  x mit  der 
Fläche  respective  durch  /t,  R’\  Q,  f/;  j\  jP;  so  erhalten  wir 
aus  3) 

nn  nn  — n 0^  0^  OR.OR_^ 

\J  MX  • \f  M\>  — ijtt  ß ^ (JP  (J  P’  " " ' ^ • • • • • 'i) 


0(i  . ütl 


Führen  wir  den  sO/  eben  gefundenen  Werth  des  Coefficieuten  ß 
in  dem  in  §.  1.  14)  gefundenen  Werth  von  ^ ein,  so  bekommen  wir 


. OR . OR 

. T"  . ^nn  . ü(i  . Oi^ 

Aus  §.  1.  15)  folgt  auch,  dass 

_ ^'V " . OR . OR 

, ^ — Inn,  OH.  0(1 


5) 


6) 


Da  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  der  Werth  von  B und  C der 
gleiche  bleibt,  wie  wir  aucli  den  Coordinatenunfang  0 mit  Beibe-. 
•haltung  der  gleichen  Achsearichtung  verlegen  mögen,  so  bleibt  der 
Duotient  der  Producte  Oii,  OR'  und  fVÖ.  0(^.  wie  auch  jener 
der  Producte  Oß.  OR'  und  Ol*.  OP'  derselbe  für  alle  beliebigen 
Punkte,  durch  die  wir  nach  bestimmter  Achsenrichtung  drei  gerade 

Linien  legen.  Da  aber  auch  der  Quotient 


sich  selbst  parallele  Lage  den  Kbenen  Z'R'Y'^  Z"R"Y"  (Taf.  IV. 
Fig.  1.)  beständig  bleibt,  so  bleiben  es  auch  unter  der  Bedingung 
der  parallelen  Aclisenrichtiing  die  in  5)  und  .6)  gefundenen  Aus- 
drücke für  den  Coefficieuten  yP.  Die  Constructiou  des  Ausdrucks 
von  JJ  ist  in  dem  Falle^  dass  die  Achse  der  z der  Fläche  wirklich 
begegnet,  immer  möglich,  ln, demjenigen  Falle  aber,  wenn  .diese 
Achse  der  Fläche  F nicht  begegnet,  giebt  die  Gleichung 

IJ  = 0 

imaginäre  Wurzeln,  deren  Product  jedoch  immer  reell  ist.  lui 
ersten  Falle,  wenn  nämlich  die  Achse  der  z der  Fläche  begegnet, 
ist  ZI  positiv,  wenn  die  beiden  Durchschnittspunkte  R^  R'  auf 
derselben  Seite  des  Coordinaten-Anfangs  liegen,  negativ  hingegen 
im  entgegengesetzten  Falle.  Für  das  Fllipsoid,  das  eintheilige  Hy- 
perboloid und  beide  Paraboloide  ist  also  D positiv  oder  negativ 
jcnachdem  der  Coordinatenanfang  ausserhalb  oder  innerhalb  der 
Fläche  genommen  wird.  Beim  zweitheiligen  Hyperboloid  ist,  wenn 
die  Achse  der  z beide  Flächentheilc  triHt  und  der  Coordinateuan- 
fang  O innerhalb  des  einen  liegt,  D positiv;  liegt  der  Punkt  O 
aber  zwischen  beiden  Flächeutheilen , so  ist  J)  negativ;  trillt 
die  Achse  der  z nur  einen  Flächentheil  und  liegt  der  Coordinaten- 
anfang  ausserhalb  desselben,  so  ist  D positiv,  liegt  er  aber  inner- 
halb, so  ist  D negativ.  Das  Zeichen  von  ß uud  C hängt  davon 
ab,  ob  die  Productc  OR^OR’  uud  OQ.  0(£  der  auf  den  Coordi- 
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nutcnuclisen  ^^Kabgescbuittenen  Stücke,  ebenso 'die  Producte 

OR  . ()R  und  OP,  OP  der  auf  den  Acbse^j  der  % und  der  x ab- 
gescbnittenen  Stücke  vou  gleichem  oder  ungleichem  Zeichen  sind. 

. Setzen  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  B •=.  C=.\ , so 
wird  OR,  OR!=:OQ,  OQ!=zOP,  OP.  ln  diesem  speciellen 
Falle  ist  die  Fläche  F eine*  Kugel.  , * 

§.3.  , ' 

Zur  Bestimmung  der-  Coefficienten  A'\  B’\  C"  bedienen  wir 
uns  wieder  der  Gleichungen  2)  des  vorigen  Paragraphen.  Aus  der 
ersten 


Ä*  -|-  -4-  /?  = 0 


ist,  wenn  %’  und-  die  Wurzeln  derselben  bezeichnen, 

/ • //  AU  \ AU  * “4“  2»  j AU  OR  OR 

35'  + aä"==  — 2v^'  , also  = ^ — oder  A’ ^ •- 

/ 

Bezeichnen  wir  mit  A/ die  Mitle  des  Segments  so  ist 

A'z=--OM 1) 

Aus  den  beiden  anderen  Gleichungen  2)  in  2 erhalten  wir 

B y -f~y  o s 

B y 2 

Bezeichnen  wir  mit  JtP  und  M"  die  Mitten  der  Segmente  QQ"> 
und  PP'y  so  erhalten  wir  zufolge  der  Gleichungen  4)  des  vorigen 
Paragraphen : 


OM.OR.OR  OM'.OR.OR 

o — . — C'  — — OP  • . . oj 


00 -oo: 


Wir  können  also  in  dem  Falle,  dass  die  Achsen  der  y und 
X die  Fläche  F wirklich  schneiden,  die  Werthe  von  A'\  B"  und 
O*  leicht  construiren.  A’^  ist  nämlich  gleich  dem  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  genommenen  Abstande  der  Mitte  der  auf  der 
Achse  der  % von  der  Fläche  abgeschnittenen  Chorde.  In  demjeni- 
gen Falle  aber,  wo  die  Achsen  der  Fläche  nicht  begegnen,  müssen 
wir  diese  Coefficienten  auf  andere  Weise  bestimmen.  Wir  wollen/ 
diese  Bestimmung  zuerst  bei  dem  Coefficienten  A"  vornehmen.  Ge- 
brauchen wir  hierzu  die  in  §.  1.  16)  gefundene  Gleichung  derjeni- 

fen  Diametralebene,  die  alle  der  Adise  der  % parallele  Chorden 
albirt,  nämlich  die  Gleichung: 

%^B'x-\-  r'y-f-A"  = 0 4) 

in  welcher  A"  die  Ordinate  des  Durchschnittspunkts  dieser  Ebene  mit 
der  Achse  der  % ist,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genom- 
men. Ziehen  wir  daher  irgend  drei  mit  der  Achse  der  % parallele 
Sehnen,  so  bestimmt  diejenige  Ebene,  welche  durch  die  drei  Halhi- 
rungspuiikte  dieser  drei  Sehnen  geht,  auf  der  Achse  der  % eine  Ordi- 
nate, die  gleich  — A'  ist.  Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 

Ebene  4)  mit  den  beiden  anderen  Coordinatenachsen  sind 


und 


Jm, 

— Nehmen  wir  die  Gleichungen 

A X — 4"  By  — f-  0 


5) 


# 
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Ca;^Ay-^B'a-\-C"=z<i 6) 

der  beiden  anderen  Diametralebeoen , welche  respective  die  mit  der 
Achse  der  y und  der  a:  parallelen  Sehnen  Italhiren,  so  finden  wir 
für  die  Coordinateu  der  Durchschnittspunkte  der  Ebene  5)  mit  den 
Coordinutenachscu  der  ^ und  £C\ 

B’  B B 

* */. — ~'c^  y* — “ — 3T’ 

und  für  jene  der  Ebene  6)  mit  den  gleichen  Achsen: 


— Vi 


C" 


£1 
‘ c 


Bezeichnen  wir  mit  C',  B und  A die  Durchschnittspunkte  der 
Diametralehene.4)  mit  den  Achsen  der  ä,  y und  oc^  ebenso  mit  C\ 
B\  A'  und  A"  die  Durchschnittspunkte  der  Ebenen  5)  und 

6)  mit  jenen  ilchsen;  so  haben  wir:  ^ 

OCzzz  — A",  OB  = —^,  OA=z-^-, 

OC’=-f,  0B’  = -^,  OA  = -^; 

, 0C"=1  — ^.,  OB"  = — ^,  OA"z=  — ^. 

, . i"  _ oa  A“  _ OA  .... 

Aus  ulGSCD  lOl^t  IlD6r  S DlituID 


OB 


Wir  haben  also  allen  Co^fficienten  ihre  geometrische  Bedeutung  ge- 
geben; zur  deutlichem  Uehersicht  wollen  wir  diese  mit  ihren  zu- 
kommenden Werthen  hier  in  der  gleichen  Orduung,  wie  sic  gefun- 
den wurden,  unschliesseu: 

B'— 2/*^P B’=.—^-rp  (§.  1.  Id)}  ...8) 


C*r=z. 


m"n’ 


2p“p' 


(§.1.11)  oder  auch  — :;^,^(§.1.15)|  ...9) 

—p  p 


{fx’v" U„V„')  ,0R  , OB  fa  t A t\  \ y A> 

yf'=--c (§■  1- 14)  ^ 

*'  U V-  .OR.OR’ 

OR  . OR  ra  rt  r\  1 1 \ OR  . OR>,b  fv  » \ IO  . 

^ ~ÖQ^TÖ0  * * ' ^ Qp.  (§•  ^)  • • 

I)z=OR.  OIV  (§.  2.  4) . . . 13) 

Wenn  die  Fläche  F von  den  Achsen^  gctroÖ’en  wird;  so  ist 
A"=-OM(%.  3. 1) . . 14;  /?"=- ^ (§■  3. 2) ■ ■ 15) ; 

our.oR.OR:  ,<•> 

^ OH . (i€  " ^ 
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WtMiu  die  Fläche  F von  den  Achsen  nicht  getroffen  wirdj  so  ist  - 

nr  nc 

A'’  = — OC(%.  3.  7) . . 17;  B'  = - (§.  3.  7)  . . 18); 

C"=-^^^'(§.3.7)..19), 
4.  • ■ 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitere  Anwendungen  von  diesen  Be- 
stimmungen inachcn,  noch  untersuchen,  welche  geometrische  Deu- 
tung die  übrigen  C’oeflicienten  zulitssen,  wenn  einer  oder  mehrere 
in  der  ullgemeiueu  Gieichung  ' 

a*  -f-  By"^  Ca:"  -f-  ‘'lA'a:y  ^B’a:x^  -f-  2 C’yx  -1-  ^A"z  %B"y 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  Null  werden. 

Wir  sehen  aus  §.  l.  8),  §.  2.  4)  und  §.  3.  1),  dass  keiner  der 
Goeflicienten  /T,  C";  /?,  C\  J)  uud  A"  von  den  übrigen  abhängig 
ist,  mithin  kann  einer  oder  mehrere  der  übrigen  Coeflicienten 
B\  C"  zugleich  Null  werden,  ohne  dass  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  erstem  eine  Aenderung  erleidet.  Wohl  aber  erkennen 
wir  aus  §.  1.  14)  und  §.  3.  dass  A'  und  B"  von  B,  C hin- 
gegen von  C abhängig  ist,  und  dass  für  /?  = 0 und  CzirO  im 
Allgemeinen  auch  B\  C’  zu  Null  werden,  in  welchem  Falle 
auch  die  Fläche  F niemals  ein  Fllipsoid  sein  kann,  welches  schon 
daraus  erhellet,  dass  die  Gleichung  By"^  ‘-\-^B''y B :=z0 , wenn 
Z/  = 0 ist,  in  2//'y+/>  = 0 übergeht,  welche  nur  eine  einzige, 
aber  eine  reelle  Wurzel  hat,  weshalb  die  Transversale  OQQ  weder 
eine  Tangente  an  'die  Fläche  sein,  noch  dieselbe  in  zwei  Punkten 
treffen  kann,  was  doch  nothwendig  Statt  linden  müsste,  wenn  die 
Fläche  F ein  Fllipsoid  wäre  und  der  Punkt  0 nicht  auf  der  Ober- 
fläche desselben  läge,  welches  wir  aber  bis  jetzt  noch  vorausgesetzt 
haben.  Ist  aber  aucli  /?  = 0,  so  folgt  aus  §.  3.  13),  dass  einer 
der  Factoren  OB  oder  OB  gleich  Null  ist,  dies  kann  aber  nur 
dann  Statt  finden,  wenn  der  Coordinateuanfang  auf  der  Fläche  F 
selbst  liegt,  in  welchem  Falle  aber  alsdann  sowohl  einer  der  Factoren 
OQ  oder  OQf  wie  auch  OP  oder  OP^  zu  Null  werden  muss,  da- 
durch^ alsdann  //,  A\  B'\  C"  unbestimmt  werden.  Diese  Coef- 
licienteu  müssen  in  diesem  Full  wie  in  3.  mittelst  der  Diametral- 
ebenen  4)  5)  6)  bestimmt  werden.  Am  gleichen  Orte  haben  wir  ge- 
funden, dass  B*  ■=.  — , und  dass  OA"  = — ^ ist,  woraus 

OC . OC' 

*A'=  / wird.  Wir  bemerken  ferner  noch,  dass,  wenn  B 

und  ^ zugleich  negativ  sind,  alsdann  eines  der  Segmente  OB  oder 
OB  in  B ezichiing  auf  das  andere  eine  entgegengesetzte  Richtung 
haben  muss;  dies  kann  aber  bei  dem  Fllipsoid  nur  dann  stattlindeu, 
wenn  der  Punkt  O innerhalb  der  Fläche  liegt,  in  diesem  Falle  ha- 
ben aber  auch  die  Segmente  OP^  OP  wie  auch  iBi  und  Ofi  ent- 
gegengesetzte Richtung,  also  sind  die  Producte  OP,  OP,  OQ.  0(i, 
so  wie  das  Product  OB.  OB  negativ,  folglich  die  Uuotienten 
OR.OR  Oli.OR  ..... 

OQ  OQ  ’ Oi*~ÖP  woraus  hervorgeht,  dass  bei  dem  Ellip- 

' soid  die  Coefiieienten  B und  C immer  positiv  sein  müssen.  Ganz 
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auf  gleiche  Art  können  wir  zeigen,  dass,  wenn  z'*  das  Vorzeichen 
-H  hat,  die  beiden  Cocfücienteu  'ß  und  C beim  zweitheiligen  Hy- 
perhüioid  zugleich  negativ  sein  müssen,  heim  eiutheitigcn  Hyperbo- 
loid aber  nur  einer  von  beiden. 

Ist  ferner  ^"  = Q^  = (7'rrrO,  so  folgt  nach  §.  2.  3) 


und  §.  3.  1'),  dass 


0, 


y -t-y  _ 


= 0, 


X 


= 0,  also 


2 ’ 2 

OQ=i—Ofi,  OP——OF’  ht\  die  Punkte 
und  A';  Ö)  P,  JP"  liegen  also  nicht  nur  auf  entgegeugesetzten 
Seiten  des  Punktes  sondern  auch  gleich  weit  von  demselben 
entfernt,  auch  erhellet,  dass  der  Punkt  0 ^ weil  kein  besonderes 
Coordinatensystem  berücksichtigt  wurde,  der  Mittelpunkt  der  Fläche 
sein  muss.  Wir  erhalten  auch  nach  der  zu  Ende  von  3.  gege- 

OK-  ^ OR^ 


benen  Tabelle  D=. — Bz=i 


C=z 


Wir  sehen 


— OP^' 

schon  aus  dem  so  eben  Angegebenen,  dass,  wenn  auf  diesem  Wege 
die  Discussion  der  Flächen  vorgciiominen  würde,  dieselbe  weit  an- 
schaulichere Resultate  als  die  bisher  gefundenen  liefern  würde. 

• §.  5.  » ' 

Aus  den  am  Ende  von  §.  3.  angegebenen  Coefücientenwerthen 
lassen  sich  viele  merkwürdige  Eigenschaften  der  Flächen  des  zwei- 
ten Crades  deJuciren. 

Wir  haben  nämlich  für  jedes  beliebige  Coordinatensystem  ge- 
funden, dass 

„ OR.OR  ' or,or: 

^ — OP. OP' 

Verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  O nach  irgend  einem  an- 
dern beliebigen  Punkt  O,  der  Achse  der  % oder  der  Linie  ORR^ 
und  ziehen  durch  (Pi  mit  den  vorigen  Achsen  der  ao  und  y re- 
spective  die  parallelen  OfP,P,\  0,Q,Q,\  welche ‘die  Fläche  eben- 
falls in  den  reellen  oder  imaginären  Punkten  P,,  P/;  Q,’  tref- 

fen, so  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Coefilcienten  B und  C 
durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordinatensystems  durchaus 
keine  Veränderung  erleiden,  dass  ebenfalls 

„ 0,R.0R  ^ OR.OR 

^ o,a, . OMr  ^ — o.p,.o,p;' 

Setzen  wir  die  Werthe  von  /?,  wie  auch  die  von  C' einander 
gleich,  so  erhalten  wir:  , 

OR.OR  .0.<l..O,(i;  OR.OR, .o,p,.o,p: - .. 

00 . o(i . o,R . o,R  ““  ^ ; OP . OP  ;OJ^,r  — * ‘ * . 

Verlegen  wir  ferner  den  Coordinatenanfang  in  einen  ganz  beliebigen- 
Ort  O^  und  nehmen  ein  ganz  beliebiges  Coordinatensystem,  dessen 
Achsen  jenen  des  vorhergehenden  Sy- 

stems durchaus  in  keiner  Beziehung  stehen,  bezeichnen  endlich  mit 
Cj  die  Coeflicicnteii  von  y*  und  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung der  Fläche  P (wo  jedoch  B^  und  C\  ganz  andere  Werthe 
haben  als’  B und  C),  so  ist  ebenfalls  nach  §.  3.  11).  12) 


B,= 


or,.or; 


- r — 


OR..OR' 


Es  bezeichnen  R^'H^  P-iyP-i  die  Durchgeh nittspunkte 

der  neuen  Achsen  der  *,  y und  x mit  der 

E'läche  P.  Verlegen  wir  jetzt  den  Coordinatenanfang  O^^  nach  irgend 
einem  andern  Punkt  der  Achse  O^R^  der»,  und  ziehen 
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- O^P'i  respective  parallel  mit  den  Achsen  der  y und 

a:  des  nächstvorhergehenden  Coordinatensystems,  so  haben  wir,  weil 
hei  dieser  Coordinuten-Verä^derung  die  Werthe  von  B ^ und  un- 
verändert bleiben,  wenn  7*,,  P\  die  Durcliscbnittspunkte 

der  neuen  Achsen  der  y und  ac  mit  der  Fläche  F bezeichnen,  pach 
den  gleichen  Nummern: 

0,R,  . 0,R,  ° O.R,  . 

‘ “ O3«.  • Oj«'.’  0,P,.0,F,- 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  und  jenen  vorhin  gefun- 
denen  gleich,  so  ist: 

O^Rx  » O-jft  I « O3Q.3 « Oxdi  1 \ 

. Ö,Ä  , — M 

O^Rx  . O^R\  OxP,  ( 

OxP.^O^F.,OxRx^OxKx — . 

Setzen  wir  dieses  Verfahren,  wodurch  wir  die  Gleichungen  1) 
und  2)  erhalten  haben,  weiter  fort,  und  bezeichnen  die  Durch- 
schnittspunkte der  Fläche  F mit  den  aufeinanderfolgenden  Achsen 
der  «,  y und  x respective  mit 

Rn\ 

Ö4J  ö^4>  Qsi.dii  Ö«J  dii Q2n+\i  dln-i-M 

P*y  P'..  Ps,  /"«,  /"•, Pin+U  Pin+i; 

SO  erhalten  wir: 

O^R., , O^R\  . OsU,  » Os^B  _ . <>4^2  . ^4/^  2 ♦ ^ , I 

^4«4  • • 0,R^  . 0,R\  — ’ 0,P^  . . 0,Rx  .0,Rx^^\  ^ 

0,Rx . 0,R\  . O.a,  . 0,dr  , O.Rx  O.P^  O^P.  0,P,  .Ux 
. o.Q\ . . OxB,  ~ ’ ö«/»4 . öe/*'. . ö,Ä3 . — M ' 


OinRn  • (htnRn  • • Ö2//-4-1 


= 1; 


02aQ2/t  • 02nQ,2n  • Ö2n-l-lÄn  . ty2«-HÄ^n 

' OinRn  . Ö2nP n • 02M-t-\P'2n+l  ♦ (htn-\-\.P 2«+l 


5) 


02nP2n  . (MtnP 2n  • 6^z-4-l/C«  • Ü2n-\-\R n 

Aus  der  Multiplication  der  Gleichungen  1)  2)  ...  5)  erhalten  wir: 

lOR.OP.  O^Rx  . O^Px  • 04^3 . (hnRn  . fe/r« 

a2n^lRnJ)in-k-lFn 

OP  .OP  ,og,Od  • o^P:t « . ö,^3 . ö.^3 . . . .. 

. OxPx  . Ö.äl  . , . ö,/*3 . OxP^ . 03«;  . 0^d^  . . ^ ^ 

• • • O^nPin  • OznP 2n  . 02nQ2n  • OinQ,  In 
. • ♦ Ö2«+li®2«-»-l  . Ö2«-f4/*'2«-M  . 02n^l(l2n-t-i  . 

Hätten  wir  die  mit  ungeraden  Stelleuzahlen  versehenen  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  auf  den  Linien  Odt  O^d^  0^d\ 

oder  auch  auf  OP\  O^F^^  ^*P'* genommen,  so  würden 

wir  ähnliche  Gleichungen,  wie  die  in  6)  erhalten  haben. 

Sind  die  sämmtlichen  Achsen  der  x nemlicb  0/t\  OxB>\ 
O^It'xf , . . , , , so  gezogen , ' dass  sie  die  Fläche  F berühren,  so 


I 


t 


haben  wir  OR=OR,  O^R—OyB!,  0,Ä,  = u.  sl  w. 

und  die  Gleichung  6.  geht  in  folgende  über: 


V 
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NehmCD  wir  aber  die  beiden  andern  Achsen  jedesmal  tamrirend, 

so,  dass  also  OQ!,  O.P',,  O^P\ 

die  Fläche  F berühren,  so  wird  OQ=:  0^^  ^^\  Qi 

OP=zOP\  0,P,=0,P\,  OJ\:=OJ*\ 

und  wir  erhalten  aus  6)  folgende  Gleichung: 

OR  • OR  • O^Rx  • 0%R  1 • O ^R^  • • • • O^nRn  • O^nRn  \ 

O xR  • 0 xR  • O^Rx  . OjR  ^ . O j^R-i  . O^R ^ . . . Ö2n-^\Rn  . ihln-\~\Rn  f 

OP  • 00,  • O^P 2 • O^Ot  • O ^P 4 . O ^0^  ....  OinP n . 02nOln  j 

O xP  • OxO  . O^P 3 . O^Oz  • 5 • •’’»*»02n+\P2n+l*02n-\-\ft2Ji-\-'i.  I 

Sind  endlich  in  jedem  Coordlnatensysteni  alle  drei  Achsen  tan> 
girend,  so  ist  aus  6j 

OR  . O^Rz  • ^<xR*  .....  O^nRn 

fi  R ...  . - ) " . f 

9) 


Ö,/t  . ö,/r,  . OjÄj ain+iRn  I 

OP  . ♦ ^*^2  • » « ♦ ♦ 02aP2n  . 02hQ,2h 


OxP  • öiö  • ^3^3  • ^3^3 (hn-k-lPln+l  . 

Vervielfachen  wir  die  Gleichungen  der  nemlicheu  ‘ Nu'mmern 
1,  2^  ...  5,  jedoch  so^  dass  die  rechts  und  die  links  besondere 
Producte  bilden,  so  erhalten  wir: 


KM 

4^ 

«a 


s 


K» 


;s 

+ 


+ 


§ 

>3 


5« 


r 

a ' 
+ 
+ 

t 

1? 

+ 


f? 

# 

1^ 

Ä 


10 


♦ 

i 

?9 

? 

i 

% 


§ 

i 

Ä 

5> 

Ä 


>> 

s' 

+ 

kW 

(? 

s. 

± 

»O 

+ 

+ . 
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Nehmen  wir  auch  diesmal  alle  Achsen  der  y und  a:  tangirend 
an  die  Fläche/’,  so  ergeben  sich  aus 'diesen  Gleichungen  folgende: 


0Q,%0^Q,^.0  OjnQ^n 


OlnRn  

0,RM^R^.0^R. 

0P.0^P.,0J\,..,.02nP2^i 

O^P.OxP,  ^O^P^ 02,i+iP^-^\ 

Addiren  wir  endlich  die  Gleichungen  1,  2,  . . . 

Ordnung,  so  ist: 


...12) 


5 in  der  nemlichen 


^ 5 


^1^ 


w *» 

+ + 


SE  ® 

D 

P.  • 

^ % 

»•  >; 
CA  • 
<X> 

r.  *5% 


§ Ä 
^ Ä 

'S  ^ 


«• 


%• 


Ä 

u.  M 


«• 


i*  + + 

o 


§ 

Ä 


Ä 


— ' 3 

«»  Oq 
» 


» ’ls 


IO 


A 

B 

B 

D 


(»  NM 

+ + £ 


<5> 

64 


e. 

Ä’ 


*0 


* w 
M W 


>! 

10 


B: 
o 


M N 

Ä Ä 

.•  N 

10  (0 

M 10 


M U 

64  •- 

«*  M 


*5> 

fO 


64 

64 

64 

8^ 


£ + + 


<» 


7* 


(T. 

^ Io«  O 


+ + 


+ 


+ 


ä 

? 


i; 


« 

+ 

+ 


?> 


>)  r 


+ 

IM 


+ 

5> 


N 


Si> 


VI 


ä 

I» 


10 

+ 

Hk 

+ ». 


II  II 


+ + 


r 

5= 

;s 

? 

g 

a 

± 

I« 

+ 

a 


a 

a 

>) 

<«  

a 5. 

* 

a 

± 

i 

a 

t 
:? 


I 


ro 


Ä 


5» 

g® 

+ 

a 

a 


a 

a 

± 

a 

i 

g^ 

+ 

9-^ 

h»' 

a 


II 


04 


O 


or 
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11.  Bestimmung^der  geometrischen  Bedeutung  der  Coef- 
ficienteu  der  Gleichung  der  Flächen  des  dritten 

Grades. 


§.  1.  ■ , 

Da  der  Gang,  den  wir  bei  diesen  Bestimmungen  eiuschlagen, 
öfters  mit  jenem  des  in  1.  bearbeiteten  Gegenstandes  übereinstimmt, 
so  werden  wir  uns  in  den  betreffenden  Fällen,  um  Wiederholungen 
zu  vermeiden,  auf  denselben  beziehen.  Der  allgemeinen  Gleichung 

' -f-  3 -f-  ZKxy'^  -f-  3/^y.jr * f 

’-\-ZD'a:y-\-'^E*a:ü^ZF'yz\  ^ * * * ^) 

+ 3^"ä  + 3^ -F  3 -4- ) 


der  Flächen  des  dritten  Grades  geben  wir  folgende  zu  unserm 
Zwecke  dienliche  Formen: 


^Z%'^\Ay-\r  Da:-\-A’\  -f-3«  \Ey'^  Fa^y-\-Ga:^ 


*4-  ßy*  3y*  | Kx  +/?')+  3yj  -f-  D*x  -f-  B"\ 

•+•  ’ “F  3 » -4-  3 F’x  -4- 

y’ 4-3y»  { } -4-3y  j -4- 


= 0 


D 


R’ 


F }4-3*  \ ~^B^* 


= 0 


r'  C"  n” 

+3^.r*-F3^o;-F~ 


2) 


3) 


* -F  3.r * j -4- ^y-F  ^ j -F  3ä’ j ^ -F  y " 


R D C" 


»*  o , ^ F ' A"\  B 


= 0 ....  4) 


“F3^y  -F3-^y+-^  | 


Wir  haben  hiebei  wie  in  I.  kein  besonderes  Coordinaten- 
bcrücksichtiget. 

/ Wenden  wir  das  gleiche  Verfahren  wie  in  1.  §.  1.  an,  und  be- 
zeichnen die  Wurzeln  der  aus  2)  durch  die  auf  einander  folgenden 
Substitutionen  von  x\  'ij'^  y';  x\  y"  statt  y entstandenen 

Gleichungen  respective  mit  a',,  %\  ; a",,  j6%,  ä",  ; as'",,  V",,  ä'",; 

so  erhalten  wir  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  des  dritten 
Grades: 


/ 
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I « 

j 


-I-  »'2  4-  *'3  = — -\r  41 5) 

4-  4-  = - 3(.^ry  + Da:"  4-^0 6) 

x"\  4-  4"  »'"3  = — 3(^y^  4-  + ^') 7) 

Aus  diesen  ist:  ^ 


/>  = — 


8) 


3(y'— y) 


9) 


Bei  der  Construction  dieser  beiden  Coefficienten-Werthe  ver- 
fahren wir  ganz  gleich  wie  hei  jener  der  Werthe  von  ß’j  6'.  in  I. 
§.  1.  Bezeichnen  wir  die  Durchschuittspunkte  der  mit  der  Achse 
'der  % parallelen  Linien  (^  = vr',  y==.y')^  (jr  = ar",  yz=.^)y 
= y = y'l,  die  wir  >"X'" . (Taf.  ,1V.  Fig.  2.) 

■ nennen  wollen,  und  der  durch  die  Gleichung  1)  ausgedrückfen 
Fläche  respective  mit  A/',,  \ 

und  denken  uns  von  M\^  M\  die  Linien 

A/',A", , J/'aA’",,  parallel  mit  der  Achse  der  a:  bis  an  die 

Linie  P'L’,  und  M\N'\  parallel  mit  der 

Achse  der  y bis  an  die  Linie  gezogen,  so  erhalten  wir,  wie 

am  oben  angegebenen  Orte: 


V 


-Lp  — 3/^'/^  

' ^ — 3/^"  P"  ••••• 

Durch'  ein  ähnliches  Verfahren  mit  dbn  Gleichungen  3)  und  4)  er- 
halten wir: 

K ' m\n'\  -f-  m\n'\  + 

B — Zp'p‘  

bä  ___  ni  I -f- w ^71  t -f“  3 ^ ^ 

B — “ 37/'y  

^ 1 -4~^  2^  2~^f*  t**  » I £ \ 

' C — ' Zn'n  ..... 

> ___  P 1 ~f~  2^  2 P 3^  8 I ^ 

C — “■  S7i"'n  


ln  diesen  Ausdrücken  bedeuten  n'\  u.  s.  w.  in 

Beziehung  auf  die  Fläche  F\  und  die  Linien  (.r=:;r',  »rrsV); 

= :s  = ä');  (^  = ^,  Ä=;s");  (y  = y,  ;ß  ==  ä') ; (y  = y', 

ä = ä'):  (y=:y',  ä = «");  die  wir  respective  mit  y/',  ;>V', 

bezeichnen  wollen  (diese  Linien  sind  alle  in  der 
Figur  angezeigt,  .die  Punkte  y,  wie 'auch  die 

Linie  m\n\  n.  s.  w.  sind  weggelassen)  das  Gleiche,  was  A/"„ 
A/",,  A",  u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  die  Fläche  F^  und  die  Linien 

bedeuten.  ^ . ..  . 

Ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  1.  §.  1.  15.  können  wir  für  be- 
sondere Fälle  die  in  10,  11,  ...  . 15)  gefundenen  Werthe  von 
äl , , , , u.  s.  w.  noch  vereinfachen,  so  dass  sie  die  Formeu 


t 


/ 
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n 

Jß  

\ 

— 3/»"/»'  ’ — 

ZR'R 

K 

H-  7n"\n"\ 

i?  “ 

3//';>'  ’ B — 

3/>"y  ’ 

L 

tf  * t9  09 

P i~\r  H"  i . ^ 

P t P 3*'  3 

16) 


* C ““ 
erbahcD. 


3;i'V 


3ti"V 


§.  2. 


Setzen  wir  zuerst  in  der  Gleichung  2)  und  y\  alsdann  io 
3)  £c  und  und  endlich  in  4)  y und  gleich  Null,  so  erhalten 
wir  folgeude  Gleichungen: 

-Ar  -f-  -f-  /?"'  = 0 1) 

%ir  , %ir  . U'  ‘ 

y -\--jfy-\-  —j[f  yAr-jf  — 0. 2) 


OC  I ^ «2?  I ' *2^  I ‘ ^ — • 6 


3) 


Bezeichnen  wir  respective  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  mit 
*1,  5b2,  j5,5  y,,  y,,  y^  \ a:^\  so  ist  bekanntlich: 

jy„  jyn 

— 2 jjs2^3  — D \ y\yzifi  ^ 5 

r % - 

'oder  wenn  wir,  wie  früher,  den  Coordinaten- Anfang  mit  ö,  die 
Durchschnittspunkte  der  Achsen  der  ä,  y und  x mit  der  Fläche  F 
beziehlich  durch  /?,  iA' \ Ö,  (F\  P\  F'  bezeichnen, 
so  ist: 

/>"'=—  o/t.  OB!.  OK’s  ^=-  OQ.OQ.O  Q"i  ^=—  OP.  OP".  OP"-, 
woraus  wir  sogleich: 

fitn fiwf  fiiy  OR»  ft OR>  OK ,OR  „ OR.QR ,QR 

u _ vyc.r/rt  .f/yt  , OP.OR.OF  ''  ^ 

erhalten.  Da  wir  hiebei  kein  besonderes  Coordinaten -System  zu 
berücksichtigen  brauchen,  so  nelnnen  wir  dasselbe  so  an,  dass  es 
mit  jenem  in  §.  1.  entweder  das  gleiche,  oder  doch  mit  ihm  paral- 
lel ist;  alsdann  werden  wir  mittelst  der  Substitution  der  soeben 
gefundenen  Werthe  von  B und  C in  den  Gleichungen  12,  13, . , 16 
^Igende  Coordinaten -Werthe  erhalten: 


__  -f.  w",«",)..  OR,OR.  OR' 

^ 3/?  >' . OQ  . OU  0(F  


E=  — 


. OR  . OR  . OR’ 


3;>"y . oQ  :oo: . oo:' 

^ .OR.QR  ^ OR' 


ö) 


37i"7r  .OP  OR  . 0R‘ 

. OR  . OR  . OR^ 


7) 


37i"V  ,0P,0R.  OR' 


8)  • 


Die  abgekürzten  Werthe . dieser  Coordinaten  sind  aus  §.  1.  16. 
ebenso  zu  bestimmen. 
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V _§•  3.  - ' 

Wir  gelangen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A\  B\  C'  in- 
dem wir  bemerken,  dass  bei  der  gleichen  Bezeichnung  wie  in  §.  2. 
aus  den  Gleicbungen^l,  2,  3 jenes  Paragraphen  folgt,  dass: 


I ^ yi  “b-y?  -t-yi 

» « — 9 -i  r — ^ 


3 ’ 3 ’ C—  3 

ist,  und  wenn  wir  in  diese  Ausdrücke  die  Werthe  von  ä,,  ä % 
Vx und  von  B und  einführen,  so  erhalten  wir’alsd’ann : 

‘4, {pR-^OR-k-OK')  {OÜ-i-OQ:-^OQ:')OR.OR.OR' 

3 ^ JWTMTöW^ 


C^  = — 


{OP  ^OF-\-  OP‘)OR  . OR . OR  i . 
, i OP , OP  , OP' 


1) 


Nun  ist  aber,  wenn  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichunff  & 2 2^ 

. . , OR-^OR  ^OR'  ÄÄ-+.ÄÄ"  ^ ^ ^ 

positiv  sind,  = 0R-\ 7,  und  wenn  wir 


RL=z 


RR RR' 


gleich  dem  dritten  Theile  der  Summe  der  Ab- 
stände der  beiden  letzten  Durclischnittspunkte  /2'  und./l"  vom  er- 
sten R machen,  so  ist  OL  die  Entfernung  des  auf  die  eben  ange- 
gebene Weise  bestimmten  Punktes  L vom  Coordinatenanfange.  Sind 
M und  N auf  den  Achsen  der  y und  in  Beziehung  auf  die 
Punkte  I\  J‘\  P"  ebenso  bestimmt  wie  L in  Beziehung 

auf  die  Punkte  R,  R\  /i";  so  haben  wir  auch  zufolge  1):  ® 

4> — Rt — OR.OR. OR  ON»OR,OR,OR' ) 

00,00.00:'  ÖP.OPp-p^\  2) 


OP.OP.ÖR 


Aus  den  nemlicben  Gleichungen  §.  2.  1.  2.  3.  folgt  aber  auch 
noch,  dass:  • * ° 


1-3 


•2-3 


El 

B 


VxVt 


y.y»H-y,y. 

3 —> 


O - -f-,  X j — ^ X 2X 2 

6’  ” 3 


ist.  Führen  wir  statt  5;,,  u.  s.  w.,  wie  auch  statt  B und  C ihre 
Werthe  in  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir: 


O Der  oben  angegebene  Werth  von  J'  hängt  jedoch  noch  auf  verschie- 
ilene  Art  von  dem  Vorzeichen  der  Wurzeln  x.,  js,  und  s,  ab,  nemlich 
kann  in  Beziehung  auf  diese  Vorzeichen  noch  folgende  Werthe  ha- 


ben:  — 


-1  ^2  “+■  *1 


—s;,  — g.  -f-  g?  -f-g. 


Ä»i— 2S*  — St.  — 


*2  ”f* 


3 

2, 


3 ’ ^ ^ r — von  welcher 

jedoch  die  drei  letztem  nur  das  Entgegengesetzte  der  drei  erstem  sind 
lur  diese  drei  fin^n  wir  auf  gleiche  Art  wie  im  Texte  respective! 


RR-^RR' 


);  ganz  auf  gleiche  Art  lassen  sich  aucl 


finden  Coefficienten  B',  C'  drei  verschiedene  Werthi 


TheU  I. 


23 
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ORMR  -^OR,OR-\-OK  .OK' 

A — j , 

„„  {OR . OR^OR . OR-^  OR . OR') 

ZOa.OQL  .00^' 

r»—  {OR.OR-^-OR.OR-hOK.OR) 

• WP.OR.OF' 

§.  4.  ' 

Um  geometrische  Ausdrücke  für  die  vier  noch  unbestimmten 
Coefficienten  Z’,  E\  D\  F'  zu  erhalten,  kehren  wir  zu  der  Glei> 
chung  §.  1.  2.  zurück,  und  setzen  in  jene  nacheinander 
£c\  y'\  Jo\  y\  x\  y'\  bezeichnen  alsdann  die  Wurzeln. der  resul- 
tirenden  Gleichungen  respective  mit  a',,  a',,  a', ; a",,  a",,  a",; 
*15  *"*5  * »i  *^^15  *^%5  so  haben. wir  zufolge  der  Kigen* 

schäften  der  cubischen  Gleichungen: 

*1*  2 ■+■  «'i«',  4-  a'»a',  = \Ey"^  -f-  Fxy  -f-  €r^'? 

-H  Z^y  4-  4-  A") 1) 

a ',a ",  4-  4- = 3(Z;y '»  4-  4- 

4-  Fy  2) 

a'",a"",  4-  a 4-  = 3(Z^'»  4-  Fxij  4- 

4-  F y 4-  ZT^"  4-  ^') 3) 

a"^,a'%  4-  4- = ^{Ey^  4-  Fx'y  4- 

4-  Fy  4-  Ex  4-  ^') 4) 

Subtrahiren  wir  die  erste  von  der  zweiten,  und  dividiren  den  Rest 
durch  y"  — y,  so  ist 


OR.  OR.  ORY^) 
OR.  OR.  OR'] 


/ 
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lüs  sind  abor  Dach  unserer  in  §.  1.  aogenommeuen  Bezeicliiiuu^ 
3/',,  JM’,;  ßf'W  M\,  M ßl"\, 

ßl"\i  i die  Onrchsclinitfspunkte  der  Fläche  JT  und  der  mit  der 
Achse  der  z parallelen  Litiien  PU^  P'U\  P" U'\  so 

dass  also  z\'=Ph\^  z\=zPM\  u.  s.  w 

Durch  .die  Eintuhruu^  dieser  Linien  in  die  letzte  Gleichuno^ 
wird: 

/* — , ZF'F.F’P 

Construlren  wir,  um  diesen  Ausdruck  kürzer  darzustelleu, 
zwischen  und  y^"J/'",.und  P'M  P M’\ 

und  P M \\  PM\  und  P M\,  und  u.  s w....... 

Pi^S\  und  PlV\  die  mittleren  Proportionalen  S^''\  S'‘\T'\^ 

■ S'\  T",,  S\  S”\  T"'„  Ä",  T",,  S\  T 

S\  T S'\T\,  Ä%  7",;  bilden  alsdann  aus  ^ und  S\  P^ 

ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ^s\  sein  soll, 
ebenso  bezeichnen  wir: 

die  Hypotenuse  d.  rechtw. Dreiecks  aus  A'",  P'\  u.  A",  P\  niity",/'^, 


jv 


- S';p,  - 

rwyff  C3»*  rwy»  »»/  tt 

- A |/  j—  Ä|7  , — ^ j*j5 

- S\T^  - 

Cf"  rmy>t  ct/>  rw\>t  • 

AjXj  S 


»/K 


3 » 


3 9 


f0  ff 

S“*  3 ' 


Führen  wir  diese  Hypotenusen  in  den  obigen  Werth  von  P 
ein,  so  erhalten  wir: 

— , , ^jp"* p*  P^** P’ 

Wir  erkennen  aber  hierin,  dass  die  Summe  der  drei  ersten 
(Quadrate  der  Diagonale  eines  rechtwinkligen  Parallelepi- 

peds  dessen  Kanten  sind,  gleich 

ist,  und  ebenso  ist  die  Summe  der  drei  andern  Quadrate  dem  (Qua- 
drate der  Diagonale  «'",#"'2  eines. andern  rechtwinkligen  Parallele- 
pipeds  ,s"\  gleich,  dessen  Kanten  ^ 

sind,  und  es  wdrd  daher  der  letzte  Ausdruck  zu: 


F= 


'^F'F,F"F  wuc»  X'  — %F' F P"F  ** 

wo  y^a'\  die  zweite  Cathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 
zeichnet, dessen  Hypotenuse  **”*1  dessen  erste  Cathete 

Mittelst  dieses  Werthes  von  und  des  in  §.  2.  6)  ge- 
fundenen Werths  von  E erhalten  wir  aus  der  (Heichung  5),  wenn 
wir  die  oben  angegebenen  Bezeichnungen  • und  HUltsconstructiooen 
gebrauchen:  ’ . ; ' • 
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o 

Auch  io  diesem  Ausdrucke  kann  das  erste  Glied  des  zweiten 
Tlieils,  wie  in  8.,  einfacher  darf^estellt' werden.  Suhtrahiren  wir 
2.  von  4.  und  dividiren  den  Rest  mit  — a:'),  so  ist: 


£>  { C{jf'  1 x)  + F}/‘-rr  ’ I,  ^ 

3(o: ' — o:')  ’ 


Suhstituiren  wir  hierin  den  yorhin  gefundenen. ‘Werth  von  jP,.  und 
den  in  §.  2.  8.  angegebenen.  Werth  H'on  i6r,'i  und  gebrauchen  die  im 
Anfänge  dieses  Paragraphen  angegebenen  Bezeichnungen,  so  erhal* 
ten  wir  wie  in  10.  -j  ' ' ' 

. t • 
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Uro  endlich  den  CoefßcieDten  D zu  bestimmen,  setzen  wir  in 
der  Gleichung  %.  1.  3.  nach  einander  a:\  »*;  a:\  % statt  a:  und 
an  folgt  wie  oben,  dass,  wenn  wir  mit  y',;  y",,  y",,  y", 

die  Vi^rzeln  der  resultirenden  Gleichungen  bezeichnen: 


Diese  Gleichungen  von  einander  subtrahirt,  und  den  Rest  mit 
3(af"  — ar)  dividirt,  geben  r 


s 


I 


1 
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//  L.  ■■  ■■  f ■ 

g-irgW  +x)+-gx  — 3{x"-af) 

Aus  dieser  Gleicbnug  finden  wir  durcli  Einrübrung  der  Wertbc  von 
y ij  y 2i  u»s.  w.,  ferner  voD  ß,  JL  und  JP,  folgenden  Wertu  von  Iß: 
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Da  die  Coef&oienten  C',  A,  J),  'E,  /*,  Ky  E ihre  Wertbc 
unverändert  beibebaiten,  wohin  wir  auch  das  Coordinatensystem 
parallel  mit  sieb  selbst  verrücken,  so  können  wir  ähnliche  Eigen- 
schaften der  Transversalen  in  Beziehung  auf  die  Flächen  des  dritten 
Grades  herleiten,  wie  wir  es  in  I.  §.  5.  bei  den  Flächen  des  zweiteu 
Grades  getlian  haben;  da  aber  die  Herleitung  ganz  die  gleiche  ist, 
wie  a.  a.  0.,  so  breeben  wir  hier  diese  Untersuchungen  ab,  bis  wir 
an  einem  audern  Orte  diesen  Gegenstand  ausführlicher  behandeln. 


XLVII. 


lieber  Bernoullische  Zahlen  und  die  Coef- 
ficienten  der  Sekantenreihen. 

Von 


Herrn  O.  ScLlömilch 

zu  Weimar. 


Die  folgenden  Entwickelungen  beruhen  auf  zwei  wichtigen  bj:- 
stimmten  Integralen,  nämlich  ^ ■ 


£ 

f. 


cos  xSdS 


e'i'"  -^e  2 


^0 


= -T— (1) 


e -I- 1 • e 


— X 


0 ns 
e — 1 


sin  a:  0 d0  = 


. X — X 

e — e 


die  sich  im  Zusammenhänge  mit  der  Lehre  von  den  bestimmten  In- 
tegralen nebst  einer  Menge  ähnlicher  leicht  entwickeln  lassen,  die 
man  aber  auch  mittelst  der  beiden  Formeln  von  Fourier 

y(.zr)  = — ^ ^ cos  riOdr]  j ^ Sp(0)  cos  o;Gd0 
y>(^)  :=i  — j ^ sin  riGdri  j ^ Sp(0)  sin  ocGdG 
leicht  veriliciren  kann,  indem  man  im  ersten  Fall  


«2  -f-e  2 


e 


1 


und  im  zweiten  y(0)  = setzt.  Durch  die  erste  Integration, 

welche  man  nach  (1)  und  (2)  ausführt,  gelangt  man  zu  einem  Aus- 
drucke, der  wieder  ganz  ähnlich  aussieht  und  sich  auf  gleiche  Weise 


X 
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ititegriren  lässt,  so  dass  man  zuletzt  ein  identisches'  Resultat  be> 
kommt,  wie  dicss  der  Fall  sein  muss,  wenn  die  Integrale  (1)  und 
(2)  richtig  sein  sollen. 

Multipliciren  wir  (1)  mit  (2),  so  wird  auf  der  rechten  Seite 

1 


Nun  giebt  aber  die  Division 


cos  a: 


wenn  man  für  cos  a:  die  be- 


kannte, nach  Potenzen  von  .zr  geordnete  Reihe  setzt,  eine  neue 
Reihe  von  der  Form 


n 

sec  a:  ==s  Oq  -H 


1.2. 3. 4 


1.2. 3. 4 


wo  ^2}  ^4?  •••  gewisse  Zahlen  sind,  die  eine  interessante 
Analogie  zu  den  Bernoullischen  Zahlen  Zt,,  Zf,,'  iff,,  ..  .besitzen, 
welche  letztere  bekanntlich  in  der  Cosecantenreihe  eine  wichtige 
Rolle'  spielen. 

Schreiben  wir  \/ — la:  für  .zr,  so  wird 
' sec  — la:  = jBq  — -* 

also,  wenn  wir  diese  Reihe  substituiren 

' ./  ” 1-2 

Den  Neuner  des  Integrals  wollen  wir  kurz  mit  iV  bezeichnen,  und 
cos  .2:0  in  die  bekannte  Reihe  entwickeln,  wobei  wir  die  Potenzen 
von  welches  in  Bezug  auf  die  Integration  Constante  ist,  vor 
das  Integralzeichen  setzen  können.  Wir  erhalten  daun 


^iJo  1.2/0  JV  1.2. 3. 4^0  N J 

1 . 075  ^4  — • • • • » 


also  durch  Vergleichung  beider  Reihen 

Vo  Iv  ~lv“— 

/**  ©2/1^0 

oder  allgemein  2f  ^ = ^2«j  *•>  wenn  wir  den  Werth  von 


JV  wieder  einsetzen. 


©2«rf© 


n 


© 


2^ 


■B2n>  (3) 


0 e2  -+-e 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  erhalten  wir  aus  (2)  ein  bestimmtes 
Totegral,  welches  die  (2^ — Ijte  Bernoullische  Zahl  ausdrückt.. 

• Multipliciren  wir  nämlich  beide  Seiten  von  (2)  mit  — 1,  so 
wird  rechts  

2\/dri(gx  — g— —sinV^ —Ix 
also  . . 


I 
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\ 1 = — cot  K—  1^. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung-  z=  ßf  und  geben  vermöge  der 

Relation  tung  « = cot  « — 2 cot  2«  zur  Tangente  über,  so  ist 

1/  Q '^(2  sin  2^0  — sin  = tang  V/— - 1^, 

Entwickeln  wir  nun  tang  l/—  1^'  in  die  bekannte  Reihe,  welche 
die  Bernoulliscben  Zahlen  involvirt,  und  ebenso  sin  2o:0,  sin  a:S 
in  die  nach  Potenzen  von  fortschreitenden  Reihen,  so  haben  wir 


•/« 

= v/rrT| 


2*  — 1 
1...5 


. . .j 


2»  — 1 


2*  — 1 


* 2 1.2. 


• 4 

2«  — 1 


J*  — 1 . 2»  1 

1 . . 5“  • e . j 


und  vergleichen  wir  beide  Reihen,  Glied  für  Glied,  so  entstehen  die 
Relationen 

f‘Mde  = jU9‘d9 

oder,  wenn  wir  für  M seinen  Werth  schreiben, 

/'*e7r0 

0 e^B~l  - n 

Die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  sind  zwar  schon  an  sich  bemerkens- 
werth,  in  so  fern  sie  jeden  der  interessanten  Coefficienten  Bjn, 
■^2«— 1 durch  ein  bestimmtes  Integral,  also  in  geschlossener  Form 
darstellen;  interessanter  aber  ist  folgende  Entwickelung,  durchweiche 
man  zu  einer  Relation  zwischen  und  B^x  selbst  gelangt. 

Wir  setzen  in  (1)  V/—  \x  für  ac,  multipliciren  beide  Seiten  mit 
2 sin  .zr,  und  haben  so 

y»*2sin:r.cosV/— larörfö  __  2sin;r 

e*  -f-«  2 e -i-e 


Zerlegen  wir  ferner^  das  Produkt  .2  sin  a: . cos  in  die 

Summe  sin  (1  -J-  V/tlTI©)^  ^ gin  (1  — V/t=T0)^,  entwickeln 
dann  beide  Ausdrücke,  links  die  beiden  Sinus  und  rechts  die  Tan- 
gente, in  Reihen,  so  sind  deren  (2»  — l)te  allgemeinen  Glieder 


r t . QCßBr—\’ 


(1  -f- -f-  (1  — \/—  1 


ei  -4- ß 2 


d& 


23nC22"  — 1) 
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oderj  wenn  wir  den  Nenner  unter  dem  Integralzeichen  wieder  mit 
A bezeichnen 

*/  0 ^ 

Entwickeln  wir  nun  die  Potenzen  (1  db:  —1  nach  dem 

Binomialtheorem,  wobei  wir  die  Binomialcoefficienten  mit  (2^ — l)o, 
(2i* — 1),,  • . • : bezeichnen,  so  ist  unser  Integral 

_ 1\9*  — . . « rfc (2» -1  j^e2«r^ 


oder 


Ö2«— 2fi?ö 
A~ 


Aber  jedes  dieser  Integrale  lässt  sich  nach  (3)  ausführen;  und  wir 
erhalten  mit  Rücksicht  auf  (5) 

22«-i  (22»  — 1)  — l)o^o  — (2»  ■—  1)2^» 

4-  (2« — 1)4^4  — . . . . it  (2»  — 1)2»— 2^2»— 2 . (6) 

eine  sehr  einfache  Relation  zwischen  den  auf  einander  folgenden  Se- 
kantencoefticienten,  einer  Bernoullischen  Zahl  und  den  Binomialcoef« 
ficienten  ihres  Index. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  anders  schreiben. 

Wenn  man  nämlich  die  Sekantenreihe 

Af2«^2« 


sec  je  = Bo  •+• 


o -I  X.2 
2/»  mal  differenziirt, 'so  ist 


4~ ...  4" 


X . . ..  2^ 


+ • • 


«P»  sec  a: 
daß^ 


r — B’in  4“  • • • • • 


wobei  die  nachfolgenden  Glieder  noch  o?  enthalten.  Also  für'.*: — 0 

sec  X n n ' 

— TU — s=  B<in\  ar  = U. 

' cto2» 

Ebenso  erhält  man  aus  der  Tangentenreihe 
>ng  ^ + • • • • 

durch  (2«  — l)malige  Differenziation  und  für  je  = 0 

dx^-^  2«  ^ 

E^ühren  wir  diese  Werthe  in  (6)  ein,  so  ist 

d2n—itAi\frx  :jT—d*sBCX  fT TY-<^‘*seco: 

je  s=zO. 


$ 
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XLVIII. 

üeber  Cauchy’s  neueste  Untersuchungen  über 
die  Entwickelung  der  gesonderten  Functionen 
mit  einer  veränderlichen  Grösse  in  nach  den 
positiven  ganzen  Potenzen  dieser  veränderli- 
chen Grösse  fortschreitende  convergirende 

Reihen*). 

Nach  den  Consid^rations  nouvelles  snr  la  theorle  des 
suites  et  sur  les  lois  de  leur  convergence  von  Cauchy 
' in  dessen  Exercices  d’ Analyse  et  de  Physique  math^- 
matique.  9e  Livraison.  Paris.  1840,  frei  bearbeitet 
; , ’ und  mit  erläuternden  Zusätzen  vermehrt 


dem  Herausgeber. 


Erklärung.  Von  der  Grösse  X + Y\/ — 1,  wo  X und  Y 
reelle  unabhängige  oder  abhängige  veränderliche  Grössen  bezeich> 

‘ nen  sollen,  sagt  man,  dass  sie  einen  endlichen  völlig  he- 
'Stimmten  Werth  babe^  wenn  die  Grössen  X und  F beide  end- 
• liehe  völlig  bestimmte  Werthe  haben. 

Der  Null  unendlich  nahe  kommende  Veränderungen 
/ der  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  habenden  Grösse 

x+  , wo  X und  Y reelle  unabhängige  oder  abhängige 

veränderliche  Grössen  bezeichnen  sollen,  hefssen  soldhe  Verände- 
rungen dieser  Grösse,  welche  der  Null  unendlich  nahe  kommenden 
Veränderungen  der  reellen  Grössen  X und  Y entsprechen  oder 
, durch  solche  Veränderungen  dieser  Grössen  herbeigeführt  werden. 

Eine  Function  /(a:)  einer  beliebigen  reellen  oder  imaginären 
Grösse  a:  heisst  für  einen  gewissen  endlichen  völlig  be- 
stimmten Werth,  oder  in  der  Nähe  eines  gewissen  end- 
lichen völlig  bestimmten  Werths  dieser  veränderlichen 
Grösse  stetig,  wenn  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthe 
der  veränderlichen  Grösse  a:  ein  endlicher  völlig  bestimmter  Werth* 


Unter  gesonderten  Functionen  -werden  ‘ hier  die  sonst  sogenannten 
functiones  explicitae  verstanden;  da  diese  Functionen  wirklich  von 
ihren  veränderlichen  Grössen  gesondert  sind,  so  scheint  der  hier  ge- 
brauchte Ausdruck  nicht  unpassend  zu  sein. 
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der  Function  y*(^)  entspricht,  und  wenn  durch  der  Null  unendlich 
nuhc  kommende  Veränderungen  des  in  Rede  stehenden  endlichen 
völlig  bestimmten  WerthsWon  ac  der  Null  unendlich  nahe  kommende 
Veränderungen  des  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthe  von 
X entsprechenden  Werths  der  Function  f \a:)  herbeigeführt  werden. 
Sind  dagegen  diese  Bedingungen  nicht  vollständig  erfüllt,  so  sagt 
inan,  dass  für  den  in  Rede  stehenden  endlichen  völlig 
bestimmten  Werth  der  veränderlichen  Grösse  a:  eine- 
ün terbrechung  der  Stetigkeit  Statt  findet. 

Wenn  für  keinen  reellen  Werth  von  .r,  welcher  eine  Mittel-  ■ 
grösse  zwischen  den  beiden  reellen  Werthen  a und  h von  ac  ist, 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function  Statt  findet, 

so  sagt  man.  dass  diese  Function' zwischen  den  Gränzen  a 
und  b oder  von  a bis  b stetig  sei. 

Die  Function  f[oci)  heisst  ferner  zwischen  -den  reellen 
Werthen  r und  /{-des  Modulus  ihrer  veränderlichen 
Grösse  .2?  als  dessen  Gränzen  stetig,  wenn  für  keinen  Werth  der 
veränderlichen  Grösse  dessen  Modulus  eine  Mittelgrösse  zwischen  r 
und  R*)  ist,  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function 
Statt  findet,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  für  jeden  VVerth  oder  in 
der  Nähe  jedes  Werths  der  veränderlichen  Grösse  .r,  dessen  Mo- 
dulus eine  Mittclgrösse  zwischen  r und  R ist,  die  Function  f{oc) 
stetig  ist. 

§.  2. 

' Lehrsatz',  Wenn  die  Function  y:z=:f{x)  für  einen  be- 
stimmten reellen  Werth  ihrer  unabhängigen  veränderli- 
cheuGrösse,  welche r^der  Einfachheit  wegen  durch  ;Tselbst 
bezeichnet  werden  mag,  reell  und  stetig,  und  der  ent- 
sprechende VV e r t h des  ersten  Differentialquotien- 
ten dieser  Function  eine  endliche  völlig  bestimmte  re- 
elle, aber  nicht  verschwindende  Grösse  ist;  so  wird,  in- 
dem man  die  unabhängige  verän  derlicbe  Grösse  von  dem' 
bestimmten  reellen  Werthe  a:  an  sich  reell  und  stetig 
verändern  lässt: 

1.  wenn/''(ar)  positiv  ist,  die  gegebene  Function  von 

dem  Werthe  an  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  unab- 

hängige verändc rli'che  Grösse  von  dem  reellen  Werthe 
a:  an  respective  zu-  oder  abnimmt;  dagegen  wird 

2.  wenn/’f.z:)  negativ  ist,  die  gegebene  Function  von 
dem  Werthe /■('o:)  an  zu-  oder  abnebmen,  we'nn  die  unab- 
hängige^ veränderliche  Grösse  von  dem  reellen  Werthe 
^ an  respective  «ab-  oder  zunimmt. 

Beweis.  Die  der  beliebigen  Aenderung  /ix  von  x entspre- 
chende Aenderung  von  f{x)  sei  Jy.  Nach  dem  allgemeinen  Be- 
griffe des  Differentiaiquotieuten  ist  f"\x^  die  Gränze,  welcher 
sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 'nähert,  wenn  man  sich  /ix  bis 


*)  Ueber  den' allgemeinen  Begriff 'einer  Mittelgrosse  zwischen  zwei  anderen  ^ , 

Grossen  s.  ni.  die  Abhandlung  XL.  §.  33.  im  dritten  Hefte,  so  w'ie 
denn  die  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Sätze,  wie. wir  sehen  wer- 
den, überhaupt  eine  Hauptgrundlage  der  gegenwärtigen  Untersuchungen 
über  die  Reinen  bilden;  . • ' 
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zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern  lässt.  Für  der  Null 
unendlich  nahe  kommende  Jx  hat  also  ^ mit/'(;r)  offenbar  einer- 
lei Vorzeichen.  Ist  folglich  f\x)  positiv,  so  ist,  immer  fiir  der 
Null  unendlich  nahe  kommende  auch  ^ positiv,  und  Jx  unA 


Jy  haben  folglich  gleiche  Vorzeichen,  d.  b.  die  unabhängige  ver- 
änderliche Grösse  und  die  Function  nehmen  respective  von  den 
Werthen  x und  f{x)  an  gleichzeitig  zu  und  ab,  wie  behauptet 
wurde.  Ist  dagegen negativ,  so  ist  für  der  Null  unendlich 

nahe  kommende  Jx  auch  negativ,  und  Jx  und  Jy  haben  folg- 
lich entgegensetzte  Vorzeichen,  d.  h.  die  Function  nimmt  von  dem 
Werthe  f{xi)  an  ab  oder  zu,  wenn  die  unabhängige  veränderliche 
Grösse  von  dem  Werthe  x an  respective  zu-  oder  abnimmt,  wel- 
ches der  zweite  Theil  der  Behauptung  war. 

§.  3.  ^ 

Erster  Zusat»,  -Wenn  sowohl  die  F u n c t i o n , als 

auch  ihr  erster  Differentialquotient  fix)  zwischen  den 
reelle n'Gränzen  a und  reell  und  stetig  ist,  und  letz- 
terer sein  Zeichen  niemals  ändert,  wenn  man  sich  x von 
x = a bis  X = 6 stetig  verändern  lässt;  so  wird  die 
Function  /{x)  entweder  stets  wachsen  oder  stets  ab- 
nehmen, wenn  man  sich  x von  x -=.  a bis  x z=z  b stetig 
verändern  lässt. 

Wenn  f\oc)  in  dem  Intervalle  ah  niemals  verschwindet,  so  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Satze.  Wenn  aber  f(x)  z.  B.  für  den  zwischen  a und  b liegenden 
Werth  c von  x verschwindet,  so  dass  f\c)  = 0 ist,  so  denke  man 
sich  das  Intervall  ab  in  die  beiden  Intervalle  ac  und  cb  getheilt; 
dann  wird  f{x)  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sowohl  in 
dem  Intervalle  ac^  als  auch  in  dem  Intervalle  cb^  und  folglich  auch 
in . dem  ganzen  Intervalle  ab  entweder  stets  wachsen  oder  stets 
abnehmen,  wobei  man  nur  immer  festzubalten  hat,  dass  nach  der 
Voraussetzung  die  Function  f{x)  zwischen  den  Gränzen  a und  b 
reell  und  stetig  ist.  Dass  man  ganz  auf  ähnliche  Art  schliessen 
könnte,  wenn  für  mehrere  zwischen  a und  b liegende  Werthe 

von  X verschwände,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 


§.4. 

Zweiter  Zusat%,  Wenn  sowohl  die  Functionen /'(or), 
als  auch  die  Functionen  §(.r),  zwischen  den 

reellen  Gränzen  a und  b reell  und  stetig  sind,  und  f\xi) 
ihre  Zeichen  niemals  ändern,  aber  immer  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben,  wenn  man  sich  x von 
bis  X zzz.  b stetig  verändern  lässt,  so  dass  nämlich,  wenn 
f*{x)  von  xz=.a  bis  x ■=.  b stets  positiv  oder  stets  nega- 
tiv ist,  von  X =z  a bis'.r  = ^ respective  stets  nega- 

tiv oder  stets  positiv  ist;  so  wird  immer  die  eine  der 
beiden  Functionen /'(ä:),  von  x -=  a bis  x z=z  b stets 

wachsen,  die  andere  dagegen  von  x=za  bis  x :=^  b stets 
abnebmen. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  ersten  Zu- 
satze und  aus  dem  in  §.  2.  bewiesenen  Satze. 
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§.5. 

Lehrsatx,  Wenn  sowohl  die  Fünctionen 
als  auch  ihre  ersten  Differentialquotienten  .zwischen 
den  reellen  Gränzen  a und  b reell  und  stetig*  sind^  und 
der  Differentialquotient  ^'(*^)  sein  Zeichen  nicht  ändert, 
wenn  man  sich  a:  von  ac  =.  a bis  a:  -=■  b stetig  verändlern 
lässt;  so  ist  der  Bruch 


• m -f{n) 

S(/y)-§(«) 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  kleinsten  und 
grössten  TVertbe  A und  B linter  allen  den  Werthen, 
welche  die  Function  ^ .. 

erhält,  wenn  man  sich  a:  von  a:-=.a  bis  x = h stetig  ver- 
ändern lässt,  oder  es  ist  jederzeit 


/(^)  ^ ß\ 


Ersher  Beweis.  Weil  A und  B der  kleinste  und  grösste 
unter  allen  den  Werthen  sind,  welche  der  Bruch 


JT(£) 

S(^) 


' erhält,  wenn  man  sich  a:  von  a:  z=z  a bis  o:  = ^ stetig  verändern 
lässt,  so  haben  die  Grössen 


d.  i.  die  Grössen 

f(a:)  — A%\a:),  /'(.r)  — B%'{a:), 

für  jedes  jc  von  jc  z=z  a bis  ^ offenbar  entgegengesetzte  Vor- 

zeichen, und  keine  dieser  Grössen  ändert  ihr  Zeichen,  wenn  man 
sich  a:  von  a:  z=za  bis  a:^=.h  stetig  verändern  lässt.  Diese  beiden 
Grössqn  sind  aber  die  Differentialquotienten  der  Functionen 


— A%{a:),  f(a:)  — B%(a:). 


Also  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  jederzeit  die  eine  dieser 
beiden  Functionen  stets  wachsen,  die  andere  dagegen  stets  ab- 
' nehmen,  wenn ^ man  sich  .z:  von  a:  =z  a bis  stetig  verändern 

lässt.  Daher  haben  offenbar  die  beiden  Differenzen 

m - A%{h)  - j/(«)  - I , f{h)  - B%[V)  - ifia)  -^B%{a) | , 

oder 

f(i) -/(«)  -/(«)  I , 

und  folglich  natürli<?h  auch  die  beiden  Quotienten 
**}  Wegen  der  Bezeichnung  M{A,  B)  s.  m.  den  Aufsatz  XL.  §.  33. 
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' isw-gwt  /(A)-/(ä)-g isw-g(g)i 

S(*)-S(«)  • ■ ’ S(i)-S(.«) 

d i * 

%(/>)-  g(«)  ’ S(Ä)  - g(«)  ~ , 

jederzeit  entgegengesetzte,  also  die  beiden  Grössen 


f(h-)  -/(a) 


— B 


SW-8(«)’  g(i)  -S(«) 

jederzeit  gleiche  V'orzeichen,  woraus  sich  ergicbt,  dass  immer 

I VW-/«);  I/W-/W  „1=0 

< S(A)-SW  > t g(i)  - g(o)  “ " I > ’ 

folsrlich  nach  XL.  §.  36.  jederzeit 

, . m -m 

W>)  — S(«) 

eine  Mitteigrösse  zwischen  A und  /f,  oder 

m-f{d)'  . 

g(Ä)  - g(«) — 

• y 

sist^  wie  bewiesen  werden  sollte.  « 

Zweiter  Beweis.  Man  tbeile  die  Differenz  in  » gleich e 

Theile  und  setze 

^ — - = Xr,  also  4 = flr  -f-  nk\ 

so  ist  in  der  aus  der  Differenzenrechnutig  bekannten  Bezeichnung 

/(»  -h  ^)  — /(«)  = ^(«), 

/(»  -+-  2k)  —/(a  H-  /•)  = Af{a  -f-  ^), 

/(«  -f-  3Xr)  '—f{a  -f-  2^)  = ^(a  4-  2Xr), 

u.  s.  w. 

/(<?  4-  — /(ä  4-(»  — 1)^)  = Af{a  4-(»  •—  l)it) 

und 

k)  — ^(«)  = J%{a)y 

4-  2k)  — 4-  k)  = A%{a  4-  ^),  * ' 

5(<z  4-  3Xr)  — %{a  4-  2k)  = A%{a  4-  2^), 

u.  s.  w. 

4-  nk)  — %{a  4-(/#  — l)/r)  = A%{a  4^(»  — 1)^).  ' 

Addirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  und  setzt 
a 4-  nk  = 6,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

/(^)— +4^C«4-(«— 1 )^), . 

— %[a)z=zA%{a)-\~A%{a--\--k)-\‘A%{a-‘^2k)-\-,,.-^A‘^{a-\r{n — 1)^); 
und  folglich 


4f{a)  . ^f{a-^k)  . z//(ö-f-2A:) 
k k k 


4/{a^-(n  — l)k) 

k 


f(l^)-f(a) 

^S(«)  . ^(«4-^)  . ^S(«4-2A)  . , J%(a-i-{n—\)k)‘ 

ric  k k k . 
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Die  Gränzen,  denen  sich  der  Zähler  und  der  Nenner  des  Bruchs 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  nähern,  wenn  n in's 
Unendliche  wächst,  /r  sich>,  also  der  Null  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  sind  offenbar  die  Summen 
aller  der  Werthe,  welche  die  Differentiulquotienten  /'a:  und 
erhalten,  wenn  man  sich  o:  von  a:=:a  bis  X'=.b  stetig  verändern 
lässt.  Da  nun  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes  positive  ganze 
n gilt,  so  ist,  wenn  wir  die  in  Rede  stehenden  Summen  respective 
durch 

r —h  h 

> * 

bezeichnen,  offenbar  auch 

y— A 

2 fx 


m -m  _ 
m - s(«)  “ 2^) 


x=a 


Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  die  sämmtlichen  einzelnen  Theile, 
aus  denen  die  Summe  > 


X=M 


besteht,  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  nach  XI..  §.  42. 


x=a 

xszb 

^ S'(^) 

xrsza 


jederzeit  eine  Mittelgrösse'  zwischen  allen  den  Werthen,  welche  der 
Bruch 

f\x^ 

erhält,  wenn  man  x sich  von  a:  = a bis  = ^ stetig  verändern 
lässt,  folglich  auch  eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  kleinsten  und 

grössten  Werthe  und  JS  unter  allen  diesen  Werthen  des  obigen 
ruchs,  und  man  kann  also 


rs=i 

^ fix) 

x=a 

xssz6 

2 5'(^) 

X=SUJf 


r 


— M(A,  B), 


‘ folglich  nach  dem  Obigen  auch 

m -m  ... . 
m - s(«) 

setzen,  wie  bewiesen  werden  sollte.' 

. . § -6.  . 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsätze  ist 

. I,.  S(^> — 

eine  Mittelgrösse  zwischen  dem  kleinsten  und  grössten  unter  den 
Werthen,  welche  ' . 

Tbei!  I.  24  ' 
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^ ^ (•<')  , ' ' ' * ‘ ’ 

erliHlt,  wenn'  man  * sieb ’jt'  von  jr  =='//^bis  ä 'stoHg  vcK‘in(lern 
lässt.  .Unter  der  Voraussetzung  nun j dass  ' ' 


• r. 


* I,  • . rSW  • ' • • ■ • 

eine  zwischen  den  Gränzen  a^  = gr  und  a:z=r&  stetif^e  Function 
ist,  ergiebt  sieb  aus  dem  Obigen  unmittelbar  und  ganz  unzweideu» 
' tig,  dass  die  Grösse 

/(^)  -ßa)  \ 

,.S(Ä)-S(«)  ••  '•  • • 

jederzeit  unter  den  Wertben,  welche 

■ - "r  (4 

“■  ;‘S'U) 


^ V t . 


- *v  : 


erhält,  >wenn  man  i sich;  voü  bi3t.^=3  4>stetig  verändern 

lässt,  Vorkommen,  oder  dass  jederzeit  einer  dieser  !\Verthe  der 
Grösse 

ß/j)  — 

§(/>)— 5(«) 

St*  « ^ • 

gleich  sein  muss,  so  dass  also  immer,  wenn  fi  eine  gewisse  Mittel- 
grösse  zwischen  a und  b bezeichnet, 

■ ßh)  -f{a)  _r(fi) 

m - S(«)  “ 

gesetzt  werden  kann.  Setzen  wir  nun,  was. offenbar  in.  allen. Fäl- 
len verstattet  ist,  , : . ^ 

/u-  = « -f-  0{b  — «) ; 

so  ist,  weil  nach  der  Voraussetzung  fi  eine  Mittelgrösse  zwischen 
a und  b ist, 

a,^0(b  — a)  = M(a,b),‘  . ,,  - 

und  -folglich  -nach  XL.  •§.'  38.  > wenn  man  nämlich  von  der 
Grösse  auf  der  linken  Seite,  und  von  den  beiden  Grössen  zwischen 
den  Parenthesen  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  die 
Grösse  a subtrahirt, 

0{b-  'h)  = ßf{O,  b-^^a), 

also  nach  XL.  37.,  wenn  man  nämlich  die  Grösse  auf  der 
^ linken  Seite  und  jede  der  beiden  Grössen  zwischen  den  Parenthesen 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitszeicheus  durch  b — a dividirt, 

• 0 = ^(0,  1)„  ' ■ 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  0 .immer  eine  Mittelgrösse,  zwischen 
0 und  1,  d.  h.  eine  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse 
ist.  Hieraus  und  aus  dem  Obigen  ergiebt  sich,  dass  immer 

. ■ * ' ßby-M  __f{a-h^{b--a))  ' • • ^ 

%{b)—%{a)  — a)V 

wo  0 eine  gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse 
bezeichnet,  • gesetzt  werden  kann,  wenn  man  alle  im  .Obigen  ge- 
machte Voraussetzungen  als  erfüllt  anzunehmen  herecbtigt.ist.  - 
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Setzen  wir  jetzt  %{a:)=:  a:^  also  = und  neLmen  an, 
dass  die  Functionen  /{a:)  und  j^(^)  zwischen  den  reellen  (iränzen 
a und  reell  und  stetipf  sind,  so  sind,  weil  als  eine  cun- 

stante  Grösse  sein  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  man  sich  js  von 
xr=za  his  stetig  verändern  lässt,  und  , . 

ist,  offenbar  alle  im  Obigen  gemachte  Voraussetzungen  er^illt,  und 
es  ist  ^ folglich ,,  wenn  0 eine  gewisse  positive  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grosse  bezeichnet, 


oder 

oder 


/(<^)  ~/(«)  = (<^  — a)f  \a  -+-  B(b  — «)), 


•j  *1 


f(V)  =/(«)  + {6  - a)f(a  «)).  ' 

Für  b:=z£c  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen 
zwischen  den  reellen  Gr|i|Lazen  a upd  ^ r^nll . und  stetig 
sind,  . . / V . 

/*(^j  =/(<z) — «)/'(« -h  0(^  — «)). 

Für  <z  = 0 ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen' 
f{^)  und  zwischen  den  reellen  Gränzen  0 und  a:  reell  und 

stetig  sind,  ' ‘ ‘ ^ • . 

/{ar)=/(O)-d-^/'(0a:).  , 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  . 

/(^)  =/(flr)  rf- (^ — »)/'(»  4- 0(^  — »)) 

für  a und  oc  respective  a:  und  so  erhalten  wir,  unter  der 

Voraussetzung,  dass  die  Functionen^  W.27)  und  zwischen 'den 

reellen  Gränzen  x und  reell  ’una  stetig  sind,  die  Gleichung 

f{x  4-  i)  =/(^)  ' 

ln  allen  diesen  Gleichungen 'bezeichnet  0 eine  gewisse  positive 
die  Einheit  nicht  übersteigende., Grösse. . ' • . 

' §.7..  . 

Es  sei  jetzt  ‘ ~ y ...... 

y =/  \ ^{x)  4-  l/ZTT  j = <P{x)  4-  .1/^^,.  . 

woj  indem  wir  uns  für  *.2;  irgend  einen  bestimmten  reellen -Werth 
gesetzt  denken,  sowohl  als  auch  0{x),  0\x)  reelle 

* ^pnceon  «uiin  aAllon  ' ^ ~ - > 

, s'«!  -/''  .1';  ■ ■ 


Grössen  sein  sollen. 
Weil  nun 


^ t/ITi 

Jx  Jx  i Ax 

< o . . / l 


t . I 


»• l 


ist,  und  offenbar 

A\ff{x)-{-\p{x)\^ — 1-1 

. / 24* 


Jx 
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o4er  . 


V/:tt  ! 

gesetzt  werdeo  kann,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden ' 

Jf  I y.(.r)-f-V>( 1 { j j 

‘ ( -Ar  J J:c  Jx^  ^ 


oder 

l/ITT 

/^}y(g:)-fr-  V>(ar)  — 1{  Jx  Jx 

J\(f  {x)  -f-  ^;r)  — J j ^'t(f  (^x')  Ji//(x')  I y 7— I 

, ' 

Lässt  man  nun  ^a:  sich  der  Null  nähern,  so  nähern 

‘ ^y(ar)  J^x)  J^jx) 

Jx  ^ .Jx  . . Jx  ’ Jx  • ; 

sich  bekanntlich  respective  den-  Gränzen 

y'(^),  und  ^(or), 

und 

,.  • . 4fW(^) -+■  y'i^) I , 

' ^|y(o?) -4- 1{  ' • 

nähert  sich  also  nach  dein  Obigen' der  Gränze 

4>'(x)  -+.  *r(x) 

Weil  • 

^ I SP(^)  “H  ^ — 1 1 = ^7  V^—  1 , 

ist,  so  nähert  sich 

-^1 9(^)  •+"  yf(x)  1/ — 1 j 

offenbar  der  Null,  wenn  ^x  sich  der  Null  nähert,  und 

<P'(x)-^  y/ZTI 

ist  also  die  Gränze,  welcher ' 

Jf]  (fix)  y>(x)  1 1 

sich  nähert,  wenn 

* t 

' J\fp(x)’-{~%p{x)\^ — Ij., 

sich  der  Null  nähert.  Weil  nun  nach  den  Grundbegriffen  der  Dif> 
ferentialrechnung  letztere  Gränze 

ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  ' 
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oder  . . 

• * * I 

♦ » ■ ' • 

— l=r|  9>'(^)-J-^'(:r)V^  — 1 1/* ! y(^)“f-V'(**0^ — 1 } ♦ 

Wegen  der  Gleichung;  .»  . ' 

. . y = <Z>(a:)4- 1 , 

ist  aber 

^ = 0(^)4- . 


I • 


und  die  vorige  Gleichung  kann  daher  auch  unter  der  folgenden 
Form  geschrieben  werden:  ^ ^ 

^ = j Sp'(;r)  4-  l/—  1 1 /'  j y (o?)  + 1 \ . 

'■  ' §.  S.  • ' ' . ■■  ■;  ■ .. 

Sind  jetzt  a und  a: , beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grössen, 
so  kann  nach  XL.  §.52.  ' 1 - . , 

' • a:  — »:=r(cös  w-f-sin  w — 1),-  ' • 


also 


' ^ = a-f-r(cos’w -f- sin  ft>  — 1)> * 

und  folglich  . > ' ' 

/“(.t:)  =y’|«-+-r(cos  w-Hsin  w — 1)| 

gesetzt'  i^erdeki. 

. Sei  nun  , • . . , 

/*(^)  t=/\ « -4-  r(cos  w -f“  si  n ^ — 1 ) ) ==  5p(r)  + tp{r)  — 1 ; 

’ • » ' 

so  ist  nach  §.  6.,  wenn’die  Functionen  y(r),  y>{r)  und  T^(r), 
zwischen  den  Gränzen  0 und  r stetig  sind, 

oder  * 

/{a:)  5p(0)  4-  V^(0)  — 1 -+-r\g){0r)  -f-  i^'(0,r)  1 1,  - 

wo  0 und  0,  gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende 
Grössen'  sind.  Nach  dem  Obigen  ist  aber  ' ' 

j:  — a 


j . 


l / 


und  , . 

> ,#*•**  *j  i 

also  ist 


» ■'  t cos  w -f- sin  — 1 '*  • 

./(«)  = 9(0) +>(0)K-^»i 


: 


)U 


i 1 . * 


COS  (ü  4-  sin  o>  K. 
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Differentüren  wir  die  Gleichung  • ; , 

r(cos  w -f-  sin  w 1/  — 1)  j = y(r) 

mittelst  des  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satzes  in  Bezug 
auf  r als  veränderliche  Grösse,  so  erhalten  wir  i . 

(cos  CO -4- sin  co  1/  — 1)  f\a-^  r(cos  co-pr  sin  co  V/ — 1)|  • 

= sp'(r)  4-  xp'{r)  K—  l, 

und  folglich  ' • • ; ‘ 


y'(r)  -I-  — 1 


=/'j»-^^cos  'C0'4-sin  co  |/ — 1)  |, 


:/(«)  + J> 


cos  w-f-sinxüV/"  — 1 

aus  welcher  Gleichung  ethellet,  dass 
y (^)  -f-  v^— 1 

'COS  (s>t-'sin  w 

f 

wo  eine  für  r = 0,  d,  i.  für  ^==»,  verschwindende  Grösse  be- 
zeichnet, gesetzt  werden  kann.  Also  ist  nach  dem  Obigen 

/(i)  =/(«r)  4- (^  — »)  J 

wo  t/^ine  für  a:z=za  verschwindende,  Grösse  bezeichnet.. 

Diese  Gleichung  fordert  nach  dem  Obigen^  dass  die  Functio« 
nen  y(r),  (p{rj  und  ^(r),  zwischen  den  Gränzen  0 und  r ste- 

tig sind.  Weil  aber  nach. dem  Obigen  i \_ 

/{a:)  =f\  a -f-  r(cos  co  sin  co  1)  j = 5p(r)  + t//(r)*  1 , 

f(jc)=f\a-\-r{cMS  w-hsin  co  \/^^)  j = 

cos (ü-f>sin (t>  V — 1 

ist;  so  ist  klar,  dass,  wenn  die  Functionen  f{<£c)  und  f{a:)  in  der 
Nähe  des  bestimmten  Werthes  a von  a;  stetig  sjiid,  jederzeit^.uueh 
die  Functionen  5p(r),  y'(r)  und  ip{r)j  ***  der*  Nähe  des  be- 

stimmten ^ Werths  0 von  r stetig  sein  müssen,  indem  ohne;<die  Er- 
füllung dieser  letzten  Bedingung  offenbar  auch  die  .erstere!  nicht 
erfüllt  sein  könnte^  wobei  man  4*  E zu  vergleichen  hat.  Hieraus, 
in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  das 
folgende  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Functionen  /"{a:)  und  in  der  Nähe  des 

bestimmten  Werths  a von  a:,'  wo  a und  .zr’ganz  beliebige 
reelle  oder  imaginäre  Grössen  bezeichnen,  stetig  sind; 
so  ist  für  dem  Werthe  a unendlich  najhe  ko  mm  ende. .Wer- 
the  von  o:  jederzeit 


wo  J eine  für  x'=ia  verschwindende  Grösse  bezeichnet. 

Setzt  man  für  a und  x respective  oc  und  + wo  i eine 
der  Null  unendlich  nahe  kommende  reelle  oder  imaginäre  Grosse 
bezeichnen  soll,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  man  für  x bloss  sol- 
che reelle  oder  imaginäre  Werthe , setzt,  iip  deren  Nähe 
die  Functionen  und  stetig  sind,  ist  für  der 
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Null  uoendlicli  nahe  kommoü'de  ? reelle  oder  imag'ioäre 
W ert he  von  # jederzeit  ‘ ' ^ • 

»•*'’  . (»  *1  ».*  ,9t  1^  2 

WO  ./  eine  für  i = 0 ve.rschwin dende  Grosse  hezeiohnet.  . 


: ;• 


§.'9; 

I^e/irsatz.  Es  seior  eine  beliebige  veränderliche  ima* 
ginäre  Grösse,'^  dere  nt  Modulüs'ipi  A I hgcmei  n cn  durch  r 
bezeichnet  werden  mag,  und  f(a:)  sei  eine  F unctiop.jvon, 
»-r,  welche,  so  wie  ihr  erster  Üifferentialquotient  jr'(^) 
zwischen  den  Gränzen  r==ro' u hd  r=:/l sTetig  ist.  Setzen 
wir  nun,  indem  n eine  positive  ganze  Zahl  bezeiehnef 
und  n seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat,.  . 


0*  271  , ‘ »71  I / 7 

=.cos  ir.  “F:  sin  — — 1 : • 
n ‘ • n 

und  . ...  j I 

?(»•)'+  y. .. 

■ v:<  • ' V ‘ 

so  ist  für  jeden  Wcrth’von  r,  welcher  einfe  Mittelgrösse 
zwischen,  utid  H ist,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  grö'sser  » ist,  und 'mit  j’ ede'm  beliebigen  Grade  der 
Ge n au  jgkert , wen  n man  nur  W gross  genug  nimmt,  ^=0: 
Beweis.  iVuch,dem';im  vorigen  ^Paragraphen  bewiesenen  Satze 
ist  für  jeden  Werth  von  in  dessen  Nähe  die  Functionen  /*(^). 
und /'(.jr)  stetig  sind,  und  für  der  Null  unendlich  nabe’ kommende' 
Werthe  von  i • . v « » . 

/(a: -f-  i)  — /(^)  = i ■ ■ ■ ’ • ' 

wo  J eine  für  i=:0  verschwindende  Grösse  bezeichnet.- 
Weil  nach  der  Voraussetzung 

^ 271  . 271  . 

ö = cos  — -f-sin  — I// — 1 

ist,  so  ist  nach  XL.  §.  54.  . ; * ; 

. ' ' / “ Ott'  • \ Ott.  / f 

■ r = ;•  (cos  — -4- Sill  — K— Ij, 


, '‘27r 


= r (cos  ~-f-isiii  — 1), 


277,. 


n 

hrit 


(d*r  = r '(fos  — -p- Vin  — — 1), 

. W H ’ 

0’/- ==  #:'(cos,'~ -f-'s'ur  — ! )>’  , . . 

, U.-  s;  Wv 


r\  ' t " * r 2(»  — . < 2(71  — l)rTi  / — 

0n— (eos  |-sin K — 1); 

und  die  Grösseu  ; * ‘v  ‘ - . • , . 

7*,  07’,  0*r,  0^1’,  . . . 0"~^r 


/ 


V 
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haben  also  sämmtlich  den  Modulus  r.  Weil  nun  nach  der  Voraus- 
setzung die  Functionen  f(x)  und  zwischen  den  Gränzen 

r = ro  und  r = /{  stetig  sind,  so  sind  nach  §.  1.  diese  Functio- 
nen in  der  'Nähe  eines  jeden  Werths  von  or,  dessen  Modulus  eine 
Mittelgrösse  zwischen  und  R ist,  stetig,  und  man  kann  also, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  r eine  Mittelgrösse  zwischen  und  • 
R ist,  in  der  obigen  Gleichung 


> /(;r -h  #)  — /(^)  = « 

offenbar 

ar  = r,  0r,  0V,  0*r,  . 

setzen. 

Ferner  ist  nach  XL.-  §.  54.  für  jedes  positive  ganze  k 


2kn  . . 2kjtiy r 

@*=±cos — K— 1, 


n 


woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn  0 — 1 eine  der  Null  unendlich 
nahe  kommende  Grösse  ist,  jederzeit  die  Grössen 

(0  — l)r,  (0  — l)0r,  (0  — l)0*r,  ...  (0  — 1)0«— V 

sämmtlich  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Grössen  sind,  so 
dass  man  also,  wenn  man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  r eine 
Mittelgrösse  zwischen  und  R ist,  in  der  Gleichung  . 

' /(o? -h  «)  — /(;r)  r=  ai  \f(o:)-\rJ\ 

für  a:  die  Werthe 


#*,  0r,  0*r,  0*r, . . , 0«— V 


setzt,  für  t gleichzeitig  die  Werthe 

(0  — l)r,  (0  — 1)0^,  (0  — l)0*r,  . . . (0-—  1)0«— ir 
setzen  kann. 

Nimmt  man  nun  diese  Substitution  wirklich  vor,  und  bemerkt 
zugleich,  dass 

r -F-  (0  — l)r  = 0r, 

0r-l-(0 — l)0r  = 0*r, 

0*r-l-(0  — l)0*r  = 0*r, 

0’r-|-(0  — l)0*r  = 0*r,  • 

u.  s.  w. 

0n—if.  ^ _ 1)0«— V =;  0«r 

'ist;  so  erhält  man  die  folgenden  für  jedes  r,  welches  eine  Mittel- 

f rosse  zwischen  und  R ist,  und  jedes  der  Null  unendlich  nahe 
ommende  0 — 1 geltenden  Gleichungen: 

/(©*r) — /(©r)  = (©  — l)©rl/”(®r)-f- J,  j, 

/(©V)  -/(©V) = (©  - i)©v(/-(©v)  -f-  y,  I, 

/(©V)  -/(©V)  = (©  -1)  ©>r  |/'(©*r)  -4-  y.  1 , 

U.  E.  W. 


f 
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y*(0«r)  — Vj  = (Ö  — -f-  Jn—i  i ; 

wo  die  Grössen  . ' 

J Q ) J I ) J ^ ) J 3 ) • • • J-n — 1 

nach  dem  Obigen  für  0 — 1=:0  sämmtlich  verschwinden.' 
Setzen  wir  nun  statt  der  Grössen  - * 

öy,,  0*y„  0*y,, . . . 


\ » 


der  Kürze  wegen  die  Symbole 

• > V 

0 ) i ) j y IJ  • . • ßfn — 1 ) 

so  bezeichnen  diese  Symbole  offenbar  auch  Grössen,  welche  für 
0 — 1 = 0 verschwinden,  und  die  obigen  Gleichungen  • erhalten, 
dann  die  Form: 

fißr)  — /(r)  z=(&  — \)r\f{r)  + M„\, 

/{©•r)  — /(0r)  z=(ß- 

, /(©■r)-/(©V)  = (©-l)rj0V(0V)  + ;»/,), 
y\&'r)  = (0  — l)r\e'f(Q'r)  + M,  j, 

u,  s.  w. 

• « « 

/(0«r)  ~/(0«-lr)  = (0 -- l)r!0«~i/'(0«-lr) -f. 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält  man,  wenn  der  Kürze 
wegen 

A/q  Af  I — f—  ßf  2 “I“  Af  3 “4“  • • • W— 1 


gesetzt,  d.  h.  das  arithmetische  Mittel  zwischen  A/,,  W,,.. 

. . Mn~±  durch  — M bezeichnet  wird,  die  Gleichung 

und  folglich,  weil  nach  XL.  §.  54.  o£fenhar  0«  = 1,  also  /’(0'*r) 
=/(r)  ist,  * . 

f '(r)  €(/*(0r)  -f-  0*y*(0*r)  + . . . 4-  0»~i/“(0»— V)  — n>M=  0, 

also 


f{r)  -f-  9f{9r)  G^jG^r)  -f-  . . . -h  9n-if(en~±r)  _ 

Nach  XL.  §.  61.  ist  der  Modulus  der  Summe  mehrerer  ima- 
ginärer Grössen  in  beliebiger  Anzahl  nie  grösser  als  die  Summe 
der  Moduli  aller  einzelnen  zu  einander  addirten  Grössen,  woraus 
sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  der  Modulus  von  — Af  den ‘ grössten' 
der  Moduli  der  Grössen  A/q,  Af,.  Af*,  Af,,  . . . Mn^±  nicht  über- 
steigt, und  weil  nun  nach  dem  Obigen  diese  Grössen  für  0 — 1=0, 
d.%h.,  wie  leicht  erhellet,  wenn  n unendlich  gross  vrird,  sämmtlich 
verschwinden,  so  muss  offenbar  auch  — Af  oder  Af  verschwinden, 
wenn  n unendlich  gross  wird,  wodurch  die  Richtigkeit  unsers 
Satzes*  bewiesen  ist.  * 

Weil  die  Grösse  ■ • 

fjr)  -4-  Or(Or)  -4-  OV^(eV)-4- 


n 


/ 


0 


. 378, 

V 

das  aritbmetische  Mittel  zwischen  allen  den, 'Wertlien  der  Grösse 
09f'{ß9r)  ist,  welche  dieselbe  erhält,  wenn  man  für  q nach  und 
nach 'die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  . . . /b — 1 setzt 
so  kann,  wenn  wir  in  einer  bekannten  Bezeichnung  dieses  arith- 
metische Mittel  durch  das  Symbol 

1 


n 


7=0 


bezeichnen,  der  obige  ,Sat:E  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  ge- 
bracht werden: 

Bs  sei  a:  eine  beliebige  veränderliche  imaginäre 
Grösse,  deren  Modulus  im  Allgemeinen  durch  r bezeichr 
net  werden  mag,  und^/’(Ä*)  sei.  eine  Function  von  a:, 
welche,  so  wie  ihr  erster  Differentialquotieut 
zwischen  den  Gränzen  r = ro  und  r = /i  stetig  ist.  Set- 
zen wir  nun,  indem  n eine  positive  ganze  Zähl  bezeich- 
net und  TT  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat,'; 


0 = cos  — sin  ~\^  — 1 ; 


2;i 


so  ist  für  jeden  Werth  von  r,  w.elcher  eine  Mittelgrösse 
zwischen  und /{  ist,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  grösser  /^‘ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  der 
Genauigkeit,  wenn  mau  nur  ti  gross, genug  nimmt, 

. • __  n «z=o  ^ ' 


• ' 10. 

JLehr*at%.  Es  sei  ,37  eine  beliebige  imaginäre  Grösse, 
deren  Modulus  im  Allgemeinen  durch  ir  bezeichnet  wer- 
den mag,  u iid /’(^)' sei  eine  Function  von  ,27’,  welche,  so 
wie  ihr  erster  Differentialquotient  zwischen  den 

Gränzen  r = ro  und  r'r=zjt  stetig  ist.  Setzen  wir  nun," 
indem  n eine'  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  . und  tt 
seine' gewöh n liehe  Bedeutung  hat,  < ' 
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2ti 


0 = cos  — -I-  sin  — — 1 ,* 

■ n ] n>  ’ t ' 

so  ist  die  Grösse 

‘ fi&M 

n 71  y=;0  ^ 

zwischen  den  Gränzen  r = ro  und.r=;/{  mit  desto  grös- 
serer Genauigkeit  constant,  je  grösser  n ist,  und  kann 
mit. jedem  beliebigen  Grade  der.  Genauigkeit  zwischen 
den  in  Rede  stehenden  Gränzen  constant  gemacht  wor- 
den,’wenn  man  nur  n gross  genug. nimmt.  . , 

‘ Beweis.  ) Sei  r eine , beliebige , Mittelgrösse  zwischen  ro’Und 
R.  Theilt  man  nun  das  Intervall  r — in  71  gleiche  Theile,  und. 
bezeichnet  jeden  dieser  Theile  durch  so  dass  > , 


71 


o 


i . 
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ist;' so  ist,  wovon  man  sieb  durch  ähnliche'Schliissc'wie  im  vorif2^en 
Punigraphen  leicht  überzeugt,  nach  §.  8.  für  ein  unendlich  grosses  ^ 

/K  H- ^ o ) = ^ I/' o ) + ^ o ! > 

' /j0*(^o-+*^)i  — /(®’rö)=Ä^|0»/'((9Vo)  + 

, U.  S.'W» 

f\  0«-i(rg  H-  q)\  ~/(0'*-Vo)  =t  Q 1 0*‘^y’(0"“Vo)  H-  -^«-1 1 i 

wo 'die  Grössen  A\y  iV^,  jV„  ...  i für  ein  unendlich, 
grosses  n sämmtUch,  verschwinden..  Addirt  man  nun  auf  beiden 
Seiten  der  GleichUeil;szeichen  , dividirt . sodann  .auf  beiden  .Seiten 
durch  und^setzt  der  Kürze  wegen 

A o -f-  -4~  A 2 ~t~  A 3 -f-  » . t ^-f~  JSfn — ^1 


und 


n 

\ ■ 


= A' 


i'' 


firp)  -f-  -h  -1^ . . -4-  en-ifien-irp)  ^ . 

SO  erhält  man  ^ ^ / ' / 

fiTp  H-  q)  -h/1  4-  q)\  +/I  G^'rp'^  q)\  -h’.  . /-f-/}  en-ijro  -f-  q)\ 

n 

/K)  +/(Qy*o)  -f-/(Q*ro)  H 

. ■ w 

d.  i.j  weil  oben  überhaupt  die  Grösse 

* » 

I 

durch  5(r)  bezeichnet  worden  istj  •'  •*  ‘ ’ 

S(^o  + — BK)  = ^(^4- 4^). 

Von  der  Grösse  M ist  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wor- 
den, dass  dieselbe  verschwindet,  wenn  n unendlich  gross  wird,  und 
aus  der' Gleichung 

• ' ' ^ 4*  -4!  I 4~  A^2  ~i~  A't  ...  -f-  JVn — 1 

n • 


• K* 


i > . 

Ol  > li«,/' 


kann  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  iin  vof’igen  Paragraphen  aus 
der  Gleichung 

o ~f~~  ^ 1 -j-  2 4*  Af  a ^ ...  ~f~ 


n' 


ableiten,  dass  auch  A verschwindet,  wenn  n unendlich  gross  wird, 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  die  Grösse  Jn~\-A  ver- 
schwindet, wenn  n unendlich  gross  wird.  Nach  dem  Obigen  kann 
man  also  immer  ' . ^ < 

B(^o  4-.  0 — B(^o)  ==  Qffo 

setzen,  wo  eine  für  ein  unendlich  grosses  n verschwindende 
Grösse  bezeichnet.  i ;.h- 
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I 

Durch  ganz  ähnliche  RaisonnemeDts  überzeugt  wau  .sich  uuu 
überhaupt  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen: 

%{*’o  -f-  ^)  — %{rj  = p ifo, 

= P ÄT,, 

S(ro-f“3p)— ‘§(ro+2p)=z=^  JSr„  . 

%{^o  -H  4p)  — g(ro  + 3p)  = p Ä", , ■ 

u.  s.  w. 

\ 

^(»*0  «p)  — ?(ro -f- (»  — 1)p)  = p ; 

wo  die  Grössen  Äq,  ÄT,,  . . . . für  ein  unendlich 

grosses  n sämmtlich  verschwinden.  Durch  Addition  dieser  Gleichun- 
gen erhält  man,  weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  ro+/>p=:r* ■ ist. 


S(»-)  - 8(ro) = e (/r,  + jsr.  H-  A'. + .fir,  + . . . + a,_,) 

ATq  -f-  /jT|  — f-  Ä",  — f-  • • • -f-  Ä«— 1 


oder 

SW  — S(^o)  = (r  — r«) 
oder,  wenn  wir 


n 


Kq  -f-  AT,  -f-  Ä"j  -f-  AT,  -4"  • • • "HH  — i 

n 


= K 


^ i 


setzen, 

SW  — SW)  = (^  — ^o)^- 

Da  die  Grössen  A*, , A,,  A'^,,...An— i sämmtlich  ver- 
schwinden wenn  n unendlich  gross  wird,  so  verschwindet  auch  IC, 
wenn  n unendlich  gross  wird,  wobei  man  den  vorigen  Paragraphen 
zu  vergleichen  hat.  Also  verschwindet  wegen  der  obigen  Gleichung 
offenbar  auch  die  Differenz  $(r)  — 9(^o)  unendlich  grosses 

n,  oder  für  ein  unendlich  grosses./»  ist  ^(r)  = ^(ro),  und  da  dies 
nun  für  jedes  r gilt,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  und  Jt 
ist,  so  ist  durch  das  Vorhergehende  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Einen  von  dem  vorhergehenden  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weise verschiedenen  kürzern  Beweis  des  obigen  Satzes  hat  Moigno 
in  seinen  Legons  de  calcul  diff^rentiel  et  de  calcul  integral,  redi- 
gdes  d'apr^s  les  m^tbodes  et  les  ouvrages  publi^s  ou  inödits  de  M. 
A.  I.«.  Cauchy.  T.  I.  Paris  1840.  p.  153  gegeben.  Es  ist  nämlich, 
wobei  man  §.  7.  zu  vergleichen  hat, 

-ÖT  =/^W»  . 

■ ^=0/>(0r), 

^^>=£0>y(0v), 

u.  s.  w. 

, = 0-l/'(0«-lr) ; 

und  folglich,  wenn  man  addirt, 
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mr)  f,  d/{9r)  , df{9^r)  . • . df{9n~\r) 

, ^ ,dr  dr  . dr  “<-  • • •+■  dr 

' 'r=zf{r)-\-Gf(Br)r\-  ©y'CöV)-«-  ^ + 0^*-y"(e«-V), 

V « 

also,^  wenn  wie  im  vorigen  Paragraplien 


9n-\f{9»-h') 


■ n 


M 


cresetzt  wird, 
dfir) 


1 \dfir)  df(9r)  df(9^r) 

n\  dr  dr  dr 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 


' Ar)  -\-f{9r)  -f-/(0^r)  . -hf{9^~^r) 


n 


=sw, 


und  folglich 

nl.dr  dr  • dr  ■^***^  flr-  I öl  J» 


aUi)  ist  ' ■ 

%'(r)=M. 

F'ür  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittelgrösse  zwischen 
und  R ist,  und  für  ein  unendlich  grosses  n verschwindet  M nach 
dem  vorigen  Paragraphen;  also  verschwindet  auch  ^'(r)  für  jedes 
r,  welches  eine  IVlitteigrösse  zwischen  r'o  und'/i  ist,  und  für  ein 
unendlich  grosses  n,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  für  ein 
unendlich  grosses  n die  Grösse  ^(r)  zwischen  den  Gränzen  r:=zrQ 
und  r=:jK  constant  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

So  leicbt  dieser  Beweis  auch  an  sich  ist  und  so  sehr  sich  der- 
selbe von  selbst  darbietet,  so  halten  wir  doch  den. ersten  von 
Cauchy  gegebenen  Beweis. für  strenger  und  für  der  Natur  der 
Sache  weit  angemessener. 

§.  11. 

Aus  dem  im  vorigen -> Paragraphen  bewiesenen  Satze  ergiebt 
sich  unmittelbar,  dass  unter  den  demselben  zum  Grunde  liegenden 
Voraussetzungen  die  Grösse 

' ntr  /(^)-H/(Ör)-+-/(©V)-f-....-f./(G«-ir) 

. oin  — 


oder 


V 


V7=«- 

y=0 


sich  einer  gewissen  Gränze  nähert^  wenn  n wächst,  und  dieser 
Gränze  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  n gross 
genug  werden  lässt.  Diese  Gränze  soll  im  Folgenden  der, Kürze 
wegen  der  dem  Modulus  r der  veränderlichen  .Grösse  or 
entsprechende  mittlere  Werth  'der  Function  /'{^)  oder 
auch  der  mittlere  Werth  der.  Function  ^1®“ 

dulus  r der  veränderlichen'Grösse  or  genannt  werden. 
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Es  sei  jetzt  ^(as)  eine  Function  der  imaginären  Grösse  ä,  de- 
ren Modulus  im  Allgemeinen  durch  r bezeichnet  werden  mag,  und 
die  Function  ^(;s)  sowohl,  als  auch  ihr'  erster  Differentialquoticnt 
^'(»),  sei  zwischen  den  Gränzen  r = 0 und  r=:/l  stetig.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  wollen  wir 

setzen. 

Do  uod  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

^/(^)  -hf(^)  -hA^^r)  H l4-/(e«-ir) 

ist,  so  ist' offenbar  auch  S(0)  = 0.  Weil  nun  nach  §.  10.  für  ein 
unendlich  grosses  und  für  jedes  r,  welches  eine  Mittclgrösse 
zwischen  0 und  /t  oder  nicht  grösser  als  /t  ist,  , . 

. 'Ur)  = %{0)  ..  ; 

ist,  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  n und  für  jedes  r,  welches 
eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  H oder  nicht  grösser  als  H ist, 

' nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

g(r)  = 0. 

Setzen  wir  der  .Kürze  wegen  , . . > ; 

,, , „i  ' 9»(*)=i^  ?(*)>  ' 

SO  ist  . 

und  folglich  offenbar 

■ , .•  ■ Ar)-\-fißr)  -h/(^V)  + ♦ » » » . 

n 

<f  {r)  -f-  -I-  y (9^r)  h 


71 


V>(r)  -f.  \p(ß7')  -f-  V) 


if) 


71 


O*.. 


also',  wenn  der  Kürze  wegen 

j 

Wr)  = -f“  H h 

w • ■ ^ , 

gesetzt  wird, 

t ^ 

utad  folglich ' nach  'dem ‘Obigen  für’ ein  unendlich  grosses  k und 
jedes  r,  welches'  eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  H oder  nicht 
grösser  als  /J'ist, *'•  * ; ‘ ; t ' 


I » 

I. 
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Setzen  wir  nun 

X = r (cos  w H- sin  o>  — 1),  ,2:=:^,  (coso>',  «-f-sinw,  — 1); 

so  ist  nach  der  Lehre  von  den  gjeometrischen  Progressionen  und 
nach  der  Lehre  von  den  imaginären  L'rössen  •' 

r,  (co.s  (0|  -t-  sin  tu  ^ \X — 1) 


X 


X 


X 


s . 


x^ 


V— 


1 — “5"  "4”  ~~r  “L**  »H — 7"^—  “ 


r(cos  w'-f-  sin  w V^- — i 


1 — 


rj  (cos  Wj  -h  sinw 


.1/^) 


X,  /y*!  Y^i 

z — X V r / 


r (cos  w -1-  sin  w 

cos  ((^^-^-  1)  (oJ|  — gj))  -f-sin  ((^-H  1)  (ft),  — (u))V^—  1 
1 — ~^|cos  (w,  — tu)  + sin  (tu,  — ’w)  V/ — 1 1 
Wenn  mdn  die  Grösse  ^ 

cos  ((^  -h  t)  (ft>i  — ft>))  + ((^  -f-  (<<>i ^ ^ 

\ y*  X * ^1  I ■ • ■*  ) 

1 — — j cos  (tu,  — tu)  -I-  sin  (tu,  — w),^—  1 j 
auf  die  Form  . ' , 

/ 

bringt,  wodurch  man  nach  leichter  Rechnung  den  Ausdruck 


(^) 


iCos  ((^  -I-  1)  (tu,  i-  tu))  — *Y  ^ (w I •—  w) 


1 — 2 ^ cos  (tu,  — tu  (4- 


sin  ((Är  -f-  1)  (tu,  — tu)) j-  sin  Ä:(tu,  — tu)  , \ 

^ ' 7».  V 2 l( 

1-2  -")'+-(7')  ' 

erhält,  so  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  Grösse 

. < 1 i • 't  *f 

cos  ((k  >f-  ,1)  (tu,  — tu))  -f-  sin  ((^-f-  1)  (o^i.—  tu))  — 1 


c 


r / . 


» . . , 


1 — — M cos  (tu,  — tu)  -f-  sin  (tu,  — tu)  — 1 


•f  -»»•'  j ^ 

sich  unter  der  Voraussetzung^  dass  der  Modulus  r^  kleiner  als. der 
Modulus  r,  ist,,  der  Null  nähert,  wenn  k wächst^  und  derselben  be- 
liebig nahe  gebracht’ werden  kann,  wenn  man  nur /r, gross  genug  an- 
nimmt, woraus  sich  crgiebt,  dass  unter  der-  Voraussetzung,  dass  der 
Modulus  von  a:  kleiner  als  der  Modulus  von  % ist,  jederzeit 


tr 


X- 


X* 


ist.  Weil  nun  nach ‘dem 'Obigen 

¥/(r)  = 


9r 


e^r 


-,f=» 

V/=o 

-.ön-l 


n\r  — x^  Or  — .rT  0*/*  — x 


ist,  SO  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Modulus  von  a:  klei- 
ner als  der  Modulus  von  % ist, 
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«P(r)  = 

n ( y=0  9=0  9=^ 

oder,  weil  der  Factor  unter  allen  Suinmenzeicben  vorkommt, 

wie  sogleich  erhellen  wird, 

9=* 

, 1 1 + e-y  + e-2y  + »-J7+.. .+ 

I 

oder  auch 


Weil  bekanntlich 

2w  StT,  / r- 

9 = cos — + 8in — V — 1, 

t 

und  folglich  nach  bekannten  Sätzen  von  den  imaginären  Grössen 
(XL.  §.  54.) 

1 + e-v -h  e^29  e-39  ^ ^ e_(;^i)9 


1 , • 2y;r 

= l -f-  cos  sin 

n n 


hqn 

n 


cos  sin  1/  — 1 

n 


' ^qn 


cos  sin  1/ — 1 

w 7t 


u.  s.  w. 

+ eosfc^  _ sin  yzn  I 

ist,  so  ist  klar,  dass  für  jeden  durch  n ohne  Rest  theilbaren  Werth 
von  q 

1 H- •+- <9-^  4- e ~ 
und  folglich 

‘ 1 -f-  ^—9  -h  -f-  0— -I-  . . . 4~  ^— («— Dy * 

~n  ^ ^ 

\ 

ist.  Weil  ferner  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Proirres- 
sionen 

1 ■+•  -4-  0~^9  0—39  ^ 0 — («—1)9  1 ^ 

. 1 — 6— y ’ 

also  diese  Summe  der  Grösse 

1 _ (cos  ^ - sin  H222  v^:rr) 

n n ' 

1 — (cos  — sin  \/—  1) 

' » n - * 

d.  i.  der  Grösse 


1 — (cos  — sin  V^—  1) 

7t  • » 


DIgitized  by  Google 


I 


385 


gleich  ist,  und  der  Nenner  dieses  Bruchs  offenbar  nicht  verschwin- 
det, wenn  q eine  durch  n nicht  ohne  Rest  theilbare  ganze  Zahl 
ist*},  so  ist  klar,  dass  für  jeden  nicht  ohne  Rest  durch  » theilbaren 
Werth  von  q ^ ■ 

1 -f-  0—7  -4-  0— 29-  o— ^ ^ ^ ^ 0— {«— 1)9  r=  0, 

• • f 

t 

und  folglich  auch 

1 -h  0— y -h  0-2y  -H  0-~^y  H- » ♦ » ~f“  0— Dy ^ ' 

ist.  ' . 

Wendet  man  dies  nun  auf  den  obigen  Ausdruck  von  ^/^(r)  an, 
so  erhält  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Modulus 
von  a;  kleiner  als  der  Modulus  von  » ist, 

vv)=in-(^)’’+(^r+(^rH-....tg(:r).'  .. 

Es  ist  aber 

= (cos  Wj -f- sin  — Ij" 

Q~p'^  (cos  w,  -4-  sin  w , \/ — 1 

sin  (0,  v/::n7” 


(cos  ü), 


- (cos  w,  -4-sin  w,  — 1}^^  • 

1 — (“V  (cos  0),  -4-  sin  o>i  V/—  i)C-^-+-i)« 


1 — (cos  Wj  -I-  sin  0),  V^—  1)” 


27 

*)  Geht  nämlich  n m g nicht  auf,  so  ist  — - entweder  keine  oder  eine 
' n ' ^ 

ganze  Zahl.  Im  ersten  Falle  ist  offenbar  nicht 

1 — (cos  — sin  — 1)  =:  0. 
n n 

Im  zweiten  Falle  sei  ^sssk,  so  kann  k keine  gerade  Zahl  sein, 

' n ' 

weil  sonst  \k  eine  ganze  Zahl  sein  wurde,  welches  gegen  die 
Voraussetzung  streitet,  und  in  diesem  Falle  ist  also 

-sin  22=  V/ri)  = 2, 

n '** 

d.  b.  es  ist  wieder  nicht 
I — (cos 

Tb«ui.  25 


n 


.'27"_sin^»/:ri)=o. 


n 


n 


^ \ 
\ 
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1 , . cos  1)  ^g>,  -t-sin(^4~l)mt>,  .y/ — 1 

(^)”  ^ . 1 — -f-sin«w,  1)  ' 


i-rsj 


-r^) 


icos(/?H-l)wa),  — cosA«ö>, 


cos  ww, 


Ci) 


' sin  (Xr-i- l,)wü), — sm  kncD^ 

H ^-T^: l/ITT 


1 — 2 


■*&r 


Weil  nun  nach  der  Voraussetzunff  r,  <^r  ist,  so  nähert  sich  der 
zweite  Theil  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  des  Gieichheits- 
, Zeichens  der  Null,  wenn  X?  wächst,  und  kann  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur gross  genug  niinmG  woraus  sich 

>+er+(fr+(f)" 


a:  \»* 


-m 


und  folglich  nach  dem  Obigen 


-(t)" 


also  für  ein  unendlich  grosses  n offenbar 

ergiebt.  Nach  dem  Obigen  ist  aber  für  ein  unendlich  grosses  u 
und  jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  jR  oder 
nicht  grösser  als  /t  ist, 

0(r)  — ip‘(r)  = 0,  d.  i.  0(r)  = 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden- ergiebt , dass 
für  ein  unendlich  grosses  n und  jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse 
zwischen  0 und  li  oder  nicht  grösser  als  R ist. 


= 0{r), 


d.  i.  nach  dem  Obigen 


g(^) 

oder 


; (f  jr)  -h  -f-  7 ( 


<y(0”— Ir) 


n 


9r 


^r  — a: 


:?(»'■) 


ist. 


Nach  §.  11.  ist  die  Gränze,  welcher  sich  die  Grosse 


n \r  — a: 
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bis . zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  ji  in’s  Unendliche 
wächst',  der  dem  Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  % entspre- 
chende mittlere  Werth  der, Function 


./ 


und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  die  Function  diesem  dem 

Modulus  r der  veränderlichen  Grösse  % entsprechenden  mittlern 
Werthe  der  Function 

I 

. • ^ 
gleich  oder  kann  durch  denselben  dargestellt  oder  ausgedriiekt 
werden,  wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1.  nie  Function  sowohl,  als  auch  ihr  erster  Ditlcrential- 

quotient  muss  für  jeden  Werth  des  Modulus  r der  Grösse  x, 

welcher  eine  Mittelgrösse  zwischen  0 und  H ist  oder  die  Grösse  H 
nicht  übersteigt,  stetig  sein. 

2.  Der  Modulus  r der  Grösse  x muss  eine  Mittelgrösse  zwischen 
0 und  Ji  sein  oder  darf  die  Grösse  II  nicht  übersteigen. 

3.  Der  Modulus  der  Grösse  ,v  muss  kleiner'  als  der  Modulus 
r der  Grosso  x sein. 

Dies  führt  unmittelbar  zu  dem  folgenden  Satze; 

Die  Function  kann  jederzeit  durch  den  depi  Mo- 

dulus r der  Grösse  x entsprechenden  mittlern  Werth 
d e r F u n c t i o n 

dargestellt  oder  ausgO'drückt  werden,  wenn  nicht  bloss 
für  den  Modulus  r der  Grösse  x,  sondern  auch  für  jeden 
kleinern  xModulus  dieser  Grösse  dieFunctionen  ^(:s)  und' 
^'(;«),stetig  sind,  und  der  Modulus  der  Grösse,  .r  kleiner 
als  der  Modulus  der  Grösse  x ist. 

Man  kann  aber  diesen  Satz  offenbar  auch  auf  folgende  Art 
aussprechen ; 

Für  jeden  Modulus  der  Grösser’,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  derModuli  dieser  Grösse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  ^(.r)  und  aufhört  stetig 

zu  sein,  kann  die  Function  durch  den,  einem  den  in 

Rede  stehenden  .Modulus  der  Grösse^.r  übersteigenden 
Modulus  r der  Grösse  x entsprechenden  mittlern  Werth 
der  Function 

dargestellt  oder  ansgedrückt  werden., 

§.  13. 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  kann  die  Function  jeder- 

zeit durch  den  dem  Modulus  r der  Grösse  x entsprechenden  mittlern 
Werth  der  Function 


25 
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dargestellt  oder  ausgedrückt  werden,  wenn  nickt  bloss  für  den  Mo« 
dulus  r der  Grösse  x,  sondern  auch  für  jeden  kleineren  Modulus 
dieser  Grösse  die  Functionen  ^(;s)  und  stetig  sind,  ^ und  der 
Modulus  der'  Grösse  or  kleiner  als  der  Modulus  der  Grösse  x ist, 
d.  h.  es  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  wenn  wir  den 
dem  Modulus  r der  yeräuderlichen  Grösse  « entsprechenden  mittlern 
Werth  der  Function 

durch  ' . ' 

• I . 

* \ 

bezeichnen  und  eine  ähnliche  Bezeichnung  im  I^olgenden  auch  bei 
andern  Functionen  gebrauchen,  ' 


g(^)  = gjlr  I ^(*)  j . 

Nun  erhellet  aber  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  dass  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen 

‘ = + ?(»)-*- fr  

und  folglich  nach  dem  aus  §.11.  bekannten  Begriffe  des  mittlern 
Werths 


= -l  l 8(r)  + f S(r)  + ?(r)  + ^ g(W -4- . . . 

^ * 

•+•  ^ I •+"  ^ • • • 

j % 


U.  8.  W. 


^|g(e«->r)+  g(e.-ir) 


= -i-  S(®r) 

J- 1 

n \ r Sr  e^r 

litt)  I g(^)  , 

71 1 r»  (öl  )»  (Ö*r)»  *■ 

n I r»  (ör)»  , (Ö»r)» 


g(ö^ir)| 

ön— !/•  I 

(ön-ir)» 


a: 


a:* 


für  ein  unendlich  grosses  »,  also  nach  §.  11.  offenbar 


...j 


l 
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= ®,|S(*)  j + i ® j 


S(») 


' 


ist,  woraus  sich  ergiebt,  dass  sich  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Function  jederzeit  in  eine  nach  den  aufstei- 

genden positiven  ganzen  Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  x 
geordnete  convergirende  Reihe  entwickeln  lässt,  und  wir  werdeu 
also  hierdurch  zu  dem  folgenden  Lehrsätze  geführt: 

Wenn  die  Functionen  §(:?)  und  nicht  bloss  für 

den  ülüdulus  r der  veränderlichen  Grösse'  sondern 
auch  für  jeden  kleinern  IVloduius  dieser  Grösse  stetig 
sind,  und  der  Modulus  der  Grösse  x kleiner  als  der  Mo- 
dulüs  der  Grösse  x ist;  so  kann  die  Function  jeder- 
zeit in  eine  nach  den  aufsteigenden  positiven  ganzen 
Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  x geordnete  cou- 
vergirende  Rei)ie  entwickelt  werden. 

Dieser  Satz  lässt  sich  aber  offeobar  auch  auf  folgende  Art 
ausürücken: 

Für  jeden  Modulus  der  Grösse  x,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der.Moduli  dieser  Grösse',  für  welche 
einefder  beiden  Functionen  und  aufliört  ste- 
tig zu  sein,  kann  die  Function  in  eine  nach  den 

aufsteigendeu  positiven  ganzen  Potenzen  der  veränder- 
lichen Grösse  x geordnete  convergirende  Reihe  ent- 
wickelt werdep. 

Das  allgemeine  Glied  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Reihe  ist 

Für  dieses  allgemeine  Glied,  aus  welchem  die  sämmtlichen  Glieder 
der  in  Rede  stehenden  l^eibe  erhalten  werden,  wenn  man  für  /c 

nach  und  nach  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  5, 

setzt,  lässt  sich  aber  noch  ein  anderer  sehr  bemerkeuswerther  Aus- 
druck finden,  zu  dessen  Entwickelung  wir  nun  übergeben  wollen. 

Zuerst  hat  man  zu  berücksiciitigen , dass  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  positive  ganze  Zahl  A'  grösser  als  Null  ist,  all- 
gemein 

ist.  Nach  dem  allgemeinen  Begrifie  des  einem  bestimmten  Modulus 
ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  eutsprechenden  mittleru 
Werths  einer  Function  ist  nämlich 

Th 

, 1 -H  -f-  -H  H h 

^ ; 

n 

für  ein  unendlich  grosses  Weil  nun  nicht  Xr  = 0 und  n unend- 
lich gross  ist,  so  geht  offenbar  n io  k nicht  auf,' und  uach  §.  12. 
ist  also . 
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1 -f-  0—^  -I-  0—3^  -4-  . . . 0—  (n— 1)X 


U 


= 0, 


folglich  nach  dem  Obigen  ^ 

wie  behauptet  wurde,  ‘ 

Ferner  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  einem  bestimm- 
ten Modulus  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechen- 
den mittlern  Werths  einer  Function,  indem  wir  wieder  k grösser 
als  Null  annehmen,  oiSenbar  • 

|S(*)  - S(0)  - Y S'(0)  - ?-(0)  g(*-H{0)| 


5)1 


l).z 


= 5)Jr!^j  -g(0)  5)Jr|s-*|-^  5)?r|*-(^»l 

-fl  - • ■ • - 1 

und  folgfich  nach  dem  Vorhergehenden 


i(i)l 

'•»  I 


' fg(»)  - g(0)  - f g'(0)  - ~ r(0) i - 

=5)i4 i 1 

Hiernach  und  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  einem  bestimmten 
Modulus  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  entsprechenden 
mittlern  Werths  einer  Function  ist  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen der  mittlere  Werth 


offenbar  dem  Werthe  der  Function 


S{Ä— i 


m - m)  - fS'(o)  - f.  2^"(o)  - ...  - 


für  a=:0  gleich.  Weil  für  a = 0 Zähler  und  Nenner  dieses 
Bruchs  verschwinden , so  muss  man  nach  bekannten  Sätzen  der 
Differentialrechnung  Zähler  und  Nenner  in  Bezug  auf  x differentii- 
reo,  wödurch  man 

g'(*)  - «-(o)  - yS"(o)  - i^r(o) — - 

y 

erhält,  und-  muss  in  diesem  Bruche  :s=:0  setzen.  Weil  aber  für  - 
diesen  Werth  von  % Zähler  und  Nenner  wieder  verschwinden,  so 
muss  man  von  Neuem  differentiiren,  wodurch  man 


( 


t 
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z 


r(-) - S"(<>)  - Yö"'(0) - 


2{A— 3v 

1 . . — 3) 


g(X-l)(0) 


(4  — 1)  4t3;^-2 

erhiilt,  uud  muss  in  diesem  Hruchc  ;s=:0  setzen.  Wie  man  auf 
diese  Art  weiter  {^eken  kann,  ist  klar.  Endlich  wirti  mau  ofl'enbar 
den  Bruch 

- g(^-2)(0)  - Y g(^-i)(0) 

3.4.5.. . 

erhalten,  in  welchem  is  = 0 gesetzt  werden  muss.  Weil  aber  für 
diesen  Werth  v.oii  z Zähler  und  Neuner  wieder  verschwiudeu , so 
muss  man  vou  Neuem  diflerentiireii,  wödurcii  man  den  Bruch 

g(A^i)(s)  — g(A-i)(0)  • 

2 . 3 . 4 . 5 . . . 

V 

erhält,  in  welchem  man  z = 0 setzen  muss.  Differentiirt  man  nun, 
weil  für  :s=:0  auch  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruchs  verschwin> 
den,  nochmals,  so  erhält  mau  den  Bruch  / 

1.2.3.. .^’ 

in  dem  man  ;s=:0  setzen  muss,  welches  endlich 

' g(^)(o)  . ■ • 


1 ^ 


giebt,  so  dass  also 


und  folglich 


gjlr 


jSW 

1 _ 

1 25^ 

1 1 .2.3.../f 

_ 3<*»(o) 

Zk 

1.2.3  . . . /fc 

a:'" 


ist,  wobei.  wir>  angenommen  haben,  dass  A:  grösser  als  Null  ist,  zu« 
gleich  aber  auch  bemerken,  dass  unter  den  gemuchteu  Voraus- 
setzungen offenbar 

sDi,lg(s)|=S(0) 

ist.  . , . ’ 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  be> 
wiesenen  Satze*,  ergiebt  sich  nun  das  folgende  Theorem: 

Für  jeden  jVlodulus  der  Grösse  .r,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  derModuli  d iese  r Grösse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  und  $'(*^)  aufhört  sic--' 

tig  zu  sein',  ist 


g(o:)  = g(0) 


g'(0) 


ÜC 


no) 

I 

M • ^ 


1 (,  ^ 


Weil 


g(») = 3(»>h-  ^ 3(»)  + ^ 3(s) 




-Ä:— l(a  — J-) 


S(*) 


' / 
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f ! 

ist;  so  ist,  wenn  man  io  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

oW  = ^(uj  4-  x 4-  y72  ^ i\  2~.T  

« t 

die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  bis  zu  ihrem 
Arten  Gliede  fortsetzt,  der  Rest,  durch  welchen  die  Reihe  dann  noch 
vervollständigt  werden  muss,  nach  dem  Obigen  offenbar  der  mitt- 
lere Werth  der  Function 


**—!(*  — a:) 

von  z für  einen  den  Modulus  von  j?  übersteigenden* Modulus  von 
z.  Da  nun  dieser  mittlere  Werth  bekanntlich  die  Grösse 


r^i(r—x) 


%{rH 


x^  . - 


X^  ' 


(Ör)^-i(Or-a:) 


n 


für  ein  unendlich  grosses  n ist;  so  ist,  wenn  wir  den  grössten  der 
Moduli  der  Grössen 

%{rh  g(0V),  g(0V), 

durch  It  und  den  Modulus  Von  jc  durch  q bezeichnen,  nach  dem 
in  XL.  §.  61.  bewiesenen  Satze  der  Modulus  des  in  Rede  ste- 
henden Rests  offenbar  nie  grösser  als 

: H oder 

d.  i.  nicht  grösser  als  der  Rest  der  geometrischen  Progression, 
welche  man  durch  Entwickelung  von 

qR 

*’-Q 

nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  von  g erhält. 

§.15. 

Um  den  ira  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wichtigen  Satz 
durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  die  Function 

= (1  -I-  x:)« 

betrachten.  Setzen  wir  die  imaginäre  Grösse  x = — 1» 

also  1 -f- ^ = 1 -f- ^ -I- — 1,  lind  der  Kürze  wegen,  indem  wir 
die  Quadratwurzel  positiv  nehmen, 

so  k|inn  nach  XL.  §.  52. 
l-f-Ä*i=pjcos(Arctang  j^^-f-Ar7r)-l-sin  (Arctang 


1+^ 


gesetzt  werden,  wo  der  Bogen  Arctang  zwischen  — und 

und  die  ganze  Zahl  Jh  gerade  oder  ungerade  genommen 
werden  muss,  jenachdem  1 + ^ positiv  oder  negativ  ist.  Nach 
XL.  §.  54.  §.  55.  ist 


I 
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^«|cos  a (Arctaog  -f-  A^n)  -f-  sio  « (Arctang  •+•  A:7t)\/ — 1 j 

immer  eio  Werth  von  (1  und  diesen  Werth  von  (1  -f-o:)« 

wollen  wir  jetzt  allein  in*s  Auge  fassen  und  unter  ^(;r)  verstehen, 
also  auch 

’ ' ' r 

g(^)=r^a  j cosa(Ärctang  H-^;r)-l~8ina(Arctang  ■+‘kn)\/  — 1 1 

setzen.  Bekanntlich  ist 


also 


_ „ (» +£)SM-Ji£> 

Xsw  — a (i-Hx)» 
d.  i.,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

(1 -h 
ist, 

8"(x)  = a(o  -l) 

Folglich  ist,  wie  man  leicht  durch  fernere  Differentiation  findet, 
r(^)  = «(a-l) 
also,  weil  nach  dem  Obigen 

(1  + Är)g'(.r)  = a?(^) 
ist, 

r'(a:)  = «(«-  1)  («-2) 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  neue  Differentiation 

= «(«-!)  (a-2) 
also,  weil  nach  dem  Obigen 

ist, 

g"(:r)  = a(«  - 1)  («  - 2)  («  - 3)  ^2^. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  es  ist 
. folglich. allgemein 

gw(^)  = o(a  — 1)  . . (o  — « + 1) 

g(«)(0)  = «(«  — 1)  . . (a -—#» -H  1)8(0). 


also 


Weil  nun 


r 
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ist,  so  ist  nach  dein  Obigen 


g'(4:)=:a- 


jcosa  (Arctangj-— 4-^tt)  -4-sina(Arctang  j-— 4-^^  — 1 { 


-hl 


ojcos  (Arctang  --^-f-Ä;7r)-f-sin  (Arctangr-~-f-^)V^ — 1| 
l“hl  l“hl 

also  nach  XL.  §.  53.  §.  54. 

I cos  (a  — 1)  (Arctaog  -h 

-4-sin  (a  — 1)  (Arctang r-^ -h'A-7r)l/^ — 1|. 

1 -f-  g 

_ * 

Der  Modulus  von  a:  ist  Ist  nun  <Ü  1 oder 

so  ist  immer  weil,  wenn  1-f-^^O, 

d.  i.  * 1 wäre,  offenbar  ^ 1,  und  folglich 

sein  würde,  welches  gegen  die  V^oraussetzung  + »/*  ><  l streik 
tet.  Ist  also  der  Modulus  von  a:  kleiner  als  die  Einheit,  so  ist 

immer  1 + ^ ^ 0,  der  Bruch  — ^ bat  also  einen  endlichen  völlig 

1 -h  $ ^ ^ 

bestimmten  Werth,  und  die  ganze  Zahl  Ar  ist  eine  gerade  Zahl  und 

kann/  wie  sich  auch  ^ und  ij  ändern  mögen,  als  constant  angenom> 

men  werden,  woraus  sich,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  ergiebt, 

dass,  so  lange  der  Modulus  von  or,  d.  T.  die  Grösse  •+•??*, 
kleiner  als  die  Einheit  ist,  weder  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
der  Fiinction , noch  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der 
Function  Statt  findet.  Wenn  der  Modulus  von  a:,  d.  i.  die 

Grösse  -!-»?*>  der  Einheit  gleich  ist,  erhält  z.  B,  schon  für 

' » ' 0 
— 1,  »;==:0  der  Bruch  den  völlig  unbestimmten  Werth 

Hieraus  und  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wich- 
tigen Satze  ergiebt  sich  also,  dass  für 

yWT^<i 

jederzeit 


%{a^)  — ?(0) 


g’(O) 


a: 


1.2 


?”(0) 

1.2.3 


ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen  . 

^(;zr)=p“  I cos  «(Arctang  j^-|-A?7r)-f-siD  «(Arctang  1 X?3r)\/ — 1 j 

und  .2:  = ^-hi2\/ — 1,  also  für  .zr=0  auch  $ = 0 und  »?=0,  folg- 
lich ^ = 1 und 

= Arctang  y^  = 0 

ist,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  Arctang  ^ nach 
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dem  Obigeu  imitier  zwischen  — {n  und  genommen  werden 

muss;  so  ist  offenbar  > 

' ^(0)  •=  cos  a^7T-|-sin  aJhrV^ — 1, 

und  also,  weil  nach  dem  Obigen  allgemein 

= «(«  — 1)  4- l)g(O) 

ist, 

i I 

^C«)(0)  a{a  — !),..(«  — • »+  1)  (cos  aArjt  4-  sin  aXrjrl/^ — 1), 

folglich 

___^00(0)  1)  *..(«  — «4- J)  , j . ^ w 1/ — 7"\ 

1.2.3...^—  Y.2.3,..^ «i^-f-siD  aA:nV~-l)y 

• y 

, oder,  wenn  wir  in  einer  bekannten  Bezeichnung 

<r(<t  — 1)  . . . (a  — 4- 1) 


a 


'ft 


1 . 2 . 3 ....  92 


setzen, 


gW(0) 


1.2.3«..» 


< 

z€ttt  (cos  «XrTT  4“  sin  aXrjrl/^ — 1). 


Führen  “wir  dies  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  von  ein, 

so  erhalten  wir  ^ 

g(.r)==(cos a>t7r4-sin aA^TriZ—l) 

wo  Xr  jede  gerade  ganze  Zahl  bezeichnen  kann. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass 


ist, 


1 2 j cos«( Arctg j-^4^^)4-sin«(Arctgj-^4»^nr)i/^ — 1 1 


= (cos  aXrjr  4-  sin  oXwl/ — 1)  j 1 4-  a,  (1+,1/znT) 

I * L 

4-a,(|4-jjV^^^)»  >,  ' 


wo  Xr  jede  gerade  ganze  Zahl  sein  kann , und  Arctang  . ^ ^ zwi- 

sehen  — ^ir  und  +7^  genommen  werden  muss.  Setzen  wir,  was 
verstauet  ist,  Xr  = 0,  so  erhalten  wir,  immer  unter  der  Voraus- 
setzung, dass 

1/1*41^  < 1 

ist  und  Arctang  zwischen  und  -f-  yW  genommen  wird, 

j(^*F-$)* CO»  («  Arctang^^;^)-|-8iii  (a  Arctang 


1-H' 


J 
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— 1 ■+■«,($ -4-  1)  4-  4-  lyV^—  1)* 

4-  a*($4-»7V^—  1)* 

4“  «4(5  4-  ry  — 1)* 

/ '4“  

Für  »7=0  erhält  man  hieraus  unter  der  Voraussetzung*,  dass  \/(^*)<^\^ 
d.  h.  der  absolute  Werth  von  $ kleii^er  als  die  Einheit,  oder 

ist, 

(l4-§)“  = l4-a,$4-«,l*4-«,5*4-a4l*4- 

Man  sieht,  wie  leicht  der  im  vorigen  Paragraphen  hewiesene, 
von  Cauchy  gefundene  Satz  zu  diesen  Resultaten  die  bekanntlich 
auf  andern  Wegen  nur  ziemlich  weitläufig  und  schwierig  bewiesen 
werden  können  ^ führt. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass,  wie  schon  in  der  elementa- 
ren Analysis  gezeigt  wird,  in  dem  Falle,  wo  a eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  für  jedes  ^ und  f\ 

(14-^4-  l)a  = 1 4-  «,  6 4-  «7V/—  1)  4-  «a(5  4-  ry~  1 )* 

4-«,(|4-»7\^— 1)* 

. 4-a4(?4-^V/— 1)* 


ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

i+i+ry^ 

t • . 

= p|cos  (Arctang  4- sin  (Arctang  . ^ 4-  kn)\/  — I { 

ist,  wo  Arctang  ^ zwischen  — \n  und  4-  und  die  ganze 

Zahl  k gerade  oder  ungerade  genommen  werden  muss,  jenachdem 
14.^  positiv  oder  negativ  ist;  so  ist  ganz  unter  denselben  Vor- 
aussetzungen nach  XL.  §.  54. 

' ,(14-^4-  ry — 1)® 


= p«|  cos  «(Arctang  4**  kn)  4-  sin  «(Arctang  4 kn)\y  — 1 } . 


Also  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  « eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
für  jedes  $ “od  V 

et  

|(l4^)*HH*  i ® icos«(Arctgj3j3|4-^»r)4-sin«(Arctg|~-j4^)V"^^ 

= 14-  «i(5 4- 1)  4- «,(S 4- »71/—.  1)>  4.  «,(5 4.  y — 1)* 

4-a4(?4*^l^— 1)^ 


wenn  man  Arctang 


1 4f 


zwischen  — -^n  und  4-7?^,  und  die  ganze 


% 


/ 
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Zahl  k gerade  oder  uagerade  Dimmt,  jenachdem  1 + ^ positiv  oder 
negativ  ist. 

^ Der  Raum  gestattet  fUr  jetzt' nicht,  diesen  wichtigen  und  in- 
teressanten Gegenstand  weiter  auszuführen;  wir  werden  aber  spä- 
terhin auf  denselben  zurtickkommen. 


XLIX. 


Anwendung  der  Lehre  vom  Zuge  auf  die  Nacb< 
Weisung  der  geometrischen  Bedeutung  der 

Form  «f  + Ä , V/— 1. 

?on  dem  . 

Herrn  Major  und  Ritter  Dr,  G.  W.  Müller 

zu  Hannover. 


9 


Die  von  Gauss  hervorgehobene  und  in  Anwendung  gebrachte  geo- 

metrische  Bedeutung  der  sogenannten  imaginären  Form  a-\~b , \/  —-\ 
darf  zu  denjenigen  neueren  Erweiterungen  der  Mathematik  gezählt 
werden,  die  eine  besondere  Aufmerksamkeit  für  sich  in  Anspruch' 
nehmen.  Wie  diese  Bedeutung  sich  auf  eine  einfache  Art  aus  der 
Lehre  vom  Zuge*)  nach  weisen  lässt,  welche  das  Beschreiben  oder 
Durchfahren  des  Raums  als  den  eigentlichen  Gegenstand  der  ana- 
lytischen Auffassung  der  .Geometrie  betrachtet,  dieses  soll  durch 
nachfolgenden  Versuch  gezeigt  werden. 

Wenn  der  Zug  eines  beschreibenden  Punkts  die  Seiten  ähn- 
licher Figuren  nach  der  Ordnung  der  Aehnlichkeit  durchfährt,  so 
wird  offenbar  die  unter  den  ähnlichen  Seiten  Statt  findende  Prupor* 
tion  auch  unter  den  beschreibenden  Zügen  Statt  finden,  indem  dem 
Begriffe  der  Aehnlichkeit  die  Voraussetzung  entspricht^  dass  in  ähn- 
lichen Figuren  die  ähnlichzeigenden  Richtungen,  und  damit  also' 
auch  die  Grössen  der  Züge,  ^die  einen  ähnlichen  XJebergang  dar- 
stellen,  als'  gleichnamige  zu  betrachten  sind.  Es  sei  z.  B.  in  einem 
beliebigen  Punkte  A einer  geraden  Linie  BC  ein  Perpendikel  er- 
richtet und  der  Punkt  Dj  wo  solches  den  von  B nach  6^  führenden 
' Halbkreis  über  dem  Durchmesser  BC  trifft,  geradlinig  mit  B und 
C verbunden,  so  sind  BAD  und  DA’C  ähnliche  Dreiecke.  — 
(Anmerkung.  Die  Bezeichnung  ohne  oder  mit  Accent  soll  hifr  bei 


*)  Darstellung  der  Lehre  vom  Zuge  u.  s.  w.  in  Crelle’s  Journal  für  Ma- 
thematik. B.  XV.  H.  3. 
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• * 
den  Punkten,  die  zn  beiden  Dreiecken  gehören,  unterscheiden,  ob 
sie  für  das  erste  oder  für  das  letztere  betrachtet  werden,  auch  soll 
in  der  An^be  eines  Zuges^  der  zwei  Punkte  verbindet,  der  voran- 
stehende Buchstabe  den  Anfangspunkt  des  Zuges  bezeichnen.)  — 
Der  zusammengesetzte  Zug  des  beschreibenden  Punkts  der  von  B ’ 
nach  dann  von  A nach  von  D'  nach  A*  und  von  A'  nach 
C' führt,  durchfährt  offenbar  die  Seiten  der  ähnlichen  Dreiecke  BAD, 
BA^C  nach  der  Ordnung  der  Aehnlichkeif.  Man  hat  also  unter 
den  einzelnen  Theilen  seiner  Zusammensetzung,  die  als  Züge  auf- 
gefasst werden  müssen,  die  Proportion  BA  :JfDi=z  DA' : A'C. 

Nun  kann  man  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  in 
der  Ebene  den  Ausdruck  aa-{-6ß  als  die  allgemeine.  Form  für  die 
analytische  Darstellung  des  Cooidinatenzuges  ansehen,  der,  wenn 
er  von  einem  Punkte  P ausgeht  und  zu  dem  Punkte  Q liinführt, 
dadurch  des  letzteren  Lage  gegen  den  ersteren  bestimmt.  Es  be< 
-deutet  dann  ä die  Grösse  des  gemdirnigeu  Zuges,  der  die  Lcängen- 
einheit  in  der  Ebene  mit  einer  Richtung  beschreibt,  die  mit  der 
positiven  Richtung  in  der  Abscissenaxe  einer  und  derselben  Richtung 
im  Raume  parallel  zeigt,  und  6 die  Grösse  des  geradlinigen  Zuges, 
der  die  Längeneinheit  in  der  Ebene  mit  einer  Richtung  beschreibt, 
die  mit  der  positiven  Richtung  in  der  Ordinatenaxe  einer  und  der- 
selben Richtung  im  Raume  parallel  zeigt.  Die  Coefficienten  a und 
6 sind  numerische  Factoren,  die  das  Setzen  der  Grössen  a und  ß 
zur  Bildung  der  beiden  Theile  des  ganzen  Zuges  näher  bestimmen ; 
ihr  absoluter  Werth  muss  sich  zu  1 verhalten^  wie  die  Länge  ihres 
Theils  zur  Längeneinheit,  ausserdem  können  sie  positiv  oder  ne- 
gativ sein,  je  nachdem  die  Beschreibung  der  Theile  mit  der  Rich- 
tung der  Grössen  a und  ß selbst  oder  mit  der  entgegengesetzten 
zur  Ausführung  kommen  soll.  Es  sind  also  a und  6 dieselben  Zah- 
len, die  nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  die  Abscisse  und  Ordi- 
nate des  Punkts  d gegen  den  Anfangspunkt  P einzeln  für  sich 
darstcllen. 

Die  Eigcnthümlichkeit  dieses  Coordinatensystems  besteht  darin, 
dass  jeder  Punkt  der  Ebene  von  dem  Coordinateuzuge  nach  vier 
verschiedenen  Richtungen,  wie  sie  den  Grössen  — «,  — ß 

entsprechen,  durchfahren  werden  kanu.  Die  durch  das  Zusammen- 
liegcn  dieser  Grössen  in  einem  Punkte  A der  Ebene,  als  ihrem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte  oder  Endpunkte^  unter  ihnen  ent- 
stehende Beziehung  findet  also  für  jeden  Punkt  der  Ebene  statt. 
Lässt  man  von  dem  Punkte  A aus  AB  den  Zug  -f-a,  AC  den 
Zug  — •«,  AD  den  Zug  '^ßt  AE  den  Zug  — ß darstcllen,  so 
entsteht  eine  Lagenbcziebu'ng  unter  ähnlichen  neben  einander  lie- 
^nden  Dreiecken  BAD  und  DAC^  DAC  und  CAE^  CAE  und 
EAB,  EAB  und  BAD  ganz  mit  derjenigen  übereinstimmend, 
welche  oben  betrachtet  wurde.  Man'  hat  also  unter  jenen'  Grössen, 
insofern  ein  beschreibender  Punkt  sie  vermittelst  eines  zusammen- 
hängenden Zuges  durchläuft,  je  nach  der  Folge  BADAC^  DACAEy 
CulEAB y EABAD'A\Ci  Proportionen  — u:ßz=z  — ßi-r-Uy  — ßz 

= — ßy  a: — ß = ß:ay  ß:ar=:  — aiß.  Sämmtliche  Pro- 

portionen gehen  die  Beziehung  ßßz=z-^aay  also  /?=:«.  1/ — 1 

oder  ßzzza.iy  wenn  t|- — i durch  / bezeichnet  wird.  Deutet, 
man  a,  als  den  ursprünglichen  Einheitszug,  durch  -(-.1  an;  so  er- 
hält man  /S  = -f-K  — l = r.  Es  ist  demnach  ^ ^ . z die  analy- 
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tische  Form,  welche  der  Grösse  des  rechtwinkligen  Cordinatenzuges 
zukommt,  wenn  derselbe  als  ein  zusammenhängendes  Ganzes  auf* 
gefasst  wird.  Der,  der  Einheit  des  zweiten  Theils  sich  beifügende 
Factor  i deutet  dabei  an,  dass  die  Längeneinheit,  welche  für 
die  Einheit  des  ersten  Theils  mit  der  positiven  Abscissenrichtung 
beschrieben  wird,  für  die  Einheit  des  zweiten  Theils  mit  recht- 
winklig abweichender  Richtung  zu  beschreiben  ist. 

Wenn  den  Coordinätenzug  darstellt,  der  vom  Punkte 

Pzuni  Punkte  überführt  und  der  geradlinige  oder  Radius- Vector* 
Zug  von  /*nach  Q durch  r bezeichnet  wird,  so  dass  r dessen  Länge 
in  Theilen  der  Längeneinheit  ausdrückt  mit  dem  Vorzeichen  -H 
oder  — , je  nachdem  in  der  geraden  Linie  PQ  die  Richtung  von 
P nach  Q als  die  positive  oder  als  die  negative  betrachtet  wird, 
und  wenn  ferner  e die  Elongation  jenes  Hadius-Vector  ist,  d.  h.  die 
Grösse  des  Winkels  bezeichnet,  der  im  Scheitelpunkte,/*  aus  der 
Richtung,  die  mit  der  positiven  mbscisseurichtung  einer  und  der- 
selben Richtung  des  Raums  parallel  ist,  in  diejenige  überführt, 
die  in  der  geraden  Linie  PQ  als  die  positive  betracutet  wird,  so 
hat  man  allgemein  a = r cos  e,  &=:r  sin  tf,  a-hd,i=zr  (cos  e 
-f-  sin  e , Die  Grösse  e lässt  sich  durch  die  Zahl  ausdrücken, 
welche  die  Länge  des  Rögens  des  Elongatiobswinkels  in  Theilen 
des  Halbmessers  angiebt  mit  dem  Vorzeichen  H-  oder  — , je  nach* 
dem  dieser  Winkel  durch  positive  oder  negative  Drehung  zu  be- 
schreiben sein  wird.  Es  stellen  dann  a und  ö die  rechtwinkligen, 
e und  r die  Polar- Coordinaten  des  Punkts  Q gegen  den  Anfangs- 
punkt P nach  ihrer  einzelnen  Grösse  dar,  und  zwar  die  absoluten 
oder  die  relativen  Coordinaten,  je  nachdem  P der  Anfangspunkt 
des'Coordinateu-Systems  selbst  oder  ein  anderer  Punkt  der  Ebene  ist. 

Die  durch  Cauchy  aufgekommene  Benennung  „complexe  Zahf' 
für  die  Zahl  von  der  Form  a + scheint  bereits  das  Bürgerrecht 
gewonnen  zu  haben.  'Die  von  ihm  befolgte  Ausschliessung  nega- 
tiver Wcrthe  für  den  Modulus  der  complexen  Zahl  oder  für  die 
Grösse  r in  der  Form  r.(cos  0 sin  e^i)  hat  zwar  für  einzelne 
Fälle  ihren  Nutzen,  stört  aber  die  Allgemeinheit  der  Auffassung. 

Die  durchgreifende  Allgemeinheit  der  Darstellung  der  Grösse 
des  Coordinatenzuges  durch  die  complexe  Zuhlenform  erhellet  am 
auffallendsten  bei  der  Rechnung  mit  complexen  Zahlen.  Es  sei 
z.  B.  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensjstems,  die  mit 

positiver  Abscissenrichtung  beschriebene  Längeneinheit,  so  stellt  der 
Zug  die  ursprüngliche  Einheit  dar,  die  dem  Coordinatenzuge  zum 
Grunde  liegt.  Nun  bezeichne  «-f-^.*  = ^(cos  e-f-sin  e»i)  die 
Grösse  des  Coordinatenzuges,  der  aus  nach  dem  Punkte  C führt, 
so  tritt,  durch  das  Setzen  dieser  complexen  Zahl  der  Zug  von  A 
nach  C an  die  Stelle  des  Einheitszuges  von  A nach  B.  Denkt 
man  sich  die  complexe  Zahl  ,i  als  eine  Summe  von  aliquoten 

Theilen,  so  wird  das  Setzen  derselben  zu  einer  Folge  von  Punkten 
hinführen,  die  Endpunkte  von  entsprechenden  aliquoten  Theilen  des 
Radius- Vector-Zuges  ACs\nA,  und  da  ein  Zug  als  die  Gränzvorstel- 
lung  des  Aneinanderreihens  einer  Summe  von  unendlich  vielen  un- 
endlich kleinen  aliquoten  Theilen  aufgefasst  werden  kann,  so  ist 
mit  dem  Setzen  der  complexen  Zahl  b , i in  der  That  auch 
das  Setzeq  des  Radius- Vector-Zuges  selbst  verknüpft.  .Man  darf 

also  sagen,  dass  das  Setzen  der  complexen  Zahl  b.  (cob  e 
-f- sin  e,i)  aus  dem  Einheitszuge  den  /2 . F.  Zug  AC  hervor- 
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gehen  lässt  und  dass  dabei  e den  Uebergang  aus  der  positiven  Rieb* 
tung  ,des  IDinbeitszugcs  >in  die  des  /t . V . Zuges  und  r als  Factor 
von  1 die  aus  der  i^inheit  hervorgehende  lineare  Grösse  des  Zuges 
JIC  anzeigt.  Nun  sei  die  complexe  Zahl  91 * z=  . (cos  (5 
, -f-  sin  6 . t)j  welche  von  A iLum  Punkte  binfiibrt,  das  Product 

aus  den  ^beiden  complexen  Zahlen  b\  . (cos  ^ sin  s) 
und  a'  + h* . « = r . (cos  ^ -f-  sin  e' . f),  so  wird,  wenn  die  erstcre 
dabei  als  Multiplicänd  angesehen  wird,  diese  für  die  Ausführung 
der  Multiplication  an  die  Stelle  der  Einheit  des  Multiplicators  treten, 
es  wird  also  der  Radius- Vector-Zug  AD  so  aus  dem  R,  F.Zug 
yfC*  bervorgehen , wie  es  das  Setzen  des  Multiplicators  für  die  Bil- 
dung eines  R.  F.  Zuges  aus  dem  Einheitszuge  AB  >orschreibt, 
d.  h.  es  wird  e'  den  Debergang  aus  der  positiven  Richtung  des 
R,  F.  Zuges  AC  in  die  des  H,  F.  Zuges  AD  angeben,  und 
als  Factor  von  r die  lineare  Grc^e  des  R , V . Zuges  AD  hervor- 
bringen. Man  wurde  also  hiern*h  = rr'  und  f£=e-\-e'  erhal- 
ten, welches  vollkommen  mit  dem  wirklichen  Multiplicationsproducte 
der  complexen  Zahlen  selbst  übereinstimmt,  indem 

r . (cos  e sin  . #)  . r'  (cos  <?'  -4-  sin  e' . i)  . 

= rr' . jcos  (e  -4-  e')  -4-  sin  (e  -4-  e') . f) 
ist. 


Anwendung  der  Fresnel’schen  Formeln  znr  Be> 
Stimmung  der  von  einer  beliebigen  Anzahl  pa- 
ralleler durchsichtiger  Platten  reflectirten  und 
gebrochenen  polarisirten  Lichtintensitäten. 

/l^''  / , Von 

Herrn  J.  Fleschl, 

Lehrer  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften  an  der  Realschule  zu 

' Düsseldorf. 


1. 

Die  Phänomene  des  Lichts  werden  hervorgekracht  gedacht  durch 
Vibrationen  eines  äusserst  feinen  höchst  elastischen,  das  ganze 
Universum  erfüllenden  hypothetischen  Fluidums,  welches  man  Licht- 
Aether  nennt.  Die  Vibrationen  der  Aethertbeilchen  erfolgen  immer 
und  jederzeit  senkrecht  zum  Lichtstrahl,  also  stets  in  einer  auf  die- 
sem letzteren  senkrechten  Ebene.  Bleibt  dier Schwingungsrichtung 
der  Aethertbeilchen  constant,  d.  b.  sich  immer  parallel,  so  heisst 
das  Licht  polarisirt;  ändert  sich  dieselbe  aber  continuirlich,  so. 
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heisst  das  Licht  unpolarisirt.  Ich  nenne  mit  den  französischen 
Physikern  dasjenige  polarisirte  Licht,  dessen  Vibrationen  senkrecht 
' gegen  die  Einfallsebene  erfolgen,  in  der  lüinfallsebene,  dasje- 
nige hingegen,  dessen  Oscillationen  in  der  Kinfallsebene  geschehen, 
senkrecht  zur  Einfullsebene  polarisirt.'  -Da  sich  das  unpo- 
larisirte  Licht  betrachten  lässt  als  eine  continuirlicbe  Aufeinanderfolge 
^nach  allen  möglichen  Richtungen  polarisirten  Lichts,  so  dass  in  einer 
sehr  kleinen  Zeit  nach  jeder  Richtung  gleich  viele  und  gleich  starke 
Schwingungen  erfolgen:  so  kann  dasselbe  also,  wenn  es  nach  der  . 
Einfnllsebcne  und  senkrecht  gegen*  dieselbe  zerlegt  wird,  angesehen 
werden  als  ein  System  senkrecht  zu  einander  poTarisirter  Strahlen, 
jeder  von  ' der  halben  Intensität  des  unzerlegten  unpolarisirten. 
Deshalb  also,  weil  es  der  einfachere  Pall  ist,  und  weil  das  unpo- 
larisirte  Licht  als  aus  polarisirtem  bestehend  angesehen  werden 
kann , verdient'  mit  der  Betrachtung  des  polarisirten'  Lichts  der  An* 
fang  gemacht  zu  werden. 


2. 

Fällt  in  der  Einfallsebene  polarisirtes  LichL  dessen  Vibrationen 
also  senkrecht  gegen  diese  Ebene  erfolgen,  von  einer  als  Einheit 
angenommenen  Intensität,  unter  dem  Winkel  i auf  die  Trennungs- 
fläche zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener  Dichtigkeit 
und  wird  dasselbe  unter  dem  Winkel  i'  refractirt:  so  sind  die  In- 
tensitäten des  reflectirteu  und  durchgebendeii  Lichts  respective  aus- 
gedrückt durch  folgende  Formeln: 


j, = „„d  c* = 1 - 


sin*(«  -f- 


sin*(i  -|-*’)  * 


' Auf  gleiche  Weise  sind  die  Intensitäten*  des  gespiegelten  und 
durchgehenden  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  polarisirten  Lichts, 
dessen  Schwingungen  also  in  dieser  Ebene  erfolgen,  unter  übrigens 
ganz  gleichen  Umständen,  gegeben  durch  die  Ausdrücke: 


tang*(t  — t*) 


tang*(j  ff-  i') 


und  jÖ*  = 1 — jB^  = 


sin  2» . sin  2t* 
sin*(e  -f-  »'J  cos* (4  — i)’ 


Diese  4 Formeln  wurden  gegeben  von  Fresnel  in  den  Md- 
moires  de  Facaddmie  des  Sciences  und  tragen  seinen  ehrenvollen 
Namen.  Man  findet  sie  gleichfalls  ausfülmich  entwickelt  in  Ra- 
dicke’s  Handbuch  der  Optik.  1.  ,Band.  Seite  231.  ff.,  so  wie  auch 
in  den  neueren  Lehrbüchern  ^ der  Physik,  z.B.  in  Cours  de  pbysique 
a Tdcole  polytechnique  par  Lamd,  Tome  II.  637.  u.  s.  w.,  wes- 
halb ich  von  ihnen,  als  von  allgemein  bekannten  Formeln,  in  mei- 
ner kleinen  Arbeit  ausgeben  zu  dürfen  geglaubt  habe. 

3.  * 


Fällt  ein  Lichtstrahl  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf  die 
Trennungsfläche  zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener 
Dichtigkeit,  so  wird  derselbe  iin  AutYallspunkte  im  Allgemeinen  in 
zwei  Strahlen  getheilt,  von  denen  der  eine  unter  dem  Auffallswinkel 
ins  erstere  Medium  zurückgeworfen,  der  andere  unter  einem  andern 
Winkel  ins  zweite  Medium  gebrochen  wird.  Fällt  also  in  der  Ein- 
fallsebene polarisirtes  Licht  unter  den  oben  (Art.  2.)  bezeiebneten 
Bedingungen  auf  die  obere  Fläche  einer  Glasplatte  mit ' parallelen 
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UegrcDzungsehenen.  so  wird  ein  ^'iieil  in  die  Luft  reßectirt^  ' 
ein  anderer  Tbeil  dringt  unter, dem  Winkel  i'  in  die  Glasmasse 
ein  und  trifft  unter  demselben  Winkel  i’  auf  die  untere  Grcnzebene 
der  Platte.  In  diesem  Funkte  tbeilt  sich  dieser  letztere  Tbeil 
wieder  in  zwei  Strahlen,  von  denen  der  eine  ins  Innere  der  Glas- 
masse gespiegelt  wird,  der  andere  unter  dem  Winkel  i,  also  pa- 
rallel der  aunailendcn  Liebteiuheit,  aus  der  Platte  beraustritt.  Da 
sich  nun  die  Wertbe  von  und  C*  nicht  ändern,  wenn  i und  i 
unter  einander  vertauscht  werden,  da  also  die  Intensitäten  des  re> 

' flectirten  und  gebrochenen  Lichtes  aus  der  entsprechenden  Inten- 
sität des  auffallenden  stets  auf  dieselbe  Weise  bestimmt  werden,  das 
Licht  mag  unter  dem  Winkel  i aufs  dichtere,  oder  unter  dem  Win- 
kel «'  auts  minder  dichte  Medium  auffallen:  so  erhalten  wir  also  in 
diesem  Falle,,  wie  Jm  ersteren,  die  Intensität  des  ins  Innere  der 
Glasmasse  zurückgeworfenen  und  aus  derselben  heraustretenden 
Lichtes,  wenn  wir  die  Intensität  des  auffallenden  re^ective  mit 

und  C*  multipliciren.  Die  Intensität  des  ersteren  Strahles  ist 
also  C^A*,  die  des  andern  C*,  so  dass 

= C^A^  = C^(A^  -H  C^). 

* , 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Sache  verfolgen,  so  ergiebt 
sich,  dass  innerhalb  der  Glasplatte  zwischen  deren  beiden  parallelen 
Begrenzungsehenen  eine  unendliche  Menge  von  Reflexionen  Statt 
haben.  Alle  diese  reflectirten  Strahlen  haben  das  gemeinschaftlich, 
dass  sie  sämmtlich  in  der  Einfallsebene  liegen  und  unter  dem  Win- 
kel i'  reflectirt  werden.  Und  da  man  "die  Intensität  des  gespiegelten 
Strahls  erhält,  wenn  man  die  Intensität  des  auffallenden  mit  A"^  mul- 
tiplicirt,  so  werden  die  Intensitäten  aller  im  Innern  der  Glasmasse, 
reflectirten  Strahlen  also  eine  geometrische  Progression  bilden,  de- 
ren erstes  Glied  und  deren , Uuotient  A"^  ist.  Diese  Reihe  ist 
also: 

Um  nun  die  Intensitäten  der  aus  der  oberen  oder  unteren  Grenz* 
ebene  der  Platte  heraustretenden  parallelen  Strahlen  zu  erhalten,  ha- 
ben wir  nur  die  betreffenden  auffallenden  Liebtintensitäten , aus. 
deren  Zerlegung  sie  hervorgegahgen  sind,  jedes  MaU  mit  zu 
multipliciren.  Die  von  der  oberen  Grenzebene  der  Platte  unter 
dem  Winkel  i ausgehende  Lichtintensität  wird  also  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtstärke  der  einzel- 
nen Strahlen  ausdrücken;  . . - 

A^-\-C*A'^-^C*A^‘\-C*A^  1|-  etc.)  =;= 


2A^ 


Auf  gleiche  W'eisc  erhält  man  die  Intensität  des  aus  der  un- 
teren Fläche  der  Platte  heraustretenden  Lichts  durch  die  Summa- 
tion der  Reihe: 

C*  -h  C*A*  C*A*  -+*,etc.  = C*  (l  -i-  A*  -i-  A*  -h  etc.)  = 


1 


A' 


Folgende  Gleichungen,  .stellen  die  jedesmaligen  auffallenden 


.A  . 
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LichtintensitäteD  mit  ihren  respectiven  reflectirten  und  gebrochenen 
Strahlen  dar,  in  welche  sie  sich  bei  ihrer  Zerlegung  theilen: 

1 = -4-  C» 

' = CM»  4-  =:  C»  (^1»  -t-  C»),  .. 

CM*  = H-  CM»  = C».^»  4-  C»), 

C»^«  ==  C»^«  4-  CM^  = C»^*  (.^r»  4-  C»), 

C»^«  = C»^»  4-  CM«  = C»^«  (^»  4--C»),  u.  s.  w., 
deren  Richtigkeit  evident  ist. 

Aus  der  vorangehenden  Entwicklung  ergiebt  sich  übersichtlich 
dargestellt  folgendes  Resultat: 

Fällt  in  der  Einfallsebene  polarisirtes  Licht  von  der  Inten* 
sität  = 1 unter  dem  Winkel  i aus  Luft  auf  die  obere  Fläche 
einer  Glasplatte  mit  parallelen  Begrenzungsebenen,  so  ist  die 
Intensität  alles  von  der  obern  Seite  der  Platte  unter  dem- 
selben Winkel  i ausgehenden  Lichts  gegeben  durch  den 
' Ausdruck 

« — — V#  * ‘ • . 

und  die  Intensität  des  unter  dem  Winkel  r,  also  parallel  der 
auffallenden  Idchteinheit,  aus  der  untern  Fläche  der  Platte 
austretenden  Lichts  wird  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

— rr  , 

1-4-^*  — • 

Wir  finden  also  das  von  der  obern  oder  untern  Fläche  der 
Platte  kommende  Licht,  wenn  wir  die  Intensität  des  auffallenden 
respective  mit  ^,»  oder  C,»  multipliciren. 

Wir  denken  uns  nun  n parallele  Platten  auf  einander  liegend 
und  bezeichnen,  analog  dem  Vorigen,  das  unter  ganz  densdben 
Umständen  von'  der  obern  Fläche  der  obersten  Platte  ausgehende 
Licht  durch  und  das  aus  der  unteru  Fläche  der  untersten  her- 
austretende durch  Cn».  Wir  fügen  noch  eine  Platte  hinzu  und 
wollen  bestimmen  die  bei  der  Vereinigung  von  (/« 4>  1)  Platten . 
von  der  obersten  und  untersten  Platte  kommenden  Lichtintensitäten, 
also  und  C«^-!». 

Vor  Allem  ist  einleuchtend,  dass  zwischen  der  untern  Fläche 
der  ^ten  und  der  obern  Fläche  der  darunterliegenden  {n  4~  l)(en 
Platte  eine  unendliche  Menge  von  Lichtintensitäten  sich  beGndcn 
werden.  Wie  oben  (Art.  3.),  so  haben  auch  >hier  alle  diese  Strahlen 
das  gemein,  dass  sie  sämmtlich  in  der  Einfallsebene  liegen,  dage- 
gen aber  alle  unter  dem  Winkel  i von  den  bezeichneten  beiden 
Flächen  herkommen.  Wir  finden  nun  die  Intensität  irgend  eines 
dieser  Strahlen,  wenn  wir  die  Intensität  desjenigen  auffallepden, 
aus  dessen  Zerlegung  er  hen’orgeht,  respective  mit  oder  ^«» 
multipliciren,  jenaebdem  der  auffallende  Strahl  auf  die  eine  einzelne 
oder  die  n vereinigten  Platten  trifft.  Diese  Strahlen  sind  also 

<^1,*  4-  C'nM,»  4-  C„».^,»^„»  4-^^«M,M„»4-C'«»^,M««4-etc. 

Aus  diesen  letzteren  sich  zwischen  den  beiden  Plattensystemen 

26* 
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bewegenden  Strahlen  finden  wir  nun  die  einzelnen,  von  ihnen  her- 
rührenden,  ans  der  unteren  Fläche  der- einen < einzelnen,  oiler 
der  oberen  Fläche  des  Systems  von  n Platten  parallel  unter  ein- 
ander heraustretenden  Lichtintensitäten,  wenn  wir  die  betreffenden 
(auffallenden)  Strahlen  respective  mit  6',*  oder  multipliciren, 
je  nachdem  dieselben  auf  die  einzelne  oder  die  n Platten  aufdelen. 
Also  wird  die  Intensität  alles  von  der  obern  Fläche  der  (n  -f-  1) 
auf  einander  liegenden  Platten  kommenden  Lichts  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtstärke  der  einzel- 
nen Strahlen  bezeichnen: 


= “H 


H-  4-  C„^A,^An*  + etc. 

C„*A, ^\\-\-A, ^An*  H-  A, *A„*  4-  etc.} 


l — ArAn^' 


Ebenso  ist  die  Intensität  aller  aus  der  untersten  (»4-'l)ten 
Platte  heraustretenden  parallelen  Strahlen  gleich  der  Summe  fol- 
gender Reihe: 

4-  C^A,^An*C,^  -h  C„^A,^A„*C,^  etc. 

C,*Cn^ 

Folgende  Gleichungen  stellen  die  auffallenden  Lichtintensitäten 
mit  ihren  respectiven  refiectirten  und  refractirten  Strahlen  dar,  in 
welche  sie  sich  zerlegen: 

1 = -f.  Cn», 

C„^  = C„^A, » 4-  Cn^  C,  * = C„^A, » 4-  c, »), 

C„'A,^  = C„*A,^  4-  Cn^A.^An^  = C„^A,^(An^  4- 
Cn^A,^A„^  = Cn^A,*A„*  4-  Cn^A.^An^C,^ 

u.  s.  w.^  deren  Richtigkeit  sich  von  selbst  ergieht. 

Setzt  man  in  den  für  An+i*  und  Cn+\^  gefundenen  allgemei- 
nen Ausdrücken  successive 

» = 1,  ^ z=  2,  7/  = 3 u.  s.  w., 
so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Rednetionen: 


li.  — > 

i"a  — 

1^.  !-■<’ 

1-A^  1 

[^3  — 

f “1-1-  5^»'  ( 

fx  a — _ 
L4  — 1 


14-7^** 

A^ 


u.  s.  w. 


7^*- 


Hieraus  schliessen  wir  allgemein:, 
2nA^ 


so  dass  jederzeit 

1 = 4-  Cn*. 

Wir  fassen  zusammen.  Fällt  in  der  Kinfallsebene  polarisirtes 
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liicbt  von  einer  als  Einheit  nngenomqienen  Intensität  unter  dem 
Winkel  i aus  Luft  auf  n <über  einander  liegende  parallele  Glas- 
platten auf,  so  ist  die  Intensität  olles  vou  der  obersten  Platte  unter 
demselben  Winkel  ansgebenden  Lichtes  -=:An'*’  und  die  Intensität 
des  aus  der  untersten  Platte  parallel  > der  audällcnden  Liebteinbeit 
beraustretenden  Lichts  = Beide  Tbeile  bleiben  in  der  Ein- 

fallsebene polarisirt. 

Da  für  Liebt,  welches  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  po- 
Jarisirt  ist,  an  die  Stelle  von  in  den'  vorhergehenden  Entwick- 
lungeu  tritt,' übrigens  unter' denselben  Bedingungen  alles  genau 
dasselbe  bleibt,  so  werden  also,  analog  den  beioen  vorigen  (a),  die 
Formeln 

D 3 ^ j I fo\ 

die  vori  der  obersten  und  untersten  Platte  für  diesen  Fall  kommen- 
den polarisirteU'  Liebtintensitäten  ausdrücken,  so  dass  wiederum 

1 = -H  I)„\ 


Fällt  nun  aber  unter  denselben  Umständen  gewöhnliches  un* 
polarisirtes  Licht  auf  von  der  Intensität  =2,  und  denken  wir  uns 
dasselbe  auf  die  oben  (Art.  1.)  angedeutete  Weise  in  ein  System 
senkrecht  zu  einander  polarisirter  Strahlen  zerlegt,  jeder  von,  der 
Intensität  =1,  und  von  denen  die  Vibrationen  des  einen  in  der 
Einfallsebene^  die  des  andern  senkrecht  gegen  diese  Ebene  erfolgen^ 
so  wird  also  die  Intensität  alles  von  der  obersten  Platte  ausgehen- 
den Lichts  durch 


An^  A-  /?«% 

und  des  aus  der  untersten  Platte,  beraustretenden  durch 

ausgedrückt  werden  können.  Ueber  die  Natur  dieser  beiden  Licht- 
intensitäteu  wollen  wir  keinen  voreiligen  Schluss  machen. 


Formt  man  den  Ausrdruck  ’ 

. A^  = 


6. 


— i') 

siii2(2  -f.  £) 


vermöge  der  Fundamentalgleichung  der  Brechung  des  Lichts 

' • sin  i fl  sin  i’ 

Um,  so  sieht  man,  dass  derselbe  sein  iVlinimuiii 

Maximum  = 1 erreicht,  je  nachdem 

i = 0 oder  i z=z  ^ ist. 


oder 


Auch  lässt  sich  durch  Differentiation  leiclit  nachweisen,  dass  der 
Werth  von  A^  von  der  einen  Grenze  zur  andern  mit  dem  Auffalls- 
winkel cnntinuirlich  wächst. 

Der  Werth  von  , . 
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- ß%  _ tang»(i  ~ i) 

.tangH*-+-2') 

liingegen  erreicht  sein  Minimum  = 0,  wenn 


Alsdann  aber  ist 
folglich 


# + r rr  — ist. 


siu  r = cos  «. 


sin  * = /u>  sin  r = ju>  cos  t 


und 


tong  irzzz  fl. 

Fällt  also  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  polarisirtes  Licht,  un-' 
ter  dem  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Winkel  auf  die  Tren- 
nungsfläcbe  zweier  durchsichtiger  Media  auf,  so  wird  durchaus  keine 
Spur  Yon  Licht  reflectirt,'  sondern  alles  dringt  ins  zweite  Medium 
ein.  Fällt  hingegen  gewöhnliches  unpolarisirtes  Licht  auf,  so  ent- 
hält das  gespiegelte  Licht  , 


weil  ^^  = 0 ist»  nur  in  der  Einfallsebene  polarisirtes  Licht  und 
man  sagt  deshalb,  das  Licht  sei  durch  Reflexion  vollkom- 
men  polarisirt.  Und  daher  heisst  dieser  Auffallswinkel  auch  der 
Polarisationswinkel  oder  der  Winkel  der  vollkommenen 
Polarisation.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  weil 


ist,  der  reflectirte  Strahl  auf  dem  gebrochenen  senkrecht  steht. 

Für  * = 0 ist  Ä»  sr  (^5)*  i 

Für  i ==  arc(tang  = fi),  = 0,  also  Minimum. 

/ 

Für  i = = 1,  also  Maximum. 

Aus  dem  Vorangehenden  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1)  Fällt  polarisirtes  Licht  auf  die  Trennungsfläche  zweier  durch- 
sichtigen Media,  so  wird  bei  senkrechter  Incidenz  nur  ein  Theil 
reflectirt,  bei  horizontaler  dagegen  alles,  das  auffallende  Licht  mag 
polarisirt  sein  in  der  Einfallsebene  oder  senkrecht  gegen  dieselbe. 

2)  Ist  das  Licht  in  der  Einfallsebene  polarisirt,  so  wächst  die 
Intensität  des  gespiegelten  Lichts  mit  der  Schiefe  der  Incidenz. 

3)  Wenn  hingegen  das  Licht  polarisirt  ist  senkrecht  zur  Ein- 

fallsebene, so  wird  bei  einem  gewissen  von  der  lichtbrechenden 
Kraft  des  zweiten  Mittels  abhängigen  schiefen  Auffallswinkel  (Po* 
larisationswinkel)  keine  Spur  gespiegelt,  sondern  alles  dringt  ins 
zweite  Mittel  ein.  Je  weiter  sich  aber  das  auffallende  Licht  nach 
der  einen  oder  der  andern  Seite  von  dieser  Grenze  entfernt,  desto 
.mehr  wird  reflectirt.  , , ' 

’ 7. 

Die  Werthe  von  An^  und  Bt^  sind  abhängig  von  A'*  und  B^ 


\ 
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einerseits,  andererseits' von  der  Plattenanzahl  n,  ’ Wir 'trollen  vei-  - 
suchen,'  die  Gesetze  dieser  Abhängigkeit  zu  bestimmen. 

‘ m ^ ^ , .**.**.*■* 

!.  Es  seien  und  constant,  u variabel. 

a}  Wenn  n wächst,  so  nähert  sich  der  reciproke  Werth  von 
nämlich  • ^ ; 

/ t I , ’ 

J 1 . LrA" 

; . V 2nA^  ’ 

der  Einheit  und  ist  , so  ist  -i-z  ==  1,  folfflich  auch 

* • » • ^ ^ * ' » W * 

Offenbar  gilt -von  ß„^  dasselbe,  so  lange  .Ä*  ^>-0. 
c)  Ist  aber  = 0^  so  ist  = 0 unabhängig  von  «s,  selbst 
für  n=s  Qo,  ■ < - . / 

0)  Weil 

Cn^  = 1 — Jln^  und  =: yl  — ßft^^ 

so  gilt  von  dem  alle  Platten  .durchdringenden  Lichte  das  Eutge- 
geugesetzte  des  eben  Angeführten. 

• •* 

11.  Es  sei  n constant,  Jl*  und  ß^  aber  veränderlich...  ' 

e)  Wächst  SO  wird  in  dem  Bruche 

1 — ^* 

2nA^  • ' ' 

der  Zähler  kleiner,  der  Nenner. grösser,  also  aus  beiden  Gründen 
der  Werth  des  Bruches,  mithin  auch  der  Werth  von 

kleiner;  folglich  wächst  wenn  A^  zunimint.  .* 

f)  Nimmt  ß^  ab,  so  nähert  sich  in  dem  Bruche 
' . . .... 

. l—B- 


2nB^ 


der  Zähler  der’ Einheit,  der  Nenner  immer  mehr’ der  0;  es  wächst 
folglich  der  ganze  Bruch,  mithin  auch  der  Werth  von  ‘ ’ 

j 1 . Lzl£! 

ß^  — 2nß^  ’ 

also  muss  ßn"*  selbst  kleiner  werden,  wenn  ß^  kleiner  wird. 

g)  Wenn  « = 0 oder  « = -^?  so  ist  jf*  = Ä*  (Art.  6.)  folg- 

\\c\l  An‘ = Bu'.  . ' 

Hieraus  schliessen  wir  folgende  Gesetze:  ^ ‘ ' * 

1)  Fällt  polarisirtes  Licht  unter  eiiicni  beliebigen  Winkel  auf 
ein  System  über  einander  liegender  paralleler  durchsichtiger  Plat- 
ten, so  wird  im  Allgemeinen  um  so  mehr  rcflectirt  (von  der  oberen 
Fläche  der  obersten  Platte  ausgehen),  also  um  so  'weniger  die 
Platten  durchdringen,  je  grösser  deren  Anzahl  ist. 

2)  'Ist  die  Anzahl  der  Platten  unendlich,  so  wird  alles  Licht  re- 

flectirt  und  keine  Spur  dringt  durch welches  auch  der*' Auffalls- 
winkel  sei.  * ' . • ■ * 


i‘  ; *< 
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Dieses  ffilt  im  Allffemeioen,  das  auft’allende,  Licht  mag  in 
der  Einföllsebenc  oder  senkrecht  gegen  diese  polarisirt  sein. 

3)  Ist  das  Licht  in  der  Einfallsebenc  polarisirt,  so  wird  bei  un> 
veränderlicher  Plattenzahl  um  so  mehr  reflectirt,  also  um  so  weni- 
ger durchgehen,  je  schiefer  das  Licht  auffällt. 

4)  Ist  dagegen  das  Licht  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene 
polarisirt,  so  wird,  wenn  die  Anzahl  der  Platten  dieselbe,  bleibt, 
um  so  mehr  reflectirt,  also  um  so  weniger  durchdringen , je  weiter 
sich  nach  der  einep  oder  der  andern  Seite  der  Einfallswinkel  vom 
Polarisationswinkel  entfernt. 

5)  Fällt  aber . für  diesen  letzteren  Fall  das  Licht  unter  dem 
Polarisationswinkel  selbst  auf,  so  dringt  alles  durch  die  Platten 
hindurch  und  es  wird  keine  Spur  mehr  reflectirt,  selbst  dann  nicht, 
wenn  die  Anzahl  der  Platten  unendlich  gross  wäre. 

Dieses  ist  der  einzige  Fall  der  Ausnahme,  welcher  uns 
nöthigte,  so  eben  bei  1 und  2 den  Ausdruck  ,Jim  Allge- 
meinen^^ hinzuzufügen. 

6)  Fällt  gewöhnliches  Licht  senkrecht  auf  odet  horizontal,  so 
ist  man  nicht  im  Stande  dasselbe  zu  polarisiren  weder  durch  Re- 
flexion, noch  durch  Refraction,  mag  man  sich  hierzu  bloss  einer 
spiegelnden  Fläche  bedienen  oder  eine  beliebige  Anzahl  von  Plat- 
ten anwenden. 

8. 

Es  wurde  oben  (Art.  1)  berührt,  dass  gewöhnliches  uupolari- 
sirtes  Licht  sich  betrachten  lasse  als  ein  System  senkrecht  zu  ein- 
ander polurisirter  Strahlen  von  gleicher  Intensität.  Ebenso  lassen 
sich  umgekehrt  senkrecht  zu  einander  polarisirte  Strahlen  von 
gleicher  Lichtstärke  ansehen  als  gewöhnliches  unpolarisirtes  Licht. 
Auch  in  Bezug  auf  ihre  Wirkungen  zeigt  die  Beobachtung  keinen 
Unterschied.  Fällt  also  nun  aut-  unser  Plattensystem  gewöhnliches 
Licht,  so  enthält,  wie  bereits  (Art.  5)  gezeigt  wurde,  sowohl  das 
zürUckgeworfene , als  durchgehende  Licht  senkrecht  zu  einander 
polarisirte  Strahlen.  In  dem  reflectirten  Lichte  z.  B.  bildet  nun  der 
minder  intensive  Strahl  mit  einem  gleichen  Theile  des  andern  ge- 
wöhnliches iJeht  und  es  bleibt  also  ausserdem  noch  ein  üeber- 
Schuss  polarisirten  Lichtes  von  der  Beschalfenheit  des  lichtstärke- 
ren Strahles.  Ein  Gleiches  gilt  vom  refructifteu  Lichte.  Da  nun, 
wie  wir  bewiesen  haben  (Art.  4 und  5) 

\ Z=Z  A„’ Cn\  \ = iIn^  + Dn\ 

so  folgt  daraus  ^ 

- Bn^=zDn^  ^ Cn^  ....  , (y)  . 

Und  hieraus  schliessen  wir  folgenden  Satz; 

In  dem  reflectirten  und  durchgehenden  Lichte  finden  sich 
ausser  dem  in  jedem  enthaltenen  gewöhulichen  laichte  gleiche 
V Intensitäten  senkrecht  zu  einauder  polurisirter  Strahlen ,- die 
Plattenzahl  und  der' Einfallswinkel  seien,  welche  sie  wollen. 
Für  eine  Platte  ist  dieses  Gesetz  das  bekannte  Theorem  vpu  Arago. 

• ; ■ '9.'  ‘ 

I * ‘ * . ■ i 

Unter. der  V ibrationsebene  eines  polarisirten  Strahles  ver- 
stehen wir  diejenige  Ebene,  welche  durch  den  betreffenden  Strahl 

' / 
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und  die  constnnte  Scliwingungsrichtun^  seiner  Aethertheilchen  geht. 
Unter  Polarisationsebene  aber  die  durch'  den  Strahl  aut  die 
Oscillationsrichtung  senkrecht  geführte  Ebene.  Es  stehen  also 
beide  Ebenen  stets  auf  einander  senkrecht.  Denkt  man  sich  aun 
durch  denjenigen  Punkt,  in  welchem  ein.  Lichtstrahl  die  Grenze 
zweier  durchsichtiger  Media  trifft,  auf  die  Richtung  des  Strahls 
eine  Ebene  senkrecht  gelegt,  so  werden  in  dieser  oder  ihr  parallel 
die  Schwingungen  der  Aethertheilchen  erfolgen  können  nach  jeder 
beliebigen  Richtung.  Dreht  sich  die  Vibrationsrichtung  in  dieser 
Ebene  um  den  Aunallspunkt  im  Kreise  herum,  so  dreht  sich  also 
auch  die  Vibrutionsebene<  und  mit  ihr  die  Polarisationsebene  um  den 
einfallenden  Strahl.  Macht  die  Schwingungsrichtung  mit  der  im 
Auffallspunkt  aut  die  Rinfallsebene  errichteten  Seimrechten  den 
Winkel  a,  'so  bildet  denselben  Winkel  a also  auch  die  Polarisa- 
.tionsebene  mit  der  Einfallsebene  und  man  sagt,  das  Licht  sei  in 
dem  Azimuth  ec  polarisit.  In  untenstehender  Figur  (s.  am  Ende 
der  Abhandlung)  sei  nun, A CB  die  Einfallsebene,  CD  die  Polari- 
sationsebene,  DCAz=a  das  Azimuth  der  letzteren,  CE.  die  Schwin- 
gungsrichtung des  Aethertheilchens  C',  CMz=.\  die  halbe  Oscil- 
lationsweite  desselben,  deren  Componenten  nach  der.  Einfallsebene 
und  senkrecht  gegen  diese  respective 

' CB=z&in  a und  MB  = cob  a 

sein  werden^  da  ' . 

■ LBCe~ 

Und  es  lässt  sich  also,  weil  die  Lichtintensitäten  proportional 
sind  dem  Quadrate  der  Oscillationsgeschwindigkeiten , die  in  dem 
Azimuth  a polarisirte  Lichteinheit  in  zwei  senkrecht  zu  einander 
polarisirtc  Strahlen  von  den  Intensitäten  sin  ^cc  und  cos  zerle« 
gen,  so  dass  wiederum 

, l = sin  *a-f-cos  • 

Auf  gleiche  Weise  können,  umgekehrt  zwei  senkrecht  zu  ein- 
ander pouirisirte  Strahlen  in  einen  einzigen^  zusammengesetzt  wer- 
den., dessen  Azimuth^  taug  offenbar  gefunden  wird,  wenn  man 
die  Intensität  des  in  der  Einfallsebene  schwingenden  Strahles  durch 
die  Intensität  des  senkrecht  gegen  diese  Ebene  vihrirenden  dividirt. 
Fällt  also  auf  unser  Plattensystem  gewöhnliches  Licht,  so  ist  so* 
wohl  das  fcflectirtCj  als  durchgehende  pblarisirt,  jedes 'in  eineüi  he- 
sondern  Azimuth.-  Nennen  wir  das  Azimuth  des  reClectirten:«»,  das 
des  rcfractirtcu  ß,,^  so  ist  also  . 

^ 2//ß*  l — 1)/#* 

tang  an  — 1 -p.  (2«  — \)ii^  ' 2/4/i»  . — 

l-i-(2w  — l).i»  Ä? 1-4- (2/4  — 1)//*  ' , ‘ ’ 

1^_(2/4— 1)Ä»  * ■“ 

und  .**  ■'  • • 

l — 1-4-(2/4-1)^» 

taug  pn  — 1 (2«  _ 1)^»  • 1 _ — 

— 1—/?* 1-4-(2«— 

l-f-(2/4  — 1 — 1)Ä*  ■ 

^ . »V  * * 

wenn  der  Kürze  halber  gesetzt  wird 
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i?*  1 — 

^ = tang  *a  und  ^^  = tttng  */9. 

Folglich  ist  allgemein 

lang  *«„  : tang  *ß„  = tang  *a  : tang  '*ß. 
Aus  Art.  2 aber  folgt 

ß* cos  *(i  -f-  i) 


cos  *(*■  — *') 


und 


mithin  ist 


l — 

\ j:ir^  = cos  — 

tang  *«  ; tang  */9  = cos  *(♦  Hh  »'),  also  auch 

tang  *a«rtang  *)S„  = cos  oder 

tang  a„  = qpeos  («-+-#')  tang  ßn ((J) 

Beide  Azimuthe  stehen  also  immer  in  dieser  einfachen  Beziehung 
zu  einander.  Jedes  ist  eine  Function  des  Einfallswinkels  und  der 
Plattenzahl,  und  wir  wollen  die  Gesetze  dieser  Abhängigkeit  zu 
bestimmen  suchen. 

10. 


Wir  haben  gefunden 

tang  a«  = cos  (i  •+•*')  , taug  ß„. 


Da 

so  ist 


cos  (#-f-i')<Tl, 

tang  a„<tang  /?„,  und 
OnCßn 

unabhängig  von  i und  i».  . 

I.  Es  sei  n constant,  s.also  auch  und  B*  variabel. 

a)  So  oft  =r  so  ist  tang  ’o»  = 1 =r  tang  *ßn  s also 

Oft  — ^ — ßtf 

b)  lst.#  = 0,  so  ist  A^:=zB^  (Art.  6),  mithin  a„  = -^  = j9«. 

c)  Ist  e=arc(tang=:/t)^  so  ist  folglich  auch  Bn^=A^. 


Und  da 


tang  »«„=:—  (Art.  9), 


so  ist  für  diesen  Fall  tang  On=:0,  folglich  «.  = 0,  Aber 
tang  »/?„  = iZTÄi = also 


n 


2* 


ßn  Fiür » ==  GD  ist  ßoo: 

d)  Ist  f ^ arc(tang  = /ur),  sa  ist  folglich  0, 

also  oht  >■  0.  Aber  tang  */?«  -<  QO,  also  /?*  <;  y* 
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e)  Ist  « = ^,  so  ist  A'^z=zB^  (Art.  6),  folglich  ct„r=i^ z=zß„. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Gesetze:  ' 

1)  Die  Polarisationsebene  des  reflectirten  Lichtes  bildet  mit  der 
Einfallsebene  immer  einen  kleineren  Winkel,  als  die  Polarisations* 
ebene  des  durchgehenden,  der  Einfallswinkel  und  die,. Plattenzahl 
seien^  welche  sie  wollen. 

2)  Fällt  das  Licht  senkrecht  auf,  so'  ist  das  Azimuth  jeder  der 
beiden  Polarisationsebenen  = folglich  sowohl  das  reflectirte, 

als  durchgehende  Licht  unpolarisirt. 

3)  Wächst  der  Einfallswinkel,  so  wird  des  Azimuth  des  reflec- 
tirtdn  Lichtes  kleiner,  das  des  refractirten  grösser.  Erreicht  der 
Einfallswinkel  den  Polarisationswinkel , so  mllt  die  Polarisations- 
ebene  des  reflectirtei^Lichtes  zusammen  mit  der  Einfallsebene.  Das 
Azimuth  des  durchgehenden  Lichtes  aber  wächst  mit  der  Platten- 

zahl  und  ist  wenn  diese  unendlich  gross  ist. 

4)  Wächst  der  Einfallswinkel  über  den  Polarisationswinkel 
hinaus,  so  wächst  das  Azimuth  des  reflectirten  Lichtes  wieder,  das 
des  durchgehenden  nimmt  ab. 

5)  Fällt  das  Licht  horizontal  auf,  so  ist  das  Azimuth  des  re- 
flcctirten  Lichtes  wieder  gleich  folglich  das  reflectirte  Licht 
selbst  unpolarisirt.  ln  diesem  Falle  dringt  kein  Licht  durch. 


11.  Es  sei  der  Einfallswinkel,  also  auch  und  con- 

stant  nnd  n veränderlich. 


Es  ist 


tanff  cos  sin  — e")  . cos 

lang  ) T”  sin  cos  *(i  — e*)* 

Da. aber 

cos  »(t-f-g")  - 

cos  ‘ ’ 

so  ist  . ^ 


B^CA^, 

Vergleicht  man  nun  die  reciproken  Werthe  von  und 

nämlich  . , * 

« 4t» 

1 ^ l'|  1—^*  - ' 


so  folgt 


folglicli 
Und  da 

so  ist  also 


Cf^  = 1 — Aft^^  Dn“  ^ ^ 1 — Bn^ ^ 


l 
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Nun  aber  ist 

taug  = folglich  und 


Dn 


taug  also 

Wächst  n.  so  nähert  sich  das  Verhällniss  von  der  Einheit 


und  für  wr^QO.  ist  dasselbe  =1,  folglich  a^zzz—.  Es  dringt 
alsdann  kein  Licht  durch  die  Platten  hindurch,  es  sei  denn,  dass 
dasselbe  unter  dem  Polarisationswinkel  auftalle,  wo  ß^=z—  ist. 
Hieraus  efgiebt  sich' folgendes  Gesetz: 

Ist  die  Plattenzahl  endlich,  so  ist  das  Azimiith  des  reflectirten 

’ ■’  'i  n 

' Lichtes  kleiner,'  das  des  durchgehenden  grosser  als  — . Mit  der 
Plattenzahl  wächst  das  Azimuth  des  reflectirten  Lichtes  und 

9 7t  ^ * « 

’ nähert  sich  —.Ist  ' 

4 , . ^ 

==  QDj  SO  ist  a,  = ^ und  /S,  = 

Fällt  hingegen  das  Licht  auf  eine  unendlich  grosse  Anzahl 
von  Platten  unter  dem  Polarisationswinkel,  so  ist 


= y und  =y. 


.•i  . . 11.  . 

I 1 

Wir  können  nicht  umhin,  mit  einem  Worte  einer  Discontinui- 
tät  in  unsern  Formeln  zu  erwähnen,  die  wir  in  den  Erscheinungen 
der  Natur  nicht  leicht  anzunehmen  geneigt  sind.  Es  wird  nämlich 
senkrecht  gegen  die  Einfallsebehe  polarisirtes  Licht,  welches  auf 
eine  unendlich  grosse  Plattenanzahl  auflallt,  stets  und  in  allen 
Fällen  ganz  'reflcctirt,  welches  auch  der  Einfallswinkel  von  der 
senkrechten  bis  zur  horizontalen  Incidenz  sein  möge;  erreicht  der- 
. selbe  aber  den  Polarisationswinkel,  so  dringt  plötzlich  alles  Licht 
durch  die  Platten  hindurch.  Es  möchte  vielleicht  nicht  weniger 
gewagt  sein,  die  Natur  eines  solchen  Sprunges  in  ihren  Erschei- 
nungen ohnmächtig,  als  unsere  Formeln  deshalb  falsch  nennen  zu 
wollen.  Das  Unendliche  ist  bloss  eine  Grenze,  der  wir  uns  viel- 
leicht nicht  einmal  nähern  können,  die  wir  also  um  so  weniger  zu 
erreichen  vermögen;  und  ebenso  wenig,  wie  wir  uns  durch  irgend 
einen  Sprung,  wie  gross  derselbe  auch  immerhin  sein  möge,  vom 
Endlichen  an  jene  Grenze,  das  Unendliche,  versetzen  können:  eben- 
so wenig  können  wir  aber  auch  behaupten^  dass  die  Natur  nicht 
im  Stande  wäre,  wenn  man' sie -veranlassen  könnte,  sich  unter 
solchen  Verhältnissen  zu  äussern,  eine  ähnliche  Discontinuität  in 
ihren  Erscheinungen  zu  zeigen. 

12. 

Fragen  wir,  unter  welchem  Winkel  das  Licht  auf  eine  belie- 
bige Anzahl  paralleler  Platten  auffallen  müsse,  damit  die  Intensität 
des  reflectirten  Lichtes  gleich  sei  der  des  durchgehenden,  so  haben 


\ 


413 


wir,  da  die  Intensität  des  auffallenden  Lichtes  =2  ang^nomuien 
'.wurde,  zu  dieser  Bestimmung*  offenbar  die  Gleichung: 

. = 1 ^ 

oder  ' ' . 

l-t-{2n-  1)A*  1 4-  (2/4  - l)Zf*  — ’ 

welche  entwickelt  auf  folgende  Bedingung  führt: 

Nun  aber  ist 

' sin^(e  — i) — sin^^  — cos  i)  ^ 

sin“(«-f-f)  fl- — sin*4  4- cos  2 ^ 

tang*(2  — i)  . j — sin*  i — ^^’cos«)*  //? — 

/y*  = ’ , 


Ung*(i  4-  2 ) ^ — sin*  i-^ft 

wenn  der  Kürze  halber  gesetzt  wird 

\/ fjb"*  — sin*  i — p und  cos  i = tf. 

Diese  Werthe  für  A"^  und  substituirt  geben;  . 

(“)■  + (Kg)’  H-  (*»•-.)  (f=J)'  (“)•  = ■■  , 

Wir  können  diese  Gleichung  näch  und  nach  folgendergestalt  ver- 
ändern ; , 

= (p-V-gy{p+t^^gY, 
— b ~ \{p  — */Y-‘(P‘ir-^Y\-^ {p  — 9Y  — ==  0, 

1 0» — n (/^ + ^ V)*  — b — V)* ! 

■+■  (;?  — y)*  = 0, : 

— -H  n^(p  — ^)*  {p  — P^vY  = 

^Hp  — 9Y  (P  P'^Y = 

{p^f/)  {p  — p^^)  = zp^,p^. 


P 

Dividirt  man  durch  p(f  und  setzt  — — Xy  so  kommt  ’ 

(^  — 1)  (1— ä^)  = =5=^,  also 


X 


n 


2ft. 


— (1  4-  zb  -^)  = — /t», 


und  setzt  man 


1 4-^ 


3 _|_  - ■ .. 


n 


Pi  so  ist 


PzpV  P^-htt*  „ 
2 =®’ 


/ 


und'  hieraus 


folglich 
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q: 

1 — Sin*  t . 


sin' 


' — Qt I • • • • 1«; 


Durch  diese  Gleichung  ist  also  der  Winkel  bestimmt,  . unter 
dem  das  Licht  auf  eine  beliebige  Anzahl  paralleler  Platten  auffallen 
muss,  damit  gleiche  Mengen  reUectirt  'werden  und  durchgehen.  Zu- 
gleich aber  geht  aus  derselben  auch  hervor,  dass  einen  solchen 
Winkel  zu  finden  jedesmal  dann  unmöglich  ist,  wenn 

oder  was  dasselbe  heisst ^ wenn  das  Licht  aus  einem  Mittel  von 
stärkerer  auf  eins  von  einer  minder  starken  lichtbrechenden  Kraft , 
auifällt 

13. 

Nach  den  Fresnel’schen  Formeln  (Art.  ,2.)  für  die  Intensität  des 
gespiegelten  und  durchgehenden  polarisirten  Lichts  ist  die  reflcctirte 
Lichtstärke  so  lange  Null,  als  sich  die  Dichtigkeit  des  durchsichti- 
gen Mittels  nicht  ändert;  und  es  müsste  folglich  bei  einem  in  seiner 
ganzen  Masse  vollkommen  homogenen  und  gleich  dichten  durchsichti- 
gen  Kör^ier  alles  Licht  auf  seine  un^e  Fläche  auffallen,  was  auf  der 
oberen  Fläche  in  den  Körper  eindraiig.  Da  aber  in  der  Natur  wohl 
kaum  ein  solcher  Körper  existiren  wird,  indem  die  Schwerkraft, 
der  beständige  Tcmperaturwechsel  und  dergleichen  Umstände  mehr, 
leicht  eine  .verschiedene  Dichtigkeit  an  verschiedenen  Punkten  des 
Körpers  hervorbriugeu:  so  folgt  daraus,  dass  sich  das  Licht  beim 
Durchgang  durch  durchsichtige  Körper  offenbar  schwächen  muss. 
Betrachten  wir  z.  B.  eine  ruhige  Flüssigkeit,  auf  deren  eine  hori- 
zontale Grenzfläche  Licht  auffällt.  Da  strenge  genommen  die  Flüs- 
sigkeit in  jedem  horizontalen  Schnitte  eine  andere  Dichtigkeit  hat, 
so  müssen  nothwendigerweise  auch  im  Innern  derselben  Reflexionen 
des  eingedrungenen  Lichts  Statt  finden  und  es  gelten  mithin  für 
einen  solchen  Fall  ähnliche  Formeln,  wie  wir  sie  für  die  Intensität 
des  gespiegelten  und  durchgehenden  Lichts  bei  einer  beliebigen 
Anzahl  paralleler  durchsichtiger  Schichten  entwickelt  haben. 


E 
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LI. 

Eigenschaften-  der  ungeraden  Zahlen  in  Bezug 
auf  beliebige  Potenzen  der  einzelneit  Glieder 
der  natürlichen  Zahlenreihe. 

Von 

Herrn  Prof.  C.  A.  Bretsclineider 

’ zu  Gotha. 


■ ■■ 

Der  im  ersten  Heft^  il^s  gegenwärtigen  Archivs  bewiesene  Tur- 
nerische Lehrsatz  von  den  ungeraden  Zahlen  ist  nur  ein  specieller  ' 
Fall  eines  weit  allgemeineren  Theorems,  das  ich  schon  vor  meh- 
reren Jahren  gefunden,  aber  nicht  für  neu  gehalten  habe.  Ks  ist  , 
nämlich : 

12«  = 1 

22«  =:  1 — |—  3 5 7 -|— ....  — F"  (2 . 2«  — 1^ 

32«  1 — 3 -f-  5 — f“  7 • • • • ”■  1 ) ‘ 

/ 

^2»  =:  1 3 -I-  5 7 -F- -F*  (2 . /^«  — 1), 

d.  h.  jede  Potenz. einer  ganzen  Zahl  p von  dem  geraden 
Exponenten  2/z  ist  gleich  der  Summe  aller  ungeraden 
Zahlen  von  der  ersten  an  bis  zur  /»«ten;  ingleicben: 

12n-i-i  ~ . 

22«+i'==  (2« . 1 -h  1)  4-  (2«  . H-  3)  . . . . -H  [2« . 1 -F-  (2 . 2«  — 1)] 

32«-H  = (3« . 2 -F- 1)  H-  (3«  . 2 4-  3)  -F-  4 . . . 4-  [3« . 2 4-  (2 . 3«  — l)f 


p2n-^\z=i{pn{p-^\)-\A\ 4*  l)4~3]4-....4^t;?”(;?7-l  )-l-(2;>^‘— 1)1 

d.  h.  jede  Potenz  einer  ganzen  Zahl  p von  dem  ungera- 
den Exponenten  2/^-F-l  ist  gleich  der  Summe  von  p^  auf 
einander  folgenden  un geraden  Zahlen,  deren  erste  gleich 
p^{p  — 1)4“  1 ist. 

• Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  höchst  einfach.  Bezeichnen  näm- 
lich 0,  d und  X beziehungsweise  das  erste  Glied,  die  Differenz  und 
die  Gliederzald  einer  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung,  so  ist 
deren  Summe  ^=:««4"v*(*  — 1)<5^»  lui  vorliegenden  Falle  ist  nun 
für  einen  geraden  Exponenten  der  Potenz 
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, « = 1,  r/r=2,  x='p”^ 

mithin  wird 

s:=zl  . — l).2  = />2». 

Für  einen  ungeraden  Exponenten  der  Potenz  hingegen  wird: 

az=p”{p  — 1)+1,  dz=2,  si=;zpf*,  .. 

und  folglich^  • , ' 

s = [p”{jf  — l)“h  IJ  p”  “I-.-27^"(p"  — 1) . 2 = p^-^K 

Hieraus  ergeben  sich  sofort  durch  Addition  von  />”  die  Aus> 
drücke: 

;?2n  _4_  1 j ~ 2 H- 4 + 6 H- 8 + 2 . /?» 

plin+i  Ij-  ~ pn^pn+1  1)  =:  \p^(p  — l)-p-  2]  [p"(p  — 1)H-41 

4- ...  + [/)«(/?  — 1)  + 2/»«], 

welche  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  auf  einander  folgenden 
geraden  Zahlen  enthalten,  wie  dies  von  dem  Herrn  Herausgeber 
bereits  für  die  dritten  Potenzen  bemerkt  worden  ist.  Demnach  ist 
also  z.  B.  V ^ ' 

1»  = 1 
2*  = 1 + 3 
3»  = l + 3 + 5 


p^  =:  1 4“  3 4"  ^ • • • “l~  — 1) 

1*  = 1 
2»=3  + 5 
3»=7  + 9+ll 


;»»  = [;;(;#— 1)  + 1J + [;;(;>  — 1)  + 3J  + . ..+  (/;(;>  — 1)  +(‘-i/?— 1)1 
1*  = 1 

2*  = l + 3 + 5 + 7 

3^  = 1 + 3 + 5 + 7 + 9+11  + 13  + 15  + 17 


p*  = 1 + 3 + 5 + 7 + , . , + (2/>*  — 1) 

P = 1 

2‘=5  + 7 + 9 + ll 

3‘  = 19  + 21+23  + 25  + 27  + 29  + 31+33  + 35 
4‘ =49 + 51 + 53 + ....  + 77 + 79 

;[?*  = 1)+1] + [;>»(;^— 1)+3] +...+[;?»(;>— 1)4-(2;?»—1)] 

u.  s.  w. 

^ Bei  ihrer  grossen  Einfachheit  dürften  die  vorliegenden  Lehr- 
sätze ein  zweckmässiges  Beispiel  zur  Anwendung  der  arithmetischen 
Progressionen  darbieten.* 


417 


LII. 

Zur  Theorie  der  bestiiumten  Integrale. 

Von 

• Herrn  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


I * 

Die  Entwickelung  der  schönen  Theoreme  von  Lagran^e  und 
Fourier  beruht  hekanntHch  auf  der  Untersuchung  der  Gränze,  weU 
eher  sich  das  bestimmte  Integral 

für  ganze,  positive,  wachsende  n nähert,  vorausgesetzt,  dass  die 
Funktion  j^(0)  während  des  Integrationsintcrvalles  weder  unendlich 
gross,  noch  unstetig  werde  ®), 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  ich  glaube,  völlig  streng  und 
kurz^  folgendermassen  lösen. 

1)  Wir  nehmen  erstlich  c zz=  •»!-  1 = <»  (der  Kürze  we- 

gen) und  führen  in  das  Integral 

n 

,T 


j r siniwO 

' 0 sin 


ffiß)dO 


dx 


eine  neue  Veränderliche  x>  ==  m0.  also  0 = — , d0  = — - ein.  Da- 
durch  wird  ' . 

• mTl 

T~ 


Jz=  f -iH£- 


m sm  — 
m 


Dieses  Integral  zerlegen  wir  in  eine  Reihe  anderer,  welche  sämmt- 
lich  nach  dem  Intervall  ~ fortschreiten,  wobei  wir  -/f  ~ 1 

& . X ''  \jny 


m sin 


kurz  mit  F(x)  bezeichnen.  Also 


m 


•)  Man  sehe  hierüber  die  vortreffliche  Abhandlung  des  Hrnl  Prof.  Lejeune 
Dirichlet  im  Journal  f.  r.  u.  a.  Mathematik  v.  Grelle,  B.  IV.  S.  157. 
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n 

T 


2 


2 71-2  «71  • 


•/ir*”«-)*- 


sind 


Zwei  4iuf  einander  folgende  'allgemeine  Glieder  dieser  Reihe 


Diese  beiden  Integrale  lassen  sich  leicht  auf  die  Gränzen  0 un|^ 

bringen,  indem  man  im  ersten  xz=r7T — o:,  im  zweiten  si=r7t-^a: 

setzt,  wo  eine  neue  Veränderliche  bedeutet.  Dann  hat  man,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen: 

' n 

JF'(r7r  — Firn  -\r  x)doc ; 


und  wenn  man  dem  ersten  Integrale  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen giebt,  so  vertauschen  die  Gränzen  ihre  Plätze,  und  stehen 
dann  genau  so  wie  im  zweiten. 

Die  Vorzeichen  unserer  Integrale  linden  sich  durch  ein  leichtes 
Raisonnenient.  Der  Zeichenwechscl  in  jenen  Integralen  hängt  bloss 
von  dem  Vorzeichen  des  sin  % in  F{%)  ab.  Da  nun  der  Sinus  po- 
sitiv ist  von  55  ==0  bis  %-=zn^  negativ  von  %=:7r  bis  z=:2jr,  po- 
sitiv von  « = 27t  bis  x==37t,  u.  s.  f.,  so  ist  auch  das  erste  Paar 
unserer  Integrale  positiv^  das  zweite  negativ,  das  dritte  positiv 
u.  s.  f.  So  haben  wir 


71 


71 


71 


J=  F{pc)da:  -f-  j'“  F{n  — ai)dx  — j ^ F{jt  + a:)da: 


71 


* — J ^ F\^n  — £c)da:  . 

indem  wir  den  Index  r = l,  2,  . . . /z  setzen;  oder 


71 


./  = f [F(a:)  -h  F{n:  — a:)  — F{it  a:)  — jF'(27r  r-a:)-^r»  * ,\dar. 
Pin  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist 

„r  J — „t  h 


m sin 


m 


m 


m sin 


TTt^a: 

m 


m 


wobei  das  Vorzeichen  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  weil  wir 
den  VV^echsel  schon  kennen. 

Wollen  wir  nun  die  Gränze  bestimmen,  welcher  sich  das  Inte- 
gral J für  wachsende  //(/«  = 2/i -f- 1 ) nähert,  so  haben  wir  die 
(Kränze  von  /'(ryrdz.r)  für  wachsende  m zu  untersuchen,  wobei 
zu  berücksichtigen  ist,  dass  r die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  « durchläuft.  Wir  haben  daher  2 Fälle  zu  unterscheiden. 
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1)  Es  sei  r cndlicL,  also  das  zug^ehörige  Glied  endlich  weit 

vom  Anfänge  entfernt.  Dann  ist  rjudtza:  etwas  Endliches  ==i/, 

sin  00  • 

F(rn:^a:)'=. f(~~)  oder,  wenn  man  den  sich  hebenden 


m sm 


Faktor  u eiiisetzt, 


u •'  ^m- 
m 


u 


I • rr/  • ^ sin  ar  - . 

Lim  F{m±x)'=. — — . Lim 


u 


“ ■ Z(-^,)=^/(0) 


u '' 
sin  — 
m 


u 


oder 


Lim  /’(r;r±^)  = ^,/(0). 

f^Tt  {C 

2)  Wäre  r so  gross,  das  schon  — r:: — eine  endliche  Grösse  v 


wäre,  so  ist 


Lim  jP(rjriiz.jr)  = Lim  - 

\ J A 


m 


sm  cc 


/(«')  = 0, 


7ii  Sin  V 

so  dass  also  die  unendlich  weit  vom  Anfänge  entfernten  Glieder  ver- 
schwinden. 

8o  Haben  wir  endlich 


7T 


l,i.  7=  [ii  AO)  + AO)  - US  A«>—  ■]  * 


oder,  weil  /“(O)  eine  Constaule  ist,- 


Lim  ^=/(0)/„*  ^ ^ ^ . .]sin  ^ 


dx 


n 


Um  nun  dieses  Integral  weiter  ausfiihren  zu  können,  müssen 
wir. die  eingeklammerte  Reihe  summiren.  Diese  Summe  P kann 
man  aus  zwei  anderen  sich  bestehend  denken: 


U=- 2.r 

X 


. F= 


n-  — x‘ 


7T*  — X^ 


\ 


— x^ 

1 


971*  — X- 

1 


• • 1 > 


971*— or*  ^ 2571*— ar* 


«-f-*  * . 


P==  U-\-  V 


Nun  findet  sich  aber  leicht 


/7I^  - 

Utla;z=loga  a:+\ogm{—^^)-t-\ogn( — ^ — ) 


= l»g«o:  (1-^)  (1-^)  (l-ti)--- 

= log»  sin  X‘y 


.2 


also  durch  Differenziation 


27 


I 
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Uz=z  cot  a:. 


Achnlicli  hat  man 


f y </.2r=2Iog//(^-^— ) 


folglich 


=21og^(l-g)  (1~^)  (1-— ). 
= 21og/e  cos  4.*^; 


F=tang  \x. 

Also  /*=cot  .r+tang  oder  weil  cot  a:  = 


, . , 1 — cos  a:  . , „ '1 

tancri^7==: — : ist,  /'= : oder 

sin  a:  ’ sin  x 


* + ‘ - i— H 5 . i. 

X ^ I 71*  — X^  471*  — X^  OtI*  — X^  * * I 


Sin  X 


Substituiren  wir  diesen  \yerth,  so  findet  sich 

dx 


ZL 
■ 2 


Lim  y==/(0)yj,^sin  ^ = y/Wi  oder 


TT 


+ dQ  = \m....  (1)  ' , 

2)  Wäre  die  obere  Gränze  des  Int^rals  so  geht  unser 

sin  mS 


Integral 


y Asin  mS  jy,r\\  ir\  ' 

wenn  wie  früher  m(dz=x.%  gesetzt  wird,  über  in 

/'mc  sin  % 

0 


0 . X 

m.  sin  — 
m 


Da  nun  so  ist  also  etwa  wo  h<^tn^ 

7t 

ist.  Also  haben  wir 

«•»  « 

m. 

kn, 


.^+4 


_ F 2 sin  2 /./  25  . , /*  2 

•^=Jü  ~ hn 


m sin  — 
m 


sin  2 ' 2 V,  , 



z •'  '///' 


~ tti  sin  — 
?n 


Da^nun  h gleichzeitig  mit  m wächst,  so  sind  auf  das  erste  Integral 
alle  die  früheren  Schlüsse  anwendbar  und  geben 


Lim  *^=  §■  /(O)  “H 


2 sm  2 . 

/(— ) </2. 


Ä7t 

»*  sin  — 
^ m 
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Um  das  zweite  lutegral  beurtlieileu  zu  können,  nehmen  wir 


71 


X a:  und  buben  so 


71 


n sin(4-+;r) 

ln Ä y( — * "ö — ^ — ) dx. 

./  0 , ,h  71  a:  ^ 7ti  2 /// ' 

?n  sin  (—  . ---+. — ) 

m 2 m 


Da  und  m gleichzeitig  wachsen,  so  wird  also  auch 


eine  gewisse  endliche  Grösse  a,  und 


71 


rb  sin  -f-o:)  ^ ^ 

Lim  / ^ f(a  H ^doc  = : /„  sin  (h—  + al)da:, 

J ^ X ^ * m>  //isma/0  '2 

' 7ti  Sin  («H ) 


m 


So  gross  nun  auch  h sein  mag,  so  giebt  die  Ausführung  des 
Integrals  doch  nur  eine  endliche  Grösse,  und  da  m im  Nenner  steht, 
verschwindet  der  ganze  Ausdruck. 

•Wir  haben  also  zusammen 

= f /(«)>  f (2) 

7t 

3)  Wenn  c zwisc)ien  und  n liegt,  so  können  wir  c=7t — a 
setzen,  wobei «r  0 ist.  Mithin 


Im  zweiten  und  dritten  Integrale  nehmen  wir  0 = 7t  — a:  und  er- 
halten 


71 


./rif  /<«)■»  =/.‘i?  /(®i« 


71 


. fism  mx  \ , /^sin  mx  ^ 

/ n — = f\^  •“  oc\dx  — / n — — fvn:  — x)dx. 

Das  erste  und  zweite  Integral  führen  wir  nach  (1),  das  dritte 
nach  (2)  aus  und  haben  so 


f(ß)<lQ=  f /(O)  + f f(n)  - f /(») 


oder 


Asin  (2714- 1)0  tx  ^ .tt 

0 — ;ire- 


f(ß)dQ=Z^f(%  7T>C>V (3) 


4)  Fassen  wir  nun  zusammen  was  in  1,  2,  3 gefunden  wurde, 
so  ergiebt  sich^auf  der  Steile  das  Resultat 
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(4) 


Diess  ist  das  schöne  Theorem,  dessen  fruchthare  Anwendung 

0 * 
sin  • • 

auf  der  Eigenschaft  von  ^ die  Reihe 


sin 


, 1 -f-2|cos  0-Hcos  20Hh  . . . . + cos  «0| 

zu  summiren,  beruht.  Es  lässt  sich  also  vermöge  der  vorigen  Formel 
jede’  Reihe  ^summiren,  deren  allgemeines  Glied  y^/*(0)  cos  fiQ  </0, 
ist;  oder  man  hat 


0 


/o 7“^ f(ßWO==^f(0)d0-\-22jQf{e)  cos  n0  d0 


sin 


oder,  wenn  man  die  Reihe  ins  Unendliche  fortsetzt,  (^  = qd  nimmt) 
und  links  20  für  0 setzt, 

9 

^^^^W^/(2©)rf©=/^V(0)rf0+2f/^‘  A®)  cos«®  ^ 

wobei  links  das  Resultat  nr/*(0)  ei'scheint.  Aus  diesem  Satze  lassen 
sich  die  Theoreme  von  Lagrange  und  Fourier  leicht  ahleiten. 

5)  Die  hier  angewandte  Methode  der  Gränzenzerlegung  lässt 
sich  mit  vielem  Vortheil  öfter  anwenden. 

So  giebt  z.  B.  das  bestimmte  Integral  j ^ </0,  wenn  man 


sich  die  obere  Gränze  als  ein 'Vielfaches  von  denkt,  und  es  in 

eine  Reihe  anderer,  sämmtlich  von  0 bis  genommen^  zerlegt, 

das  nämliche  Resultat,  wie, die  vorhin  geführte  Entwickelung,  wenn 
man  darin  /{0)  constant.  =:  1 nimmmt.  Nämlich 


/o 


»sin  0 


0 


Setzt  man  ü0  für  0,  wo  a eine  ganz  beliebige  Grösse  ist,  so  hat 
man  auch 


/o 


®sin  0 


0 


welches  Resultat  sich  hier  auf  einem  ebenso  leichten  als  gründlichen 
Wege  findet. 
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LIII. 

lieber  eine  geodätische  Aufgabe. 


Vuu 

(l<*m  Uerausj^eber. 


§.  1. 

Das  Problem,  mit  dessen  Audösung’  wir  uns  in  diesem  Aufsätze 
beschäftigen  wollen,  kann  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden:  • 
In  einer  Ebene  seien  drei  Punkte,  die  wir  durch 
O,  0^.  0^  bezeichnen  wollen,  ihrer  Lage  nach  gegeben, 
und  seien  zwei  andere  ihrer  Lage  nach  unbe- 

kannte Punkte  in  derselben  Ebene.  Wenn  nun  in  deu 
gegebenen  Punkten  0^  Ö,,  die  180®  nicht  überstei- 
genden Winkel  welche  die  von  den 

Punkten  f/,,  0^  nach  den  Punkten  aV,  ä',  gezogenen 
Gesichtslinien  mit  einander  einschliessen,  und  ausser- 
dem noch  in  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte 
ö,,  ^2,  etwa  in  dem  Punkte  der  180®  nicht  über- 
steigende Winkel,  welchen  die  von  dem  Punkte  O nach 
dem  einen  der  beiden  Punkte  <V,  , etwa  nach  dem 

Punkte  gezogene  Gesichtslinie  ^A^.mit  der  einen  der 
▼ei  den  Linien"  00^^  etwa  mit  der  Linie  00 ei  li- 

sch Messt,  also  der  180®  nicht  übersteigende  Wiukel 
^OOy^  gemessen  worden  sind;  so  soll  mau  die  Lage  der 
beiden  Punkte  S und  bestimmen. 

Die  bekannten  rechtwinkligen  Coordinaten  der  drei  gegebenen 
Punkte  O^  ö,,  0^  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xy  seien  rcspective  u\ 

Ferner  wollen  wir  die  Entfernungen  OS^  respective 

durch  Qi  Qj,  Q2i  die  Entfernungen  , O^S^,  0„S^  respective 
durch  r,  r,,r2  bezeichnen.  Nun  denke  man  sich  durch  die  Punkte 
O^  Oii  O^  als  Anfangspunkte  die  mit  dem  Systeme  der  xy  paral- 
lelen Sysfeme  der  x''ifi  2 gelegt,  und  bezeichne  die 

von  den  Linien  OS^  »*1  <icn 

positiven  Theilen«der  Axen  der  x\^  af  ^ eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  alle  diese  Winkel  von  der  Seite  der  positiven  x 
an  nach  der  Seite  der  positiven  y hin  von  0 bis  360®  zählt,  respec- 
tive durch  5P,  9),,  9)3  und  Dies  vorausgesetzt,  sind 

oifenbar  in  völliger  Allgemeinheit  in  Bezug  auf  die  Systeme  der 
x'j/i  x^i^n  ^2y'i  <l*c  Coordinaten  des  Punktes  S respective: 

Q cos  5p,  Q sin  9); 

Ql  cos  9),,  Ql  siu  9), ; ^ 

Qz  cos  9)2,  ^2  sin  9)2; 

i 

% 

\ 
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und  die  Coordinaten  des  Punktes  in  Bezug  auf  .dieselben  Sy- 
steme sind  respective: 

' . . r cos  X,  r sin  x\ 

r,  cos  Xx^  sin  Xx\  ’ • 

cos  Xix  ^2  sin  x^^ 

Also  bat  man  nach  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten,  wenn  man, durch  y und  .r,,  y,  die 

gesuchten  Coordinaten  der  Punkte  S und  iu  üem  Systeme  der 
xy  bezeichnet,  die  folgenden  Gleichungen: 

xzrzim-^-  q cos  5p,  sin  y; 

xr=Lfny-\-qy  cos  y,,  sin  y, ; 

x — m^~\-q^  cos  5pa,  y = «2-f-^3  sin 

Xy  = //I  r cos  y,  = /#  -1-  r sin  x> 

ri  =«!», -f-r,  cos  Xx-»  sin  ; 

r,=/WaH-r,  cos  sin  ;|f2. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  die  180®  nicht  übersteigenden 
Winkel  SOySy  'y  SO^Sy  gemessen  worden  sind,  so  können 

offenbar  die  Differenzeni  x — Xx  — ^2  — SP2  jederzeit  als  be- 

kannt angesehen  werden,  und  man  kann  daher,  indem  cc,  a,,  et, 
bekannte  Grössen  bezeichnen, 

3.  — y = a,  — 5P,  =«,,  = 

oder 

4.  ;|j  = a-f-5p,  ;|f,  =a, +5P,,  = 

setzen,  wodurch  die  Gleichungen  2.  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

Xy  = m-\-  r cos  (a-f-y),  y,  sin 

^1  =/»i  +r,  cos  (a,  4-SPi),  Vx  =«,  sin  (a,  -hsp,); 

^1  =^«3  4-^2  cos  («i-hy*)»  yi='«2*+'^2  sin  (a2  4-y2)- 

Der  Winkel  9)  kann  offenbar  immer  als  bekanift  angesehen 
werden,  weil  nach  der  Voraussetzung  der  180®  nicht  übersteigende 
Winkel  SO  Oy  gemessen  worden  ist,  und  die  zwölf  Gleichungen 
in  1.  und  5.  reichen  also  zur  Bestimmung  der  in  ihnen  enthaltenen 
zwölf  unbekannten  Grössen  Xy  y,  Xyy  y, , Q,  ^u'^2»  SPi>  ^2 

bin,  $0  dass  folglich  unser  Problem  durch  dieselben  aufgelöst  ist. 
Man  kann  sich  aber,  wie  es  mir  scheint,  die  Autkisuug  uui  folgende 
Art  erleichtern. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  .den  Punkt  0 als  den  Anfang  und 
die  Linie  OS  als  den  positn^en  Theil  der  Axe  der  ^ eines  neuen 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  I^t]  annehinen,  und  wollen 
die  Coordinaten  der  Punkte  6^,,  0^  in  Bezug  auf  dieses  System 
respective  durch  «r,,  die  Coordinaten  der  Punkte  S 

und  Sy  in  Bezug  auf  dasselbe  System  aber  durch  r\  und'l^,  7\y 
^ bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nach  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

f 
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cos  5p  — sin  9,  =zn^a^  sin  9 + <5,  cos  9; 

»»3  = »/  + flra  cos  9 — ^3  sin  9,  «3  = «-+-»3  sin  9 -4- ^2  co®  SP5, 

oder 

/»j  — m = ai  cos  9 — sin  (p^’  — n=zai  sin  9 cos  9; 

///g — mz=.a^  cos  9 — ^2  sin  9,  ^*3  — n:=:a^  sin  9 *4“  ^3  cos  9; 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

flfj  ==:  (/#,  — n)  sin  9 — m)  cos  9, 

= (/>,  — n)  cos  9 — {m^  — m)  sin  9; 

«2  = ('-^2  — ")  8»D  SP  "+■  (^2  — «*)  cos  9, 

^2  ■=  (y?2  — /«)  cos  9 — (/»3  — /ä)  sin  9. 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  die  Coordinaten  d*  und 
«Tj,  ^2  leicht  berechnen,  weil,  was  man  immef  festzuhaltcn  hat,  der 
Winkel  9 jederzeit  als  bekannt  angesehen  werden  ”kann  , da  nach 
der  Voraussetzung  der  ISO®  nicht  übersteigende  Winkel  SOO^  ge- 
messen worden  ist.  Bezeichnet  man  die  von  den  Linien  00 ^ und 
00^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:*  eingeschlossenen, 
von  der  Seite  der  positiven  x’  nach  der  Seite  der  positiven  y’  hin 
von  0 bis  360®  gezählten,  Winkel  durch  0,  und  0^;  so  ist  offenbar 

^ f/»i  — /» r=  00^  , cos  0,,  /j,  — nr=i  00 ^\Q  0,  ; 

\m^  — /z?  = 00^  . cos  02,  — n=z  00^  . s\n  0j  ; 

und  folglich 


8. 


tang  0j  = 


— n 


tang  03  = 


«2  — w ' 
— tn 


Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  0,  und  02  gefunden;  so  hat  man 
nach  6.  zur  Berechnung  der  Coordinaten  und  ^2  die 

folgenden  Formeln: 


9. 


^ cos  (^I— y)  r sin  (0,  —9). 

«1 — (»*i  cos  «I  ’ cos  0,  ’ 


«2  = (»I3  — m) 


cos  (©2  — ^') 


sin  (©2  — 7') 


10. 


cos  ©2  ^ COS  ©2 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung' der  Coordinaten 

X cos  9 — 12  sin  9, 

' I y = //  H-  5 siu  9 + ^ cos  9 ; 
oder,  weil  olTcubar  »2  = 9 ist, 

==  z»  4-  ^ cos  9, 
yr=  //  4-§  sin  9; 
und  auf  ähnliche  Art  hat  man 


11. 


x^=m^~\-^^  cos  9 — »2i  sin  9, 

yi=z=//4-^j  sin  9 4-^7i  cos  9. 

Endlich  haben  wir,  wenn  jetzt  9,,  X>  X2I  ce,  «i,  «2  in 
Bezug  auf  das  System  der  ^12  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung  wie 
vorher  dieselben  Symbole  in  Bezug  auf  das  System  der  a:y,  aber 
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nutürlich  uicbt' gaujp  o^leicbe  Bedeutung  wie  dort  buben,  nucb  I. 
und  5.  die  folgenden  (ileicbungen : 


\ 


13. 


^ = cos  y,,  7]=zlß^’-{-Q^  sin  ; 

§ = cos  5p„  = sin  y*; 


und 


=r  cos  ce,  i/,  =:r  sin  a;  « ^ 

cos  (a,  H-SP,):»  sin.(«, -h  y,); 

?i=«2+^2  cos  («a-f-SPa),  1?,=<^a-hr,  sin  («a-f-SPa)» 

Dies  sind  wieder  zwölf  Gleicbungen  zwischen  den  zwölf  unbekann- 
ten Grössen  rj,  (>;,  r,  r,,  r*,  y,,  9)^,  und  reichen 

also  zu  deren  Bcstimyiung  hin,  wie  wir  jetzt  mit  Alehrercm  zeigen 
wollen. 

*Durdi  Elimination  von  t}^  erhält  man 


^ 4-  cos  9),  = «j  4-  cos  9),, 

' 0=:<^,4-^;  sin  9>,  = “1~?2  sin  SP2 

und 

r cos  a = «i  4-^1  cos  (a,  4-9>|)  = «a  4*  ^2.  cos  («j  4-SPa), 
r,sin  a = ^,  4-r,  sin  (ttj  4- 9),)  = 4-^a  sin  («^  4-9)2). 

Also  ist 


^ = cos  9),,  «2  — ^ = cos  9)*; 

^,=  — sin  9),,  = sin  9>a 

und  * 

«I — r cos  a= — r^  cos(«|4“9i)j  «2 — ^ cos  a=  — r*  cos  («a~l~SP2)? 

— r sin  ce=  — r,  sin  (a, 4-9),),  — r sin  a = — sin  («a-hSPa)* 

Dividirt  man  nun,  um  die  Grössen  ^1,  ^a)  ^2  climiniren, 

diese  Gleicbungen  durch  einander;  so  erhält  man 

la.  cot  9)1  = cot  9>a  = — ^ ^ 

und 


16. 


cot  («,  4-9),)  = 


gi  — r cos  a 
Äj  — r sin 


cot  («a4-SP»)  = 


«2  — ^ , 

^a  — sin  « ’ 


und  diese  vier  Gleichungen  enthalten  nun  bloss  noch  die  vier  un- 
bekannten Grössen  r,  w^y  g>^. 

Weil  bekanntlich 


, / . . cota,  cot®,  — 1 

cot  (a,  4-9),)=  ^ , 

' ' coi  «, -f-cot  9»,’ 

ist,  so  ist  nach  16. 


cot  («a  4-Sp2)  = 


cot  «a  cot  9a  — ^ 
cot  «2  4-  cot  9a 


a^  — r cos  « ’ cot  cot  91  — 1 

— r siii  a cot  «,  h-  cot  9,  ’ 

a^-^r  cos  a cot  cot  9a  — 1 , 

Äa  — r sin  « cot  «2*+*  cot  9a  ’ 
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woraus  sieb 

cot  y, 

cot  5Pa 


17. 


(ai  — r cos  g)  cos  -k-{bi  — r sin  «)  sin 

(»j  — r cos  a)  sin  — (^i  — r sin  et)  cos  «j’ 

(«j  — r cos  a)  cos  H-  (^2  — ^ 

(«2  — r cos  «)  sin  — (^2  — ^ ^2 


oder 


18. 


ai  cos  «.  -f- Ä,  sin  et,  — r cos  («  — et,) 

cot  0),  == * — : 7 : 7 C, 

a,  sin  et, — cos  a, -f- r sin  (et  — et,)' 

I «2  ®os  «2-+- ^2  “2 — 

cot  g>2  sin  («  — 


ergiebt. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


19. 


g,  — 

«1 

cos 

g,  -f-  A, 

sin 

«,  — r 

cos  («  — «,) 

b. 

g. 

sin 

«1  —^1 

cos 

«,H-r 

sin  (a  — «,)’ 

«2  — 

e , 

«2 

cos 

~f-  ^2 

sin 

«3  — r 

cos  (a  — «2) 

-^2 

' ' 

«2 

sin 

«2  b^ 

cos 

«,  -f-  r 

sin  (et  — g,)’ 

und  diese  Gleichungen  enthalten  bloss  noch  die  zwei  unbekannten 
Grössen  q und  r.  Bestimmt  man  nun  so  erhält  man 

. g,  cos  et,  ~h/>>i  sin  er,  — r cos  (et  — et,) 

«1  *+•  ^ ai  sin  «1 — by  coset,-|-r  sin  (ee  — et,)’ 

ÄV* 


^ = er  2 -1“  ^ 


<^2  COS  sin  — r cos  («  — ct^) 

® a%  sin  etj  — b-t  cos  etg  -J-  r sin  (et  — etj) 


oder 


21. 


(ö,®  >|_Ä,*)  sin  et,  {g,  sin  (et  — et,)  — cos  (et  — et,){r 
g,  sin  «,  — Ä,  cos  «,  -f-r  sin  (et  — «,)  ’ 

sin  «g-t-fga  sin  (et  — cto^— ^2  (et~et2)|r 
«2  sin  «2 — ^2  ®os  «2-i-r  sin  (et  — «»)  ’ 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 

22. 


von  r: 


g,  sin  ot, — bj  cos  ct,-j~r  sin  (et  — et,) 
gj  sin  «2  — ^2  ®os  «2  -J-  ^ sin  («  — et,) 
(g,*4-^,*)  sin  g,-f-|g,  sin  (« — «,)  — cos  (et  — «,)|r 


(g, 


ift,*)  sin  «2+1^3  — “3)  — — «2)1^* 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 
Kl  = sin  («  — «,), 
jfiT,  = sin  («  — «2),  ’ 

Z,  =='(g,* -f-Ä,*)  sin  a,, 

Z/2  = (g2* + ^a*)  sin  a,, 

Af,  =g,  sin  «, — cos  «,, 

' Mz  = a^  sin  «2 — ^3  cos  «2j 
A^i=g,  sin  («  — «,)  — bl  cos  (a  — «,), 
N^'=ia^  sin  (a — «,)  — cos  («  — «,); 
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SU  erkält  die  vorkergekeDde  Gleichung  die  folgende  Form: 


23. 


il/2  “1~  ^2  "t“ 


oder  iiuck  geköriger  Entwickelung 


24.  0= 


Um  die  Grössen  Äj,  X,,  Zi,,  iV,,  J/2,  A\  mit 

Leicktigkeit  kerecknen  zu  können,  sucke  man  die  beiden  Hült'swin- 
kel  (o,  und  (o,  mittelst  der  Formeln 

' £»*■  J 

2d.  taög  tt>,=— , tang  oi^-=z-^. 

Daun  ist  nack  dem  .Obigen,  wie  man  leickt  findet, 

Ä",  =sin(a  — «i), 

Zf,  = sin  (a  — «3), 


L,= 


Oy^  sm  «, 


cos  (U 


2 > 


^2^  sin  «2* 

* cos  ü>2*  ’ 


«1 

sin  («t  — 0) 

cos  (Ol 

> 

»2 

sin  («2  — w 

2) 

cos  (U2 

j 

sin  («  — «I 

— w,) 

cos  (Oy 

> 

sin  («  — «2 

— 0)3) 

cos  (O3 

• 

A\ 


Weitere  Erläuterungen  über  den  Gang,  w'elcben  man  bei  der 
Auflösung  zu  nckmen  kat,  fügen  wir  der  Kürze  wegen  nickt  bei, 
da  dies  sekon  aus  dem  Vorhergekenden  deutlich  genug  von  selbst 
erhellen  wird. 


§.  2.  , 

Bemerken  wollen  wir  aber  noch,  dass,  ^wenn  vier  Punkte 
Oj  Oyj  6^2j  durch  ihre  Coordinaten  /»,  »;•/»,,  s», ; 
m,y  »,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  180®  nickt  überstei- 
genden Winkel  SOSyy  SO^Sy,  tSO^^y  gemessen  worden 

sind,  auch  diese  Data  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  .zr,  ^ und 

Vx  der  Punkte  S und  d.  i.  der  Lage  dieser  Punkte  liin- 
reicken. 

Nach  1.  und  5.  hat  man  nämlich  sechzehn  Gleichungen  von 
der  Form 

= cos  (p,  y = sin  95 

= cos  5P,.,  sin  SP»; 
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Ä‘  = /»2*+*C»  SPa»  .y=^2*+'^8  sin  5Pa ; 

^ = zw, -4-^a  cos  y„  y=«, -f-^,  sin  y,; 

• =///-f-r  cos  (aHhSp),  y,  =/»  + r sin  (a*4-5p); 

=.//!, +r,  cos  (a, -+-5P,),  2f,  =/^i +r,  sin  («,+9,)? 

^1  = +r2  cos  («2+^2),  y,  =«2  4-^2  sin  («j  4-5P2); 

^i=»!^s4-^,  cos  («34-9)3),  yi=«,  4-r,  sin  («3  4-y,); 

und  diese  sechzehn  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung  der.  sech- 
zehn in  ihnen  enthaltenen  unbekannten  Grössen  y;  a:^, 

Qii  QiyQzi  r,  r,,  rj,  r, ; 9),  SPi>.  9s  Die  Auflösung 

dieser  Gieiciiuiigcn  ist  aber  Schwierigkeiten  unterworfen,  und  wir 
wollen  dieselben  hier  daher  nur  so  weit  entwickeln,  dass  sie  bloss 
noch  die  vier  unbekannten  Grössen  y;  ;/,  enthalten,  welches 
ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann.  Durch  Elimination  von  ^j, 
^2»  Qs  und  r,  r,,  r,  erhält  man  nämlich 


‘““S  9’  = ^ir^,,  tang  („  + y)  = ^_; 

tang  5p.=-— , tang  («,+5p.)  = — 

tang  5p,  = — — , tang  = 

tang  SP.  tang  = 

Setzt  man  nun 

tang  a -f-  tang  y y, — 72 

1 — tang  « tang  <p  ;r , — 7/1* 


tang  «,  -f-tang  y,  yi 

‘ 1 — tang  «I  tang  y,  — nii 

, tang  «3  H-  tang  _ y,  — 

1 — tang  «2  tang  a:,  — /«2* 

tang  «3  H-  tang  y,  yi  — T?, 

• 1 — tang  «3  tang  93  7«,’ 

und  bestimmt  tang  9),  taug  9),,  tang  9)2,  tang  9),’ aus  diesen  Glei- 
chungen, so  erhält  man 


tang  95  = 

\ 

tang  9),  =- 
tang  9)2  = - 
tang  9),  =- 


(j:,  — nt)  sin  « — (y,  —n)  cos  a 
{Xi — m)  cos  a-t-(y, — n)  sin  a* 
(o), — 771,)  sin  «, — (y, — 72,)  cos  a, 


(a:, — 777,)  cos«,-f-(y, — 72,)  sin«,’ 
(j),  —7722)  sin  «2  — (y,  — 773)  cos 
(vr,  — 77/2)  cos-«2  -f-  (y,  — 72j)  sin  «2’ 
(^,—77/3)  sin  «3— cos  «3 
(a:, — 772, ) cos »«3 -4- (y, — 723)  sin  «3* 


Also  hat  man  jetzt  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

y — 72 (a:,  — 7«)  sin  « — (y , — 72)  cos  « 

X — m (ar,  — m)  cos  a-f-fy,  — 72)  sin  «* 


« 
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y- 

-^1 

(^l 

— *«,) 

sin 

«i 

— (yi  - 

-wi) 

cos 

«1 

X - 

' (^1 

— OT,) 

cos 

«1 

4-(yi " 

sin 

a, 

y- 

-"2 

(^1 

— w,) 

sin 

«2 

— (yi  - 

-w,) 

cos 

«» 

X - 

-mz 

• 

— «!,) 

cos 

«2 

4-(yi  - 

-/?*) 

sin 

«2 

y- 

“»3  __ 

(^1 

-«ij) 

sin 

«3 

— (yi- 

-«3) 

cos 

X- 

-Wlj 

■ (a:, 

— «*3) 

cos 

«3 

■f*  (yi " 

-^s) 

sin 

«3’ 

aus  denen  die  vier  unbekannten  Grössen  a:,  y\  bestimmt 

werden  müssen.  Diese  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf 
die  Form 


. {y^^n)  — {y^n)  {xy  — m) 

» (^  — 7n)  (o:,  — fti)  4-  (y  — «)  — w)’ 

(a:  — m,)  (y,  — y»,)  — (y  — yg,) 

» *.  {x  — fiii)  — (y, 

; — (y^  — — 

o ? {x  — 7H^)  {x^  — ?n^)-\~{y  — n^)  {yx  — n^Y 


oder 


> „ jx  — 7n^)  (yi -r^3)“-(y  — ^3)  — 

^ » Ct:  — (^i  — — (y-i-^a)  (yi  — W3)’ 


tauff  a = y?(g:  — :r,)  — ffl(y  — y,)—<;ry,  — yj:,) 

o — »i(a:4-a:i)  — «(y4-y,)-h^^i  -f-yyi’ 

tanff  a — x^)  — m^{y -^y^)-.{xy^  — y^i) 

ö * — — «i(yH-yi)-f-^^i  4-yyi’ 

. — ;g,)  — ffl^Cy  — y,)  — (ay,  —yo;,) 

° * -H^2®--»*2(^“*“^i)^^2(yH-yi)4-^^iH-yyi  ’ 

tanc-  a = y^3(a^  — .r,)  — »t,(y  — — y^i) 

8 » — — ^3(y-f-yi)+a^^i-t-yy,  ’ 


oder 

0 = (nx  — my)  cos  a -f^  {m^  -\-n^  — mx  — 7iy)  sin  u 

, — \{m  — x)  sin  a + (»  — y)  cos  «|jp, 

-\-\{m-—x)  cos  a—{n  — y)  sin  a|yi, 

0 = («,or  — cos  a,  H- (/ä,  * -j- — m^x  — #»iy)  sin  a^ 

— !(//?,  — ;r)  sin  «1  -+-  (»I  — y)  cos  «j  j.2r, 
+ \ {7n^  — x)  cos  «1  — (»,  — y)  sin  ce,  jy,, 

0r=(^ajj.a;^ — ^2y)  cos  «2  Hh  (^2*  + i»2* — — ^2^)  sin 

— |(»Z2  — o:)  sin  «a-l-(//2 — y)cos«2j.:^| 

+ I (»«2  — ^)  cos  «2  — — y)  sin  a,  }y, , 

Qz=z(ft^x  — «Wjy)  cos  «, -t- («2',*  + «j® — m^x  — ^,y)  sin  «, 

— K»?,— a:)  sin  -7  y)  cos ce,jo^, 

4-  cos«,  — (»3  — y)  sina,|y,. 

/ 

' Die  fernere  Auflösung  dieser  vier  Gleichungen  scheint  aber  in 
grosse  Weitläufigkeiten  zu  führen. 
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LIV. 

Einige  Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten. 

Von 

Herrn  O.  Schlömilch 

\ 

zu  Weimar. 


Wir  wollen  zuerst  die  Entstehungsweise  der  Binomialcoefßcien- 
ten  durch' ein  sehr  einfaches  Verfahren  zeigen,  welches  wir  durch- 
gängig  in  diesem  Aufsatze,  heihehalten  werden. 

Es  seien  u und  % beliebige  Grossen^  so  ist  bekanntlich 

-4-  1)  = a/s+i  -f- 

Setzen  wir  1 für  % und  addiren  zu  der  so  entstehenden  Glei- 
chung die  obige  unverändert,  so  ist 

1)  -+-  -f-  1)  = «S-+-2  -j- 

d.  i.  *r=(w  1)*  = «*. 

Wiederholen  wir  das  angegebene  V’erfahren,  so  kommt 

«»■+■!(»  -f- 1)*  -+-  «*(«  •+•  1)*  ==  -H  -f- 

-f-  az*-+-2  ^ 

oder 

f/*(«  -4-  1)  ’ = -I“  ti*. 

Man  übersieht  gleich,  dass  bei  /«»maliger  Anwendung  dieses 
Verfahrens  eine  Gleichung  von  der  Form 

ly*  = ,//-+"”!  + . . . 

H-  H-  r -I-  . , . (1) 

und  ebenso  bei  (/»+!)  maliger  eine  ähnliche 
«*(«  = 7|2+«+i  -f-  «-»-1^4, «-•+•" 

. . . -H  •+•...  (2) 

zum  Vorschein  kommen  würde.  Nun  entsteht  aber  (2)  aus  (1),  in- 
dem man  in  (1)  Js-f-1  für  z schreibt  und  die  Gleichung  noch  ad- 
dirt,  ganz  so,  wie  dies  gleich  anfangs  geschah.  Also 


4-  U-+9  4- 4- 


Vergleicht  man  diess  mit  (2),  so  findet  sich  aus  den  allgemei- 
nen Gliedern  dyjjyielation 

* -H  (3) 
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Diese  Coefßcienten  nennt  man  Binomialcoefficienten  für 
positive  ganze  Exponenten,  und  bezeichnet  . * kurz  mit 

»2,  . . wobei  /^o  — ^«  = 1 ist* 

Aus  (1)  folgt  noch,  wenn  man  mit  hebt,  undM  = — setzt, 

•C 

(1  +jr)«  _ j.  ■ „ _I , 

.xn  * * 1 * * ’ * 

oder 

(1  + ^)"  = »o  H-  »1^  -I-  «2^*  -f-  . , -f-  «„jr». 

Ganz  (las  nämliche  Verfuhren  werden  wir  zur  Entdeckung  von 
Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten  selbst  gebrauchen,  und  dazu 
bl()ss  die  Fundamentalformel 

(«1+ = (4) 

anwenden. 

In  so  fern  nun  jeder  Binomialcoefficient  mr  von  2 Elementen 
zugleich  abbängt,  können  wir  auch  nach  den  Veränderungen  fragen, 
die  derselbe  erleiden  wird,  wenn  sich  eins  dieser  Elemente  ändert. 
a)  Für  ein  constantes  m ändere  sich  r. 

Schreiben  wir  in  (4)  r+l  für  r,  so  haben  wir 

\ 

{m  -f-  l)r+l  =:  mr  -f-  «»r-f-l 

ß 

ebenso 

{m  •+•  l)r+2  = ^r+l  + ^r-i-2  j 

wenn  wir  also  addiren  und  auf  die  linke  Seite  wieder  die  Relation 
(4)  anwenden: 

(m  + 2)r+2  = “H  2/»r+-l  “I“  ^r-f-2 

ebenso 


{m  -f-  2);>+3  = mr-hl  -+-  2/»r+2  ■+■  *»r4-S 

also  durch  Addition  und  wegen  (4) 

(m  -f-  3)r-f-3  = 3»?r-4-l  H~  3»»r-|-2  ■+*  »* 

Verallgemeinert  giebt  dicss  den  Satz  ^ 

{in  -f-  n)r+n  = '^omr  *+-  ni'Mr+i  ■+"  9l2mr+2  + • • • (5) 

Daraus  folgt  u.  A.  für  r = 0,  « = 

(2/w);;,  4- • • . (7) 

d.  h.  Die  Quadratsumme  der  Binomialcoefficienten  ist 
dem  mittelsten  Binomialcoefficienten  für  den  doppeN 
ten  Exponenten  gleich. 

l>)  Für  ein  constantes  r ändere  sich  m. 

Wir  brauchen  jetzt  die  Relation  (4)  unter  der  Form 

mr-i  = {m  4-  l)r »?r,  ...  C^) 

und  schreiben  darin  /» + 1 für  m,  sp  wird 

[f/i  4”  f )r — 1 (*W  4~  2)i (ßßß  4“  l)r» 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten 

. (m  4”  1 )r— 1 “ mr—^i  = (m  4~  ^)r  “■  2(w  4~  4“  ßßßr 
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oder,  wenn  wir  die  linke  Seite  nach  (7)  zusammenziehen, 

mr—2  = («»-}-  2)r  — 2(/«  -f-  l)r  H“  mr. 

Schreiben  wir  wieder  + l für  m und  ziehen 'davon  die  For- 
mel für  mr—1  ungeändert  ab,  so  kommt  , 

(z»  Hh  1 )r— 2 ^r—1  = ( ^ 3)r 2(»»  2)r  -f-  (jU  + 1 ),■ 

— I ■+*  2)r 2(/a  -f-  l)r  -|-  j 

d.  i. 

' ' ^r-s  = (^ -1- 3)r  — 3(m-h2)r-h3(m-i- l)r — ntr. 

\ 

Bei  h maliger  Anwendung  haben  wir 

mr—n  = njy7n~\-  n)r  --  -h  U l)r  -j-  « 2)r  — ...  (8), 

Diese  Reibe  ist  sehr  vieler  Folgerungen  fähig. 

Z.  B.  für  r ==  » ist 

N 

l = — «,(«!  + « — (/»-!-»  — 2)n—  ...  (9) 

Für  nz=zm  ergiebt  sich,  weil  r<^m  sein  muss, 

0^mo(2m)r — m^{2m-rl)r-hm^(‘^f^  — 2)r — ...  (10). 

Für  r = 0 erhält  man 

0 = »o  — (11) 

was  auch  son^t  bekannt  ist. 

Nimmt  man  endlich  rrrzm,  so  wird,  weil  mm—n  '=^mn  ist, 

ntn  — nj^m  -f-  n),„  4-  » — 2.)m  — . . (12) 

eine  Reihe,  welche  einen  Binomialcoefßcienten  durch  die  höheren 
Exponenten  ausdrückt  ®). 

Das  bisher  gebrauchte  Verfuhren  lässt  sich  auch  auf  goniome* 
trische  Funktionen  sehr  vortbeilhaft  anweuden.  Z.  B.  ist  be- 
kanntlich 

2 cos  ac  . cos  ot.z:=:cos  [m \)a: (m — l)or. 

iVlan  multiplicire  beiderseits  mit,  2 cos  a:  und  zerlege  rechts 
jedes  doppelte  Cosinusprodukt  wieder  in  eine  Summe,  so  wird 

(2  cos  a:)*  cos  «?.r  = cos  (»» -h  2)^r  4- cos  mcc 

* 4“  cos  mx  -f-  cos  {m  — 2)a: 

' ' =cos  (/» 4-2).r-4-2  cos  *w.2:4-cos  (iw  — 2)a: 

Man  multiplicire  wieder  mit  2 cos  .r,  und  zerlege  weiter,  so  ist 

(2cos.a7)  * cs//ia::=cs(/»4-3).2;4“Cs(«»4-l)*^ 

-|-2cs(i»Hhl)-^4-2cs(iw — l)a: 

4-cs(/Ä — l).z’4-cs(«» — 3)^ 

t 

=cos(//i4-3).2:4-3cos(^4-l).zr4-3cüs(/» — l)o;4-cos(/»— 3).z:. 
Also  hat  man  allgemein 

(2 cos  a:y  cos  ma:=in ^cos  cos  (//^4-/^ — 2).r4- . . . (13) 


Soviel  ich  weiss,  scheint  diese  Reibe  noch  nicht  bekannt  zu  sein. 
Thell  I.  . '28 
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wobei  von  successive-die  geraden  Zahlen  abgezogen  werden. 

Behandelt  man  ebenso  den  Ausdruck  2 cos  x . sin  so  er- 

. hält  mau  analog: 

(2cos  xY  mxz=no  sin  j sin  . . . (14). 

/ • 

Nehmen  wir  in  beiden  Ausdrücken  m negativ  und  der  Grösse 
nach  =»,  so  entstehen  die  Gleichungen 

(2  cos  xY*  cos  mx  z=:  m ^ cos  2x-^/u^  cos  4^-f- , , . 

(2  cos  x)’"  sin  mxz=zmi  sin  2x.-^m^  sin  4.r-f-.  . 

oder  für  = 

• / 

(2  cos  l&Y*  ~ ©'•+■  «Wi  cos  20  4-  . . . (15) 

' (2  cos  sin  — 0 = w,  sin  0 + w,  sin  20+  . . » (lö). 


Daraus  folgt  auch 


m 


(2cosiGy»cos-9-l  (m-l)(m~2)  ' . 

^-^=co80-H^co8204-*'  -^0830-4-.. 


m 


m 


(2cos  ie)«  sin— e 

==  sin0H r—  sin  20  + 


2 . 3 
(/«—!)  (m—2)  . 


m 


2 . 3 


sin  30+.. 


Lassen  wir  nun  m abnehmen,  so  nähert  sich  im  ersten  Falle 
cos  ^-0  der  Einheit  und  • 1 bekanntlich  dem  Ausdruck 


m 


tn 


Log  (2  cos  ^0);  im  zweiten  Falle  nähert  sich  sin  Bogen 


sin  —G 

^-0,  also  dem  Ausdrucke  40,  und  der  andere  Faktor 

(2  cos  4®)'”  de  Einheit. 

Gehen, wir  also  zur  Abnahmsgrenze  0 über,  so  wird 

Log  (2cos  40)=cos  0 — -^cos  20+4cos'30 — ...  in  inf.  (17) 
^0  = sin  0 — 4 sin  20  + 4 sin  30 — ...  in  inf.  (18) 

. V 

Diese  Entwickelung  der  bekannten  Reihen  hat  vor  den  bisheri- 
gen' den  Vorzug  der  Einfachheit  und  der  Vermeidung  des  Imaginä- 
ren, welches  bei  elementaren  Vorträgen  immer  Schwierigkeiten  dar- 
bietet  und  nur  eine  Art  Hüifsconstruktion  ausmacht,  da  es  bei  den 
Endresultaten  wieder  verschwindet. 

Anmerkung.  Die  zuletzt  in  diesem  Aufsatze  gebrauchten 
Schlüsse  scheinen  mir  nicht  von  allem  Zweifel  frei  zu  sein.  G. 


\ 


4 


{ 
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. LV. 

Uebongsaufgaben  für  Schüler. 

✓ 

K 

• \ 

Herr  Professor  und  Director  Strehlke  zu  Danzig  hat  im  Pro- 
gramm der  dortigeu  Petrischule  von  1840  zum  ersten  Male  die  den 
Verfassern  von  Programmen  au  andern  Lehranstalten  zur  Nach, 
ahmung  dringend  zu  empfehlende  Einrichtung  getroffen,  dass  er 
unter  der  üebcrschrift  Pädagogische  M ittheilun gen  jedem 
Programme  eine -Anzahl  von  Aufgaben,  f.<ehrsätzen , Fragen  oder  ' 
wissenschaftlichen  Bemerkungeh  beifügen  wird,  die  im  Cnterrichfe  ' 
wirklich  vorgekommen  sind,  und  sich  in  irgend  einer  Weise  als 
anregend  und  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Jugend  gezeigt  haben. 

Da  solche  kleine  meistens  nicht  in  xlen  Buchhandel  kommende 
Schriften  wie  Programme , Dissertationen  u.  dergl.  leider  nur  zu 
häufig  der  Vergessenheit  anheim  fallen,  so  werde  ich  iiädagogische 
Mittheilungen  von  der  vorher  bezeichneten  Art,  in  so  lern  dieselben 
den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen  und  zu  deren  Förderung  < 
beitragen,  in  demselben  mit  der  ßrlaubuiss  der  V''erfasser  wieder 
abdrucken  lassen.  Die  von  Herrn  Professor  Strehlke  in  dem  Pro* 

gramm  von  1840  mitgetheilten  Aufgaben  sind  folgende: 

% • - ■ 

• 1.  Fläche  des  ebenen  Vierecks. 

. sDas  Quadrat  der  Fläche  eines  ebenen  Vierecks  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  Fläche  eines  Kreisvierecks  mit  denselben  Seiten,  ver-^ 
mindert  um  das  Produkt  aller  4 Seiten  iu  das  Quadrat  des  Cosinus 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel  des  Vierecks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  leicht  geführt  durch  Zerfällung 
■ des  Vierecks  in  2 Dreiecke,  auf  welche  man  den  Hauptsatz  der  , 
ebenen  Trigonometrie  zwei  Mal  anwendet,  und  indem  man  zu  bei- 
den Seiten  der  hieraus  erhaltenen  Gleichung  die  doppelten  Produkte 
der  beiden  an  die  zerfällende  Diagonale  anstossenden  Seiten  hin- 
zuaddirt  **). 

Indem  man  auf  ähnliche  Weise  das  sphärische  Viereck  behan- 
delt, so  erhält  man  den  Satz: 

Das  Quadrat  der  dreifachen  Summe  der  kubischen  Inhalte  der 
beiden  Tetraeder,  welche  die  Sehne  der  sphärischen  Diagonale  mit 
den  Sehnen  zweier  Seiten  und  drei  Radien  bildet,  ist 

= sin  . sin  (y  — ä)  . sin  (y  — ^)  • sin  ~ 

i 

— sin  a . sin  ö . sin  c . sin  d . cos 


®)  Die  Anwendung  des  eben  mitgetheilten  Satzes  führt  auch  zu  einem 
leichten  Beweise  der  sogenannten  Umkehrung  des  Ptolemäischen  Lehr- 
satzes. 

28* 


(— — ) . cos  ( ■ > 


< 


DIgitized  by  Google 


436 


wenn  fl  die  uuf  einander  folgenden  Seiten  des  Vierecks^  s 

die  Summe  aller  Seiten,  ß den  von  a und  Ij,  D den  von  c und  d 
eingescblossenen  Winkel  bedeutet. 

Gewiss  giebt  es  für  das  s{ihäriscbe  Viereck  einen  Ausdruck 
von  (tang  *^cr  den  Lex el  Ischen  Ausdruck  der  Fläche  des 

sphärischen  (vrcisvierecks  als  einen,  hesondern  Fall  enthält.  Bis 
jetzt  habe  ich  diesen  Satz  ni^ht  gefuudeu.  , ^ , * 

2.  Quadratur  des  hyperbolischen  Sektors. 

Für  eine  FHipse  mit  den  llalbaxen  a und  tt  ist  hekanntlicli  der 
Sektor  zwischen  der  grossen  Halbaxe,  dem  aus  dem  Mittelpunkte 
nach  einem  Punkte  (o:,  y)  gezogenen  Radius  Vektor  und  dem 
elliptischen  Bogen 

• y ' 

,\itz  (sin 

\ 

Da  nun  \/-^  \ . d-  = log  . (cos  — 1 . sin  ^),  so  ist  für 

eine  Ellipse  mit  den  Halhaxcn  a und  lt\/ — 1 oder  eine  Hyperbel 
mit  den  Balbaxen  a und  b der  entsprechende  hyperbolische  Sektor 

= |Ä^.log;(^-f- 

s 

3.  Cubatur  der  dreiseitigen  Pyramide. 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  eine  beliebige  Kante  in  n 
gleiche  Thcile  thcilt,  und  durch  die  Tbeilungspunkte  parallele  Ebe- 
nen zu  einer  an  die  gctheilte  Kante  anstossenden  DreiecksBäebe 
des  Tetraeders  legt,  und  aus  den  Durchschnittspunkten  der  Ebenen 
und  Kanten  Gerade  parallel  zu  der  getheiltcn  Kante  zieht,  so  ist 
der  Gesammt'Cuhikinhalt  aller  dreiseitigen  äusserti  Prismen  (durch 

Hülfe  der  Summation  der  Quadratzablen)  =z/^.  / . (y -f- — 

wenn  F die  Drciccksfläche  und  h die  Höbe  des  Tetraeders  auf 
diese  Fläche  bedeutet.  Die  Betrachtung  der  Gränzc  dieses  Aus- 
drucks führt  zum  cuhischen  Inhalte  der  dreiseitigen  Pyramide.  ' 

(Die  Fortsetzung  folgt  im  nächsten  Hefte.) 


LVI. 

M i s c e 1 1 c II. 


In  dem  22sten  Bande  des  Crelle’schen  Journals  hat 
Gauss  einen  neuen  sehr  sinnreichen  Beweis  für  das  aus  der  sphä* 
rischen  Trigonometrie  bekannte,  für  die  Geodäsie  so  wichtige  Le- 
gen dre’scne  Theorem  gegeben,  den  wir  im  Folgenden  mit 
einigen  uns  hier  uöthig  scheinenden  Erläuterungen  -mittheilen 
wollen. 
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, ' Bezeichnen  wir  den ^ sogenannten  sphärischen  Excess  eines 
sphärischen  Dreiecks,  dessen  drei  Seiten  <z,  c sind,  -durch  3ct>, 
und  die  den  Seiten  b,  c gegenüberstehenden  Winkel  ^ dieses 
Dreiecks  respective  durch  Jt-f-tu,  tu,’ C'-f- w,  so  ist  offenbar, 

wenn  n seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat,  C=7r,  weil 

bekanntlich 

• « 

{^A  — f-  tu)  — ^B  -f-  w)  — j—  ( (7 “4“  tu)  •“  7C 

ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  halbe  Summe  der  drei  Winkel  A-+-U)f 
B-{-  tu,  C,’r\-u)  durch  so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

iS  = 47r-4-|tu, 

Ä — (^  + tu)  r=  — 4tu), 

8 — (i? -4- w)  = — (B  — 4^), 

ÄT  — f (7+ tu)  = -inr  — ( 67— 4tu) ; 

und  folglich 


sin  |tu. 


cos  S = 

, cos  \S — -4- tu) I ==  sin  {A  — 4*^), 

cos  — (/? H- tu)  I = sin 

' cos' — '( 67-j- oi)|  = sin  (67 — ^tu). 

Also  ist  nach  zwei  sehr  bekannten  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie 

sin  4o>  sin  {A  — 4w)_  , 
sin  (Ä-4-ü>)  sin  (C- 


sin  *1«: 


0,)’ 


cos  *4« 


sin  (ß  — 4“^)  sin  (67 — 4^) 
sin  (iSf-4-to)  sin  (C-|-a))  ’ 

und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

sin  > sin  *|ft>  sin  *{A-^^) 

cos  *4«  sin  sin  (Zt  — 4^^)  sin  sin  (6'— 4<«>)* 

Ganz  eben  so  ist  aber 


sin 


sin  *|w  sin 


cos  *4^  sin  ’(^-f-w)  sin  {A — 4“^)  sin  “(6’-f-co)  sin  {C  — 4^) 

Dividirt  man  jetzt  mit  dem  zweiten  der  beiden  vorhergeheodeu  Aus- 
drücke in  den  ersteo , und  zieht  aus  den  erhaltenen  gleichen  Quo- 
tienten auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die  Quadratwur- 
zel aus;  so  ergiebt  sieb  die  Gleichung 


sin 


cos 


sin  (A-\^(o)  sin  ^{A — 4^*^) 


cos  4®  * sin  *4^  sin  (/^-|-w)  sin  — 4«>)* 

die  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

ö*  cos^uf  8sin*4^  sinM-4-(o) sin^C-^Z — 4^)  sin  */? 

sin 


€* 

Ä 11* 


8 sin  *4«  * Ä*  C0S4A 
gesetzt  wdrd,  auch  unter  der -Form 


* sin  sin  -{ß—\io) 


a 

T 


Sin  ß ^ 


schreiben  kann. 
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. Die  vier  Factoreu  der^GrÖsse  jD  wulleoiwir  nun  etwas  näher 
betrachten. 

Weil  zuerst  nach  einer  bekannten  goniometrischeii  Formel 
sin  *ja  = -’(3  sin  — sin  \a) 

ist,  so  ist 

8 sin  — cos  -*«f  = 2(3  sin  la  — sin  |«)  — cos 

Entwickelt  man  nun  sin  sin  |-«r,  cos  -j»  auf  bekannte  Weise 
in  Reihen,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  « 

8 sin  «•  cos  = 

und  sieht  also,  dass  in  Bezug  auf  a als  eine  Grösse  der  ersten 
Ordnung 

8 sin  — «r*  cos  ja 

eine  Grösse  der  siebenten,  folglich  j' 

j «*  cos  ja  , • 

8 sin  ’ja 

eine  Grosse  der  vierten  Ordnung,  also  der  Factor 

a*  cos  ja 
8 sin  ‘ja 

der  Grösse  D von  der  Einheit  um  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung 
verschieden  ist. 

Ganz  auf  ähnliche  Art  zeigt  man,  dass  der  Factor 

8 sin  *jb  V 

cos  jh  ^ V 

der  Grösse  D von  der  Einlieit  in  Bezug  auf  b als  eine  Grösse  der 
ersten  Ordnung  um  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung  verschieden  ist. 
Nach  bekannten  guniometrischen  Formeln  ist  ferner 

I 

sin  *A  — sin  sin-*(^  — ju)) 

— sin  *A—-j  sin  |1  — cop 

= sin  ^A  — i sin  + sin  {A-j~(J^)  cos  {^A  — w) 

= sin  *A--j  sin  sin  ZA^j  sin  — 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

sin  ^A  = I sin  A — j sin  ZA 
ist, 

sin  ^A — sin  sin  *(A  — jw) 

==f  sin  A — j-  sin  — | sin  iA  — 2w) 

=1  sin  A j sin  ^(cos  cos  2(u) — j cos  ydf(sin  w — ^ sin  2w). 

Entwickelt  man^  jetzt  cos  cos  2w,  sin  w,  sin  2co  auf  be- 
kannte Weise  in  Reihen,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

sin  *A  — sin  {A  cu)  sin  ^(A  — jcj)  =:  sin  A — . . . ., 

und  sieht  also,  dass  in  Bezug  auf  ü)  als  eine  Grösse  der  ersten 
Ordnung  die  Grösse 

sin  ‘y^  — sin  (yi-f-w)  sin  ^(A  — |w) 
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eine  Grösse  der  zweiten,  folglich 

^ sin  (v^-f-w)  sin 

' ‘ ^ ~ ‘ sin  M ^ 

ebenfalls  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung,  also  der  Factor 

sm  (J-i~o))  sin  *(A  — ^(u) 

sin  ^ ' 

•k  • 

der  Grösse  D von  der  Einheit  um  eine  Grösse  def  zweiten  Ord- 
nung verschieden  ist.  ‘ • 

Auf  ganz  ähnliche  Art  überzeugt  man  sich,  dass  der  Factor 

sin  *B ~ 

sin  (Ä-f-w)  sin  ^{B  — 4^^) 

der  Grösse  D von  der  Einheit  um  ehie  Grösse  verschieden  ist,' 
welche  in  Bezug  auf  (O  als  eine  Grösse  der  ersten  Ordnung  von 
der  zw'citen  Ordnung  ist. 

In  der  sphärischen  Trigonometrie  *)  wird  aber  folgender  merk«- 
würdige  Ausdruck  für  den  sphärischen  Excess  3a)  bewiesen: 

I 

tang  |o)  = V^tang  Is  tung  — a)  tang  l{»  — 6)  tang  *^0  — 

wo  g z=  \{a If  c)  ist.  Aus  diesem  Ausdrucke  erhellet  sehr 
leicht,  dass  in  Bezug  auf' die  Seiten  «?,  c als  Grössen  der  er- 
sten Ordnung  die  Grösse  w jederzeit  eine  Grösse  der  zwei- 
ten, also  U)-  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung  ist,  und  wenn  man 
dies  nun  mit  dem  Obigen  zusaminenhält.  so  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle,  dass  jeder  der  vier  Factoren  ,der  Grösse  D von  der  Einheit 
um  eine  Grösse  verschieden  ist,  welche  in  Bezug  auf  die  Seilen 
des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  von  der  vier- 
ten Ordnung  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  ^ . 


a 

T 


Sin  D ^ 


ist,  so  kann  offenbar  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  V'ernachlässigung  von 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

a sin  ^ X 

' b sin  B'  , 

uud  überhaupt  also  in  Bezug  auf  die  Seiten  b,  c des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  V croachlässigung , von 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

sin  A b sin  B c sin  C 


a 


b ^ sin  B' 


sin  6”  a 


sin  A 


gesetzt  werden,  wo  nach  dem  Obigen 

ji.  — 1~  B “4“  C zn:  Tt 

ist. 


*)  M.  s.  z.  B.  des  Herausgebers  Eleiiiente  der  ebenen,  sphärischen 
und  spbäroidischen  Trigonometrie.  Leipzig.  1837.  S,  180. 
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Nimmt  man  nun  hierjtu,  dass  u4-+-w,  C-+-W  die  Win- 

kel des  sphärischen  Dreiecks  sind,  ^nud  durch  (o  der  dritte  Theil 
des  sphärischen  Excesscs  desselben  bezeichnet  worden  ist,  so  er> 
gieht  sich  unmittelbar  das  folgende'  merkwürdige  und  wichtige 
Theorem:  • ' ' * 

Jedes  sphärische  Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den 
Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher  es  liegt,  sehr  klein 
sind,  kahn  näherungsweise,  und  zwar  nur  erst  mit  Ver- 
.nachlässigung  von  Grössen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  ersterOrd* 
nung  von  der  vierten  Ordnung  sind,  als  ein  ebenes 
.Dreieck,  dessen  Seiten  den  Seiten  des  sphärischen 
' Dreiecks  gleich,  und  dessen  Winkel  die  um  den  dritten 
Theil  des  Excesses  des  sphärischen  Dreiecks  vermin- 
derten Winkel  des  letztem  sind,  betrachtet  und  als  ein 
solches  ebenes  Dreieck  berechnet  werden. 

Diesen  merkwürdigen,  besonders  für  die  Geodäsie  so  überaus 
wichtigen,  von  Legen dre  gefundenen  Satz  hat  Gauss  in  der 
wichtigen  Abhandlqng:  Disquisitio nes  generales  circa^super- 
, ficies  curvas.  Gottingae.  1828.  auf  Dreiecke,  die  auf  einer 
beliebigen  krummen  Fläche  von  Bogen  kürzester  Linien  einge- 
schlossen werden,  erweitert,  worüber  inan  auch  das  fünfte  Kapitel 
in  des  Herausgebers  Sphäroidiseber  Trigonometrie.  Berlin. 
1833.  4.  nachsehen  kann.  ' 


Die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises  zwischen  rechtwinkligen 
„Coordinaten  ist 

4 t 

" {x — *«?)* -H  (y — 

oder 

-F  y*  — 2(ax  Äy)  -f-  = r*. 

* 

Ist  nun  aber  der  Anfang  der  Coordinaten  seihst  ein  Punkt  des 
Kreises,  so  wird  diese  Gleichung  auch  durch  o:=:0,  y=0  erfüllt, 
und  es  ist  folglich  in  diesem  Falle  , 

also 

o?*  y*  = 2{ax  -+-  Ly), 

Seien  jetzt  n\  \ die  Coordinaten  dreier  be- 

liebiger Punkte  des  Kreises,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

— mn^) 

— m^n)  . ' 


/ 


I 


Digitized  by  Google 


441 


= 2(am^  du)  (m^n^ 

% * 

-4- Ääj)  (m^/i  — 

-4-2(«»irj -H  Ä»a)  (mn^ — m^n),  « ' :■ 

Weil  nun,  wie  man  leicht  findet,  die  Grösse  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  verschwindet,  so  ßndet  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordinuten  dreier  beliebiger  Punkte  eines  Kreises, 
wenn  der  Anfang  der  Coordinaten  selbst  ein  Punkt  des  Kreises  ist, 
jederzeit  die  Relation 

K . ‘ , 0 ==(»** -H»*)  — ^3»i) 

(/»»i — «»,#») 

’ Statt.  ^ • 


Für  die  im  zweiten  Hefte  dieses  Theils  S.  219  durch  Rechnung 
aufgelöste  Aufgabe: 

Wenn  zwei  Punkte  der  Lage  nach  gegeben  sind,  so  ' 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Winkelmessnngen  an  den  letztem,  ohne  diese  von  den 

fegebene.n  Punkten  aus  zu  beobachten,  bestimmen;' 

at  Clausen  in  dem  neuesten  bis  jetzt  erschienenen  Stücke  der 
astronomischen  Nachrichten  (Bd.  XVlll.  Nr.  430.  S.  367)  die 
folgende  geometrische,  auch  bei  der  Messtischpraxis  anwendbare' 
Auflösung  gegeben.  ' 

ln  der  unten  stehenden  Figur 
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seien  iKf  und  N die  beiden  bekannten,, und  B die  beiden  unbe- 
kannten Punkte,  deren  Lage  bestimmt  werden  soll.  Da  man  nach 
der  durch  die  Aufgabe  gestellten  Bedingung  die  unbekannten 
Punkte  B nicht  von  den  bekannten  Punkten  A/,  A',  sondern 
bloss  die  letzteren  von  den  ersteren  aus  beobachten  soll,  so  kann 
man  nur  in  dem  Punkte  A die  Winkel  MAj\=a  und  MABzzzß, 
in  dem  Punkte  B die  Winkel  MBN=:y  NBA'=zd  messen, 
und  diese  Winkel  sind  daher  nebst 'der  bekannten  Lage  der. Punkte 
M und  N die  einzigen  Data,  mittelst  welcher  die  Punkte  A und 
B bestimmt  werden  müssen. 

Beschreibt  man  um  das  Dreieck  MAN  einen  Kreis,  welcher 
die  Linie  AB  in  A'  schneiden  mag,  und  ^ieht  die  Linien  MA* 
und  NA\  so  ist  der  Winkel  MNA'  und  die  Lage  der  Linie 
NA  also  bekannt, 'weil  die  Lage  von  MN  und  der  Winkel  ß be- 
' kannt  ist;  zieht  man  ferner  an  den  um  das  Dreieck  MAN  be- 
schriebenen Kreis  durch*  Af  die  Tangente  KK\  so  ist  der.VVinkel 
JKMN  = a,  der  Winkel  K'MA':=zß^  und  es  ist  folglich  sowohl 
die  Lage  von  KK',  als  auch  die  Lage  von  MA  bekannt,  weil  die 
Lage  von  MN,  der  Winkel  a und  der  Winkel  ß bekannt' ist;  also 
ist  auch  die  Lage  des  Punktes  A'  bekannt,  weil  man  die  l^age  der 
‘ Linien  NA'  und  MA  kennt.  Auf  ganz  ähnliche  Art  besd^reibe 
man  uin  das  Dreieck  MBN  einen  Kreis,  welcher  die  Linie  AB  in 
B'  sclineiden  mag,  und  ziehe  die  Linien  MB'  und  NB\  so  ist  der 
Winkel  NMB’  und  die  Lage  der  Linie  MB'  also  bekannt, 
weil  die  Lage  der  Linie  MN  und  der  Winkel  d bekannt  ist;  zieht 
mau  «ferner  an  den  um.,  das  Dreieck  MBN  beschriebenen  Kreis 
durch  N die  Tangente  hU,  so  ist  der  Winkel  JLNMz=zy,  der 
Winkel  I/NB'  und  es  ist  folglich  sowohl  die  Lage  von  LtU 
als  auch  die  Lage  von  NB'  bekannt,  weil  die  Lage  von  MN,  der 
Winkel  y,  und  der  Winkel  6 bekannt  ist;  also  ist  aucli  die  Lage 
‘ des  Punktes  B'  bekannt,  weil  man  die  Lage  der  Linien  MB'  und 
NB'  kennt.  Weil  man  nun  die  Lage  der  beiden  in  der  Linie  AB 
liegenden  Punkte  A und  B'  kennt,  so  kennt  man  auch  die  Lage 
der  Linie  AB  selbst.  Der  Punkt  A ist  der  andere  Durchschnitts- 
punkt der  Linie  AB'  und  des  um  das  bekannte  Dreieck  MAN 
beschriebenen  Kreises,  und  eben  so  ist  der  Punkt  B der  andere 
Durcbschnittspunkt  der  Linie  AB'  und  des  um  das  bekannte  Drei- 
eck MB'N  besclrriebenen  Kreises. 

Aus  dieser  Analysis  lässt  sich  nun  unmittelbar  die  folgende 
Construction  ableiten«  Durch  den  gegebenen  Punkt  Af  lege  man 
die  Linie  KK',  welche  mit  der  gegebenen  Linie  MN  den  Win- 
kel KMN  ==  a einschliesst,  und  mache  hierauf  den  Winkel 
MNA '=-K'MA  •=.ß , so  erhält  man  den  Durchschnittspunkt  A’  . 
der  Linien  MA  und  NA.  Auf  ähnliche  Art  lege  man  durch  den 
gegebenen  Punkt  N die  Linie  L^U,  welche  mit  der  gegebenen  Li- 
nie MN  den  Winkel  BNM'=:y  einschliesst,  und  mache  hierauf 
den  Winkel  NMB'=.tJN B'’=.o,  so  erhält  man  den  Durchschnitts-' 
punkt  B'  der  Linien  MB'  und  NB'.  Zieht  man- nun  die  Linie 
AB'  und  beschreibt  um  die  bekannten  Dreiecke  MAN  und  MB'N 
Kreise,  so  sind  die,  von  A und  B'  verschiedenen,  Durchschnitts- 

t unkte  dieser  Kreise  mit  der  nöthigenfalls  gehörig  verlängerten 
linie  AB'  die  beiden  gesuchten  Punkte  A und  B. 

Bei  der  Messtischpraxis  kann  man  von  dieser  Auflösung  den 
folgenden  Gebrauch  machen,  wobei  wir  die  auf  dem  Messtische  ge- 
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gebeoe,  der  Linie  MN.  b,ni  dem  Felde  entsprechende , Linie  durch 
mn  bezeichnen  wollen.  Man  begebe  sich  mit  dem  Messtische  auf 
den  Punkt  A.,  stelle  m vertikal  über^  A^  lege  die  Kippregel  an  mn^ 
orientire  das  Tischblatt- auf  iV,  richte  die  an  7n  li^eode  Kippregel 
auf  den  Punkt  M^  und  ziehe  an  der  Schärfe  des  Lineals  der  Kipp, 
regel  eine  Lioie^  ^so  ist  diese  Linie  die  der  Lime  hK'  ent- 
sprechende Linie  kk'  auf  dem  Messtische.  Hierauf  lege  man  die 
Kippregel  in  umgekehrter  Lage  an  so  dass  das  Ocular  auf 

die  Seite  des  Objectivs  kommt,  orientire  das  Tisch blatt  auf  Jf, 
richte  die  an  m liegende  Kippregel  nach  und  ziehe  an  der  ' 
Schärfe  des  Lineals  der  Kippregel  eine  Linie,  so  ist  diese  Linie 
die  der  Linie  MA'  entsprechende  Linie  mc^  auf  dem  Messtische. 
Jetzt  stelle  man  n vertikal  über'  A^  lege  die  Kippregel  an 
orientire  das  Tischblatt  auf  M^  richte  'die  an  n liegende  Kippregel 
nach  i?,  und  ziehe  an  der  Schärfe' des  Lineals  der  Kippregel  eine 
Linie,  so  ist  diese  Linie  'die  der  Linie  NA'  entsprechende  Linie 
na’  auf  dem  Messtische,  und  der  Durchschnittspunkt  a'  der  Linien 
ma*  und  na'  ist  der  dem  Punkte  A'  entsprechende  Punkt  auf  dem 
Messtische.  Indem  man  sich  jetzt  mit  dem  Messtische  auf  den 
Punkt  ß begieht,  und  hier  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  auf 
dem  Punkte  A operirt,  erhält  man  den  dem  Punkte  i?'  entsprechen- 
den  Punkt  h'  auf  dem  Messtische.  Jetzt  ziehe  man  die  Linie  a'b'.^ 
lege  die  Kippregel  an  dieselbe  und  orientire  das  Tischblatt  auf  den 
Punkt  A\  dann  lege  man  die  Kippregel  an  m oder  n und  visire 
nach  M oder  A^,  so  giebt  der  Durcoschnittspunkt  der  an  der  Schärfe 
des  Lineals  gezogenen  Linie  mit  der  Linie  a'h'  den  gesuchten 
Punkt  welcher  dem  Punkte  B auf  dem  Felde  entspricht,  und  da 
man  durch  Anlegung  der  Kippregel  an  m und  n zwei  Bcstimmun- 
.gen  für  den  gesuchten  Punkt  b erhält,  so > hat  man  in  deren  lieber- 
cinstimmung  mit  einander  zugleich  ein  Kriterium  für  die  Richtig- 
keit der  Operation.  Den  dem  Punkte  A auf  dem  Felde  entsprechen- 
den Punkt  a auf  dem  Messtische  kann  man  auf  ganz  ähnliche  Art 
bestimmen,  wenn  man  sich  mit  dem  Messtische  wieder  nach  A be- 
giebt.  ^Wenü  die  Punkte  a'  und  b'  nahe  mit  einander  zusammen- 
tallen,  wird  die  Außösung  unsicher. 

Bemerken  wollen  wir'bei  dieser  Gelegenheit  noch,  dass  schon 
in  dem  1825  erschienenen ' 3ten  Bande  der  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  62.  S.  233  von  Gerling  die  folgende  trigo-" 
nometrische  Auflösung  unsers  Problems  gegeben  worden  ist. 

Man  setze  der  Kürze  wegen  in  obiger  Figur  den  Winkel 
uiMN =0:^  den  WinkehÄA*Af  = y ; so  ist' 


und 


Folglich  ist 


AB sin  (a  -4-  /9  -f.  d)  AN  sin  x 

AN  sHTT  ’ JfN  — siiT^ 

AB  sin  (jg -f- y -4- cf)  BM sin  y 

BM  sin  ß ’ MN  sin  y 


AB 


sin  («  -f.  /5  4-  cf) 


sin  (/S-f-y-f-tT) 
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Berechnet  man.  nun  den  Htilfswinkel  9 mittelst  der  Formel 


so  ist 

tang  gp  = 

sin  a sin  tf  sin  (/? -f- y -f- (f) 
“■  sin  /S  sin  y sin  (a  4-  tf)’ 

t 

und  folglich 

sin  a;  ' 

sin  y = 

sin  X 

— sin  y 1 — tang  9 

j • 

sin  ;r-Hsiu  y l-+-tang  9’ 

d.  i. 


tang  — y)  cot  i(ar  + y)  = — tang  (45®  — gp), 

also 


tang  — y)  = — tang  4-  y)  tang  (45®—  <p). 

Nun  ist  aber  offenbar  o;-Hy  = /SH-d,  und  folglich 

tang  — y)  = — tang  |(/9  4-  d)  tang  (45®  — ijp). 

Weil  man  jetzt  ^4~y  und  ;r  — y kennt,  so  kann  man  auch 
a:  und  y selbst  finden.  Hat  man  aber  a:  und  y,  so  ergeben  sieb 

BN  mittelst  der  folgenden  Formeln: 


'Altr=  !i242j±.£)  . itfjif  an= 

/ * 


sm  tt 


sin  ct 


. MX,  //iv=sp.t.y-i-y) 

sm  Y ’ sm  j/ 


. MN-, 
. MN  -, 


und  auf  diese  Weise  ist  nun  die  Lage  der  Funkte  A und  B gegen 
M und  N bestimmt,  wie  verlangt  wurde. 


Einfache  Beweise  zweier  Lehrsätze.  Von  dem  Herrn 
Doctor  Rädel  1 zu  Berlin. 

1)  ln  einem  jeden  Dreieck  ist  das  Quadrat  einer  Seite 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Sei- 
ten weniger  dem  doppelten  Produkte  dieser  beiden  Sei- 
ten multiplicir-t  mit  dem  Cosinus  des)  von  ihnen  einge* 
scblossenen  Winkels. 

Beweis.  Es  seien, h,  c die  drei  Seiten  des  Dreiecks  und 
a,  (t,  Y ihnen  gegenüberstehehden  Winkel;  dann  ist  nach  einer 
.Grundformel  der  Dreiecksmesskunst 


i 


a=.h  cos  f4-c  cos  /S, 

' h'=za  cos  y4-c  cos  a, 

c = ö cos  «4-»  cos  ß,' 

Multiplicirt  man  nun  die  erste  Gleichüng  mit  a,  die  zweite  mit  b 
und  aie  dritte  mit  — c und  addirt  die  Produktengleicbungen,  so  er- 
hält man 


/ 
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*4“  — c*  = ^ab  cos  y, 

indem  sieb  die  übrigen  Glieder  als  identiseb  und  mit  entgegenge- 
setzten Zeichen  behaftet  aufbeben.  Hieraus  folgt  nun  unmittelbar 
= cos  Y- 

2)  Jede  harmonische  unendliche  Reihe,  in  welcher 
alle  Glieder  dasselbe  Vorzeichen  haben, 'ist  divergent.  . 

, Beweis.  .Ist  irgend  ein  Glied  der  harmonischen  Reibe, 

so  kann  man  immer  voraussetzen',  dass  ä und  d ganze  Zahlen  sind, 
weil  man  entgegengesetzten  Falles  Zähler  und  Nenner  'dieses 
Bruches  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Neu- 
ner von  a und  d multipliciren  könnte  und  dadurch  a und  r/,  folg- 
lich auch  a-\-d^  a-\-Zd  'u.  s.  w.  in  ganze  Zahlen  über*: 

gehen  würden. 

Betrachtet  man  die  unendliche  harmonische  Reihe 

. _J \ . 

^ a-^d^  a-^UT 

so  kann  man  sie  zerlegen  in  • ' x 


a "^\a-i~d"^  a-i~2d^  a(l  -h'd)  I 

' _i_!  ^ I ^ I - ^ --  i 

^la(l^d)-i-d^  a(l-i-d)-h2d.  a(l d) -h  3d  ^ ‘ 


+ 


a(l 


^ I <jf(l  4- </)»  H- rf 


+ 


«(iH-rf)* 


Da  nun  der  zweite  Theil  der  unendlichen  Reihe  aus  a,  der 
dritte  aus  «(I -+-</),  der  vierte  aus  a(l d)^  Gliedern  u.  s.  w. 
besteht,  so  sieht  man  leicht,  dass  jeder  einzelne  Theil  grösser  ist,' 

r:^  folglich  . : . . 

aV  — -j ? — I 3! — I L_  ^ 

a ^ 1-f^d^  1-hd^  1-hd^ 

und  da  nun  die  Reihe  rechts  gewiss  divergirt,  so  wird  die  unend- 
liche harmonische  Reihe  'S  um  so  mehr  divergiren.  Hierdurch  ist 
nun  aber  zugleich  auch  die  Divergenz  der  Reihe 

d ^ ^ i ^ 

a*  a-\-iT  a-{-'2d^  a-f-3^/’ 

t V 

bewiesen. 

Anmerkung.  Dieser  Beweis  ist  eine  Verallgemeinerung  des- 
^jenigen,,  welchen  Cauchy  in  seinem  Cours  d’Analyse  T.l.  p.l27  für 
die  Reihe  1 + J 1 t • • • • gegeben  hat. 
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Naclitrap^  zu  dem  Aufsatze  XIV.  im  Archive  der  Ma- 
.them«  und  Pliys.  I.  Th  eil  I.  Heft.  (Aufiösubg  des  Pothenot'- 
, sehen  Problems).  ' Vom  Herausgeber. 

Eine  zur  Rechnung  bequeme  Auflösung  des  Pothenot’schen  Pro« 
blems,  über  welches  die  Leser  auch  einige  Bemerkungen  in  einem 
im  3ten  Hefte  S.  335  auszugsweise  abgeuruckten  Briefe  des  Herrn 
IRajurs  und  Ritters  Dr.  G.  VV.  Müller  zu  Hannover  an  den  Heraus- 
geber finden,  lag  nicht  im  Zwecke  des  oben  genannten  Aufsatzes. 
Da  sich  aber  aus  den  in  demselben  aufgestellten  Gleichungen  leicht 
• eine  sehr  elegante  Auflösung  dieses  Problems,  die  mit  der  bekann- 
ten von  Gauss  gegebenen  Auflösung  grosse  Aebnlicbkeit  bat,  ab- 
leiten lässt,  so  mögen  als  IVachtrag  zu  den  in  dem  genannten  Auf- 
sätze gegebenen  Entwickelungen  liier  noch  die  folgenden  Bemer- 
kungen Platz  finden. 

Wir  haben  a.  a.  0.  2.  die  folgenden  sechs'  Gleichungen  ge- 
funden: ' • , 

, cos  y,  y = sin  y; 

9 

cos  (sP H- «),  2/1  = y •+■  sin  (y-f-a);  ^ 

= cos  (sP-f-i?),  = sin  (y-hß); 

welche,  wenn  man  jetzt  der  Kürd^e  wegen  5p-|-a=gp,,  ip-\-ß=g)^ 
setzt,  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

0/  = g cos  y,  j/  q sin  5p; 

+ cos  5P,,  y,  sin  9,; 

a:^ ^z=:  ac ~\r  q^  cos  gp*,  y,  = sin  9,, 

Durch  Subtraction  des  zweiten  und  dritten  Paars  von  dem  ersten 
erhält  man  , ^ 

^ ia:’ — or'j z=.q  cos  9 — cos  9,,  y — y\  =zq  sin  9 — q^  sin  5 

ia:' — a:'^==q  cos  9’ — q^  cos  9,,  y — y’^:=q  sin  9 — q^  sin  9,  ; 

wodurch  die  Chordinaten  a:  und  y eliminirt  sind.  Eliminirt . man 
nun  ferner  sowohl  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  die  Grösse 
q^^  als  auch  aus  den  beiden  letzten  die  Grösse  ^2)  erhält  man 
die  beiden  Gleichungen 

^ 1(^  — 0;',)  sin  9,  — (y  — y,)  cos  9»=^  sin  (9,-9), 

sin  9»  — (y  — y'a)  cos  9*  = ^ sin  (9,-9); 
d.  i.  nach  dem  Obigen 

g 1(^  — 0?',)  sin  9,  — (y  — yO  cos  (fl  =q  sin  «, 

— a:\)  sin  9^  — (y  — y,)  cos  9^=^  sin  ß. 

Nun  bestimme  man,  was  bekanntlich  immer  durch  leichte  Rech- 
nung möglich  ist  *),  die  Uülfsgrössen  r^  und  uii  so,  dass  dieselben 
den  beiden  Gleichungen 


*)  Sollen  nämlich  überhaupt  die  Grössen  R und  N den  beiden  Gleichungen 

A = R cos  A^,  J?  = Ä sin  ^ - 

einäss  bestimmt  werden,  so  rechnet  man  am  besten  nach  folgendem 
chema: 

* V - 


V 
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6.  af  — y cos  Wi,  y — =r,  sin  o>,, 

\ • 

und  die  HüIfsgrÖssen  r,  uud  (o,  so^  dass  dieselbeu  den  .beiden 
Gleichungen 

7.  a:’  — a/^=:r^  cos  yf  — y\z=.r^  sin  (Oj 

/ ^ 

genügen;  dann  erbalten  die  beiden  Gleichungen  5,  welche  noch  die 
unbekannten  Grössen  y)yy  9,,  g enthalten,  offenbar  die  einfache 
Form 

8.  r,  sin  (9,  r— w,)  = ^ sin  a,  sin  {q>^ — Wj)  = ^ sin  /S; 

und  führen  durch  Division  zu  der  Gleichung 

ry  sin  (ff>y  — 0),)  . sin  a • 


oder 


10. 


9 

Tj  sin  (y* — w,)  . sin  ß 

t 

sin  (y,  — 'W,) r,  sin  a sin  « 


sin  (y j — cüj)  ry  sin  ß r 1 sin  ß* 

die  nun  g nicht  mehr  enthält.  Berechnet  man  den  Hülfswinkel  ^ 
mittelst  der  Formel 

--  , V.  r,  sin  a sin  a r, 

11.  tnng  ^ = S = 

® ® .r,  sin  ß 


r,  * sin  ß^ 


so  wird  die  Gleichung  10. 


Sin  (yij  — ü>a)  ® 

und  verwandelt  sich,  wenn  man  aUf  beiden  Seiten  die  Einheit  suh* 
trahirt  und  addirt,  und  dann  dividirt,  in  die  Gleichung 

sin  (y,  — g>,)  — sin  (y^— &>a) 1 — tanp  f 

sio(y>| — wj-|-sin(y5 — ““  l-f>tai)g$’ 

d.  i.  in  die  Gleichung 

14.  tang  lKyi— 9Pa)  — (m,  — Wj)|  cot  ^ | (9,-4- 5P*)  — (w, +€«>,) j 

= — tang  (45®  — ^), 

aus  der  sich 

15.  tang  *-|(5Pi -|tSP2)~(w, -+-ft>a)|  = 

— cot(45®  — $)  tang  — SP,)  — (w,  7-m,)| 

oder  ^ 


log  . Ä cos  N = log  A 
log  . R sin  iV==log  B 

log  cot  N s=\og  A — log  B 


log  A — log  cos  N 
log  B — log  sin  Af 


log  Rzss 

1 

R = 
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IQ.  tang  IKsp,  H-y*)  — ("i  == 

tang  (45® -f- 5)  tang  il(9i  ~SP8)-’(«^i 
oder,  weil  nach  dem  Obigen 

y I — = a — 5Pj -4- 5P,  = a -I- /? -f- 2y 

ist, 

17.  tang I (a -f- — (co,  + ft>3)-J-25p|  = 

— tang  (45°-+-^)  tang  if(«  — ^)  — (w,  —ü),)\ 

ergiebt,  in  welcher  Gleichung  nun  bloss  noch  die  eine  unbekannte 
Grösse  (ß  enthalten  ist,  die  also  mittelst  derselben  gefunden  wer- 
den kann. 

Hat  man  <p  gefunden,  so  ergiebt  sich  q mittelst  eines  der  bei- 
den aus  8.  iliessenden  Ausdrücke:  , 

r,  sin  (y^  — a>i) r,  sin  («yH-«  — w,) 

sin  « sin  a ’ 

rg  sin  ((ft  — (Og) sin  (y-H/S  — ft>g) 

sin  ß sin  ß * 

Die  Coordinaten  a:  und  y liefern  hierauf  die  aus  2.  sich  erge- 
'benden  Formeln 

f 

19.  a:  = a/  — q cos  <p\  yz=:j/  — q sin 

und  die  Gntfernungen  und  q^  können  dann  auch  leicht  mittelst 
der  aus  1.  folgendeu  Ausdrücke 

_ _£jlH£_  ~ y'i  — y 

” * cos  (y-  -f-  «)  sin  {<f>  -t-  «)* 

= y\-y 

cos  sin  {(f-\-ß) 

berechnet  werden. 

Zu  bemerken  hat  man  noch,  dass  die  Formel  17.  für  »jp- jeder- 
zeit zwei  360®  nicht  übersteigende  Werthe  liefert,  und  dass  man 
von  diesen  beiden  Werthen  immer  denjenigen  zu  wählen  hat,  wel- 
chem in  Folge  der  Formeln  18.  ein  positiver  Werth  von  q ent- 
spricht, worüber  wir  weiterer  Bemerkungen  uns  hier  um  so  mehr 
enthalten  können,  da  von  diesem  Gegenstände  schon  auf  S.  93.  im 
ersten  Hefte  dieses  Theils  die  Rede  gewesen  ist. 


Berichtigungen. 

Der  Name  des  Herrn  Vfs.  des  Aufsatzes  L.  in  diesem  Hefte  ist  nicht 
Fie"schl,  sondern  Flesch.  Der  Fehler  ist  durch  Undeutlichkeit  des  Msepts. 
^x'^ntstanden. 

Die  Nummer  der  ersten  Abhandlung  in  diesem  Hefte  muss  XLVI.  statt 
XLl,  sein.  , 


i 


i 


X $ 


Literarischer  Bericht*). 

",  / 

(Die  Herren  Autoren  und  Verlegner,  namentlich  die  Verfasser  und 
Verleger  von  Dissertationen,  Programmen  u.  s.  w.,  welche,  eine  recht  ' 
baldige  Anzeige  ihrer-  Schriften  in  diesem  literarischen  Berichte' 
wünschen,  werden  um  recht  schleunige  Einsendung  derselben  ao' 
die  Buchhandlung  des  Herrn  Koch  zu  Greifswald  ersucht.  Der  Her« 

' ausgeber  wird  sich  bemühen , diesem  Berichte  eine  immer  grössere 
Vollkommenheit  und  Vollständigkeit  zu  geben;  dieses  Mal  war  noch 
so  manche  frühere  Erscheinung  nachzutragen,  dass  absolute  Voll- 
ständigkeit nicht  zu  erreichen  war.) 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


A.  S.  de  Montferrier:  Dictionnaire  des  Sciences  mathd- 
matiques  pures  et  appliquöes,  tome  3,  suppldment  conte- 
nant  plusieurs  articles  sur  lageometrie,  la  trigonomd“ 
trie  et  Tastronomie,  par  le  colonel  Puissant.  Brux.  4. 

5 Thlr.  16  gGr. 

^ «.I 

A System  of  Practical  Mathematics,  containing  Elements  of  Al- 
. - gebra  and  Geometry.  With  a collection  of  Accurate  Stereotyped 
Tables,  comprising  the  Logaritbras  of  Numbers,  of  Sines,  Tangents 
and  Secants;  Natural  Sines,  the  requisite  Nautical  and  Astronomi- 
cal  Tables,  and  Tables  of  Compound  Interest  and  Annnities.  By 
J.  Davidson,  A.  M.  TVith  numerous  Cuts  and  Copperplates.  4th, 
edition,  greatly  improved  and  enlarged.  8.  15  s.  boards. 

Vorlesungen  über  reihe  Mathematik  von  J.  Fux,  Prof,  zu  Ol-  - 
mütz.  Olmütz  1839.  8.  2 Thlr.  (Enthält  die  gewöhnlichen  Ele- 
mente.) 


®)  Der  Herausgeber  bemerkt,  dass  diese  literarischen  Berichte  tlieils  ton 
ihm,  theils  von  andern  Mitarbeitern  verfasst  werden. 

Baud  I.  ' 1 ’ . 
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Arithmetik. 


Saigey:  Problemes  d'Aritbin^tique  et  exercices  de 
calcul  sur  les  questlons  ordinaires  de  la  vie,  sur  lagdo- 
nietrie,  la  mdcanique,  Pastronoinie)  la  gdographie,  la 
uhysique,  lachimie  et  lamdtrologieancienne  et  moderne, 
o.ed.  Bruxelles.  8 ggr.  Solutions.  4 ggr. 

J.  Jaclot  et  Arbel't  Rdcrdations  aritbmdtiques  ou  dix- 
buit-cents  problemes  dont  les  rdsultats  prdsentent  des 
p faits  numdriques  prts  dans  Pbistoire,  la  gdograpbie,  la 
pbysique,  la  cbimie,  l’astrunomie  etc.  2 vol.  in  18.  Brux. 

1 Tblr.  16  ggr. 

/ 

\ • 

Die  Elemente  der  Zablenlebre  in  System  und  Bei- 
spielen von  Traugott  Franke^  Dr.  pb.,  Professor  an  der 
technischen  Bildungsanstalt  zu  Dresden.  Erster  Tbeil. 
Die  Zahlen  - Verbindungen  und  Zahlen  - Verän  derungen. 
Dresden  und  Leipzig.  1840.  8.  12  ggr. 

Ist  'eigentlich  als  eine  systematisch  geordnete  Sammlung  von 
Beispielen  zur  Buchstabenrechnung  und  niedern  Algebra  zu  betrach- 
ten, die  den  Lehrern  an  hohem  (Tiiterrichtsanstulten  erwünscht  sein 
wird,  da  man  an  solchen  Beispielen  nicht  Vorrath  genug  haben 
kann.  Die  Beispiele  sind,  wie  der  Verf.  in  der  Vorrede  bemerkt, 
so  geschaffen,  dass  sie  die  folgenden  Gesetze  vorbereiten,  tlieilweise 
andere  für  die  Folge  wichtige  Gesetze  enthalten  , und  überhaupt 
unter  dem  Scheine  grosser. Schwülstigkeit  auf  einfache,  dem  Auge 
gefällige  oder  dem  Gedächtnisse  leiebt  behaltbare  Formen  führen, 
um  dadurch  die  Liebe  zur  Sache,  welche  bei  der  abstracten  Form 
sonst  bald  verschwindet,  in  dem  Lernenden  zu  wecken  und  zu  er- 
halten. Die'  Resultate  beizugeben  hat  der  Verf.  unterlassen.  Er 
beabsichtigt  eine  ähnliche  Sammlung  für  die  unbestimmte  Analytik, 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  höherer  Grade  und  die  Diffcrential- 
und  Integralrechnung  folgen  zu  lassen.  Hier  namentlich  möchte  es 
doch  manchem  Lehrer  wünschenswerth  sein  , wenn  auch  die  Resul- 
tate beigegeben  würden. 

I 

Stufenmässig  geordnete  algebraische  Aufgaben  des 
ersten  Grades  mit  einer  oder,  mehreren  unbekannten 
Grössen,  durch  in  W orte' gefasste  Schlüsse  und  durch 
Gleichungen  auf  möglichst  verschiedene  Weise  aufge- 
löst von  J.  Huf  Schmidt.,  Essen.  1841.  8.  18  ggr. 

Die  Auflösung  algebraischer  Aufgaben  ohne  Gleichungen  durch 
blosses  Raisonnement,  welcher  der  Verf.  in  der  Vorrede  mit  Recht 
das  Wort  redet,  hat  schon  Lbuilier  in  seiner  Anleitung  zur 
Elementar- Algebra.  Tübingen.  1799.,  als  eine  treffliche 
Hebung  des  Scharfsinnes  empfohlen  und  neben  der  eigentlichen  al- 
gebraischen Auflösung  in  Anwendung  gebracht. 

Analysis,  bearbeitet  von  Carl  Iloltxmann , Professor 
an  der  Grossherzo.glich  Badischen  polytechnischen' 
Schule.  Karlsruhe  1840.  8.  2 Tblr. 
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Bloss  die  sogcnaDnte  Analysis  des  Endlichen.  . Aufmerksam 
machen  wir  auf  den  auf  S.  375  ge^benen  auf  geometrischen  Be- 
trachtungen im  Raume  beruhenden  Beweis  des  Fundamentalsatzes 
der  Theorie  der  algebraischen  (ileichungen , 'auf  den  wir  vielleicht 
später  in  diesem  Archive  zurückkommen  werden.  ^ 

Na  vier:  Rdsum^  des  legons  d’analyse  donndesaP^cole 
polytechni  que.  2 Voi.  8.  4 Thlr. 

Duhamel:  Cours  d'analyse  de  Fdcole  poly technique. 
Seconde  partie.  8.  2 Thlr. 

ln  Nr.  405  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd.l7.  S. 
326.J  giebt  Herr  Tb.  Clause u einen  Beweis  des  Fundamentalsatzes 
der  Theorie  der  Gleichungen  in  einem  „Beweis,  dass  die  alge- 
braischen Gleichungen  Wurzeln  von  der  Form  «r-f- 
haben*^  überscbriebenen  Aufsatze.  Dieser  an  sich  sehr  sinnreiche 
Beweis  ist  jedoch  nicht  von  allem  Zweifel  frei , w'cil  er  auf  der 
Theorie  der  Reihen,  insbesondere  auf  dem  Lagrange'schen  Theoreme 
beruhet,  die  bis  jetzt  bekannten  Beweise  des  letzteru  Theorems 
aber  in  so  fern  als  mangelhaft  bezeichnet  werden  müssen,  weil  sie 
die  CoDvergenz  und  Divergenz  der  Reihe  völlig  unberücksichtigt 
lassen.  In  einem  der  folgenden  Hefte  dieses  Archivs  werden  die 
neuesten,  höchst  wichtigen  Cntersuchungen  Caucby's  über  die  La- 
grange^sche  Reihe  mitgetheilt  werden , welche  den  Zweck  haben, 
den  Beweis  dieser  wichtigen  Reihe  in  der  angedeuteten  Beziehung 
gehörig, zu  vervollständigen. 

ln  Nr.  406.  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd.  17.  S. 
351.)  theilt'Herr  Th.  Clausen  den  folgenden  merkwürdigen  Satz 
über  die  Bernoullischen  Zahlen  ohne  Beweis  mit: 

Der  Bruch  der  :»ten  Bernoullischen  Zabl  wird,  so  gefunden: 
Man  .addire  zu  den  Theilern  von  2n  . , , , 1,  2,  a,  a\  a",  . . . . 2x>  die 
Einheit,  wodurch  man  die  Reibe  Zahlen  2,  3,  ce+l,  .... 2/H-l 
bekommt.  Aus  dieser  nimmt  man  bloss  die  Primzahlen  2,  3,  p\ 
u.s.w.  und  bildet  den  Bruch  der  nizn  Bernoullischen  Zahl: 


Das  obere  Zeichen  gilt  für  ein  ungerades,  das  untere  für  ein  gera< 
des  n.  . \ 

J.  J.  Jaclot:  Traitd  et  table  d'addition,  enseignant 
les  proc^d^s  des  calculateurs  les  plus  habiles  pour  faire 
cette  Operation  avec  promptitude  et  prdcision.  Bruxell. 
18.  6 ggr. 

' 1 

Barlotv*8  Tables  of  squares,  cubes,  square  roots, 
cnbe  roots,  reciprocals  of  all  integer  numbres  up  to 
10000.  Stereotype  edition,  examined  and  corrected. 
Royal  12.  8s.  sewed. 

Arithmetical  Täbles.  - By  William  Frost.  18.  6d.  sewed. 
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Sammlung  mathematischer  Tafeln.  Als  neue  und 
völlig  um  ge  arbeitete.  Auflage  von  Georgs  Freiherrn  von 
grösseren  logarithinisch  > trigonometrischen  Ta- 
feln he  rausgegebeu  von  D r.  J.  A.  ' fiülsse,  Ster  eotyp-Aus- 
■ gäbe.  Erster  Abdruck.'  I^eipzig.  Weidmännische  Buch- 
handlung. 18i0.  3 Tbir.  12  ggr. 

Diese  neue  Ausgabe  der  in  ihrer  frühem  Gestalt  uUs  zwei  Thei- 
len  bestehenden  grossem  Vega’sclicn  Tafeln  halten  wir  fiir  ein  in 
jeder  Beziehung  sehr  verdienstliches  rnternehmen,  und  em|)fehlen 
dieselbe  allen  ^fatliematikern  und  allen  Praktikern,  denen  die  Ausfüh- 
rung logaritbmiscb-trigouometrischer  und  anderer Bechniingen  obliegt. 

Die  gänzliche  Ausscbliessung'der  in  der  altern  Ausgabe  enthal- 
tenen astronomischen  Tafeln  ist  dadurch  vollständig  gerechlfertigt, 
weil  diese  Tafeln  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Astronomie 
als  völlig  veraltet  bezeichnet  werden  niiisseu , und  durch  die  ver- 
vollkommuete  Gestalt,  in  welcher' jetzt  die  astronomischen  Egheme- 
riden,  iiuinentlich  das  Berliner  astronomische  Jahrbuch,  die  Con- 
naissatice  des  tems,  die  Elfemeridi  astronomiche  di  Milano  und  der 
Nautical  Almanac  erscheinen,  in  der  Tbat  auch  völlig  entbehrlich 
gemacht  werden.  Durch  diese  Ausscbliessung  der  astronomischen 
Tafeln  ist  es  vorzüglich  möglich  gemacht  worden,  die  Tafeln  in 
der  neuen  Ausgabe  auf  einen  weit  kleinern ‘Raum  zu  reduciren,  und 
auch  den  Preis  bedeuten«!  zu  ermässigen  , da  die  ältere  Ausgabe 
5'rhaler,  die  neue  nur  3 Thaler  und  12  gute  Groschen  kostet,  und 
überdies  haben  die  Käufer  fiir  die  weggelassenen  astronomischen 
Tafeln  durch  Hin^ufugung  einiger  in  der  altern  Ausgabe  nicht  ent- 
haltenen, sehr  nützlichen  Tafeln,  die  wir  nachher  besonders  nam- 
haft machen  wollen,  sehr  reich  liehen  Ersatz  erhalten. 

Die  folgende  Angabe  des  Inhalts  wird  am  besten  zur  Empfeh- 
lung dieser  schöneu  'Tafeln  'dienen. 

Einleitung  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tafeln. 

I.  Tafel  der  gemeinen  oder  briggiseben  Logarithmen  aller  na- 
türlichen Zahlen  von  1 bis  108000. 

' Die 'Einrichtung  dieser  Tafel  ist  die 'gewöhnliche.  Beigefügt 
ist  noch  eine  kleine  Hülfstafel  zur  Verwandlung  der  gemeinen  Lo- 
garithmen in  natürliche,'  und  eine  Hülfstafel  zur  Verwandlung  der 
natürlichen  Logarithmen  in  gemeine. 

II.  Tafel  der  briggiseben  Logarithmen  für  die  Sinus,  Cosinus, 
Tangenten  und  Cotangenten  von  6 bis  90  Grad. 

Auch  diese  Tafel  hat  ihi  Ganzen  die  gewöhnliche  Einrichtung, 
ln  den  5 ersten  Graden  schreiten  die  Winkel  von  10  zu  lOSecunden, 
nachher  von  Minute  zu  Minute  fort.  Wir  bedauern  sehr,  dass  der 
Herausgeber  nicht  durch  den  ganzen  Quadranten  die  Winkel  von 
10  zu  10  8ecunden  wie  z.  B-  in  den  t'allet’schcn  Tafeln  hat  fort- 
schreiten  lassen.  Wäre  dies  der  Fall,  so  würden  seine  Tafeln  allen 
übrigen  vorziehen.  ■ - 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Längen  der  Kreisbögen  für  die 
einzelnen  Grade,  Minuten  und  Secunden. 

III.  Tafel  der  wirklichen  I 

ln  dieser  Tafel  schreiten  dir 

Minute  zu  Minute  fort. 

IV.  ‘ Sebncntafel  für  den  Halbmesser  500  von  0 bis  125  Grad. 

Hülfstafel  zur  V erwandlung  der  Centesimalbogen  in  Sexagesi* 

malbogen. 


^ X/ V«  W ■ t • 

jänge  der  trigonometrischen  Linien, 
lie  VVinkel  ganz  zweckmässig  von 


massig 
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Hülfstafcl  zur  Verwandlung  der  Sexagesimalbog^n  in  Bruclitlieile 
des  (Quadranten.  # , 

V.  Tafel  aller  einfaclicii  Factoren  der  durch  2,  3,  5 nicht  theil- 

baren  Zahlen  von  1 bis  102000  und  der  Primzahlen  von  102000  bis 
400000.  . ' , 

VI.  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  für  alle,  auf  einander 
folgenden  Zahlen  von  1 bis  1000  und  für  alle  Primzahlen  von  lOOO 
bis  10000. 

Die  Logarithmen  sind  in  dieser  Tafel  in  acht  Decimalstellen 
angegeben.  Angehängt  sind  noch  die  Potenzen  von  2 von  der  Isten 
bis  zur  45  steil,  die  Potenzen  von  3 von  der  Istcn  bis  zur  36sten, 
die  Potenzen  von  5 von  der  Istcn  bis  zur  27steu. 

VII.  Potenzen  der  Grundzahl  e des  natürlichen  Logarithmen- 

Systems  für  alle  Hundertel  von  0,01  bis  10  nebst  den  briggischen 
Logarithmen  dieser  Potenzen:  oder  umgekehrte  Tafel  der  natürli- 
chen Logarithmen,  welehe  für  alle  Hundertel  der  natürlichen  I.«ogn- 
ritliinen  von '0,01  bis  10>00  die  zugehörigen  Zahlen  nebst  ihren  ge- 
meinen I.<ogarithmen  enthält.  , ’ 

VIII.  Tafel  der  (Quadrat-  und  Cubikwurzelu  aller  ganzen  Zah- 
len von  1 bis  10000.' 

Die  (Quadratwurzeln  sind  auf  12,  die  Cubikwurzelu  auf  7 Dc- 
cimalstellcn  berechnet. 

-!  Angehängt  sind  einige  in  Decimalbrüche  verwandelte  oft  vor- 
kommende Coefiieienten  unendlicher  Reihen  nebst  ihren  Logarithmen. 

IX.  Potenzen-Tafel,  enthaltend: ' i 

A.  Die  ersten' 11  Potenzen  aller  Zahlen  von  0,01  bis  1,00. 

B.  Die  ersten  9 Potenzen  aller  Zahlen  von  1 bis  100. 

C.  Die  ersten  3 Potenzen  aller  Zahlen  von  1 bis  1000. 

D.  Die  ersten  100  Potenzen  von  1,01;  1,02;  1,025;  1,0275;  1,03; 

I, 0325;  1,035;  1,0375;  1,04;  1,045;  1,05  und  1,06. 

B.  Die  ersten  lOO  Dotenzen  von  i;ös5 

1 ; 1 . 1 - 1 1 ^ j 1 

J, Ü325’  1,035  *’  1,0375’  1,04’  J, 045’  1,05  1,06’ 

F.  Die  Summationen  der  auf  einander  folgenden  VVerthe  der  Tafel  jD. 

G.  Die  Summationen  der  auf  einander  folgenden  Werthe  der  Ta- 

fel  .E*.  / 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Zeiten,  in  denen  sich  ein  durch 
zusammengesetzte  Zinsen  wachsendes  Kapital  vervielfältigt. 

X.  Mortalitäts- Tafeln. 

Angehäiigt  sind  zwei  Hülfstafelii  zur  Verwandlung  des  Duode- 
cimalmaasses  in  Decimalinaass,  und  des  Decimalniaasses  in  Duode- 
cimalmaass.  ’ 

XI.  Tafeln  zur  Vergleichung  der  gebräuchlichen  Maasse  uud 

Gewichte.  ‘ ’ 

XII.  Erweiterte  Gaussische  Tafel  zur  Berechnung  eines  Loga- 
rithmen der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen,  deren  Logarith- 
men nur  gegeben  sind. 

Angellängt  ist  endlich  noch  eine  Tafel  zur  Erleichterung  des 
Einschaltens  oder  Interpolirens  unter  der  Deberschrift  Interpolations- 
Tafel,  und  den  Beschluss  macht  eine  Tafel  einiger  oft  vorkommeu- 
den  Zahleuwerthe  und  der  Logarithmen  derselben,  wie  z.  B.  der 
,Werth  von  tt,  log  vulgär,  log  iiatTr,  der  Werth  von  log  vulg 
log  nat  und . mehrere»  Andere,  . 0 
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Die  Tafeln  IV,  VIII,  ein  Theü  der  Tafel  IX,  die  Tafeln  X,  die 
Tafeln  XI  und  vor  allen  die  Tafeln  Xll  sind  neu  liinzugekommen. 

Nimmt  man  hierzu  nun  noch , / dass  diese  Tafeln  auf  schönes 
Papier  mit  nicht  zu  kleinen,  scharfen  und  deutlichen  Lettern  ge- 
druckt'sind,  wodurch  sie  sich  namentlich  vor  den  Callet'schen  Tafeln, 
deren  Druck  viel  kleiner  und,  wie  Jeder,  der  diese  Tafeln  oft  und 
viel  gebraucht  hat,  aus  Erfahrung  wissen  wird,  angreifend  für  die 
Augen  ist,  sehr  vortheiihaft  auszeichnen , so  wird  man  gewiss  un- 
sere oben  ausgesprochene  Ceberzeugung,  dass  diese  Tafeln  ein  sehr 
verdienstliches  und  der  Empfehlung  sehr  würdiges  Unterpehmefl 
sind,  theilen,  und  auch  den  Preis  jedenfalls  sehr  massig  finden. 

Für  möglichst  genaue  Correctur  haben  ausser  dem  Herausgeber 
die  Herren  Dr.  Brandes  und  Michaelis  Sorge  getragen. 

Logarithmische  Tafeln  der  Nummer  - Logarithmen 
(1  — IpWOl,  der, Sinus  und  Tangenten  in  Graden  und  Mi- 
nuten, aer  Tabelle  zur  Findung  des  Log.  der  Summe 
oder  Differenz  zweier  Zahlen,  welche  selbst  nur  durch 
'ihre  Log.  gegeben  sind,  und  einiger  anderer  Hülfsta- 
feln.  Auf  eine  neue  Weise  geordnet  und  herausgegeben 
von  Meldola,  Lehrer  des  kaufmännischen  Rechnens 
und  der  mathematischen  Wissenschaften.  Mit  einer 
Vorrede  vom  Conferenzrath  Schumacher.  Altona.  1840. 
8.  16  ggr. 

Herr  Conferenzrath  Schumacher  spricht  sich  in  seinem  Vor- 
worte über  diese  Tafeln  auf  folgende  Art  aus:  „Herr  Meldola 
wollte  die  Logarithmen  mit  5 Decimalen  in  einen  kleinern  Raum 
bringen,  und  sie  dadurch  bequemer  zum  Gebrauche  und  wohlfeiler 
machen.  Da  gerade  diese  Logarithmen  sehr  häufig ' Anwendung 
finden,  so  kann  ein  solches  Unternehmen,  gut  ausgetührt,  nur  den 
Rechnern  angenehm  sein,  und  dass  er  es  gut  ausführen  und  vor- 
züglich für  correcten  Abdruck  sorgen  werde,  verbürgt  sein  Fleiss 
und  sein  Streben  nach  Genauigkeit.  Die  Gaussischen  Tafeln 
um  den  Logarithmen  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  zu 
finden,  die  selbst  nur  durch  ihre  Logarithmen  gegeben  sind,  hat  er 
auf  den  Wunsch  des  Herrn  Geheimeraths  Bessel  hinzugefUgU^ 
Dem  ürtheile  eines  so  competenten  Richters,  wie  Herr  Conferenz- 
rath Schumacher  ist,  haben  wir  nur  noch  hinzuzufügen,  dass 
diese  Tafeln  auf  gutes  Papier  mit  scharfen  und  deutlichen  Lettern 
gedruckt  sind,  und  gewiss  verdienen,  von'  den  Rechnern  häufig  und 
neissig  gebraucht  zu  werden. 

Tabeller  i Mathematiska  Aronen.  Utgifne  af  E.  A. 
Bj«  rkman.  I Twenne  Delar.  Förra  Delen.  Logarithmiska 
och  trigonometriska  Tabeller.  Stockholm.  1840.  16. 

1 Rdr.  36  Sk.  (Tafeln  über  mathematische  Gegenstände,  herausg. , 
von  E.  A.  BjÖrkman.  ln  zwei  Theilen.  Erster  Theil.  Logarithmi- 
sche und  trigonometrische  Tafeln). 

« \ 

, / 

Populationistik'  oder  Bevölkerungswissenschaft  von 
Ch,  Bernoulli^  Professor  zu  Basel.  Erste  Hälfte.  Allge- 
meine Bevölkerungsstatistik  oderVerhältnisse  der  Leben- 
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deo,  Gebornen,  Vereh eiichten  und  Sterbenden.  IJ im  1840. 
8.  1 Thlr.  21  ggr. 

(Gehört  der  Politischen  Arithmetik  wegen  hierher.) 


. . Geometrie. 


Euclids  Elemente  fünfzehn  Bücher,  aus  demGriechi* 
sehen  übersetzt  von  J.  F.  Lorenz.  Aufs  neue  herausge- 
geben nebst  einem  Anhänge  von  M.  C.  Dippe.  Sechste 
verbesserte  Ausgabe.  Halle. 1840.  8.  1 Thlr.  8 ggr. 

The  Elements  of  Euclid:  viz.  the  fii;st  six  Books, 
together  with  the  Eleventh  und  Twelfth.  Printed  with  a 
few  Variations,  and  additional  References,  from  the 
Text  of  R.  Simson^  M.  D.  Carefully  corrected  by  May- 
nard.  New  edit.  18.  6s.  bound. 

f • 

/ 

The  Elements  of  Euclid:  the  first  six  Books  and  the 
Eleventh  and  Twelfth.  Edited,  in  the  Symbolical  Form, 
by  R.  Blakelock^  M.  A.  18.  6s.  6d.  boards;  7s.  bound. 

The  first  six  Books  of  the  Elements  of  Euclid,  with 
a Commentary  and  Geometrical  Exercises.  Towhich  are 
annexed  aTreatise  on  solid  Geometry,  and  short  Essays 
on  the  Ancient  Geometrical  Analysis,  and  the^Theory 
of  Trans  Versals.  For  the  use  of  Schools  and  Uni- 
versities.  By  Dionysius  Lardner^  LL.  D.  7th.  edit.  8,  7s. 
boards. 

EuclidisProportionslära  med  för  klarin  gar;  utgifwen 
af  P.  N.  Ekmao,  Doecns  i Mathematiken  wid  Upsala  Uni- 
versitet.  Stockholm  1840.  8.  16  Sk.  ^uclids  Proportions- 
lehre mit  Erklärungen;  herausgegeben  von  P.  N.  Ekman,  Docent  der 
Math,  an  der  Univ.  zu  Upsala). 

« 

Lehrbuch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim  Unter- v 
richte  an  höhern  Bürgerschulen  und  ähnlichen  Lehran- 
stalten, von  W.  Mink,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  höhern 
Stadtschule  zu  Crefeld.  Crefeld  1840.  20  ggr. 

Ein  für  seinen  Zweck  sich  recht  wohl  eignendes  elementares 
Lehrbuch,  welches  übrigens,  was  der  Titel  unerwähnt  lässt,  auch 
die  Elemente  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  enthält 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  technische  Lehranstal- 
ten und  Gymnasien  von  H.  Rose.  Erster  Theil.  Die  ebene 
Geometrie.  Nürnberg  1840.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 
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System  der  Geometrie.  Lehrbuch  für  akademische 
Vorträge  und  höhere  Cnterrichts - Anstalteji  von  Dr.  A. 
Arneth.  Von  den  geraden  Linien  in  der  Ebene.  Erste 
und  zweite  Abtheilung.  Stuttgart  1840.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Hauptsächlich  den  Ansichten  von  Schweins  folgend  beabsich- • 
tigt  der  Verf.  ein  vollständiges  System  der  Geometrie  zu  liefern, 
kleidet  dieselbe  aber  gleich  vom  Anfänge  an  in  ein  rechnendes'Ge> 
wand,  wodurch  freilich  ihr  schöner  synthetischer  Churacter  ganz  ver- 
loren geht,  wenn  auch  auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leugnen  itt,' 
dass  durch  den  von  dem  Verf.  betretenen  Weg  allerdings  eine  Ver- 
einfachung des  Systems  erreicht  wird.  • 

Geometrische  Untersuchungen  -zur  Theorie  der  Pa-  \ 
rallellinien  von  N.  Lobatschewsky;  Berlin  ,1840.  12  ggr. 

Anleitung  zur  Auflösung  geometrisch  er  Aufgaben 
von  Dr.  Ch.  Nagel.  Ulm.  1840.  10  ggr. 

Ueber'die  symmetrischen  K re is vielecke  von  ungera- 
der Seitenzahl  von  J.  H.  T.  Müller.  Gotha  1840.  4.  0 ggr. 

Eine  sehr  lesenswerthe  Abhandlung. 

Betrachtungen  über  verschiedene  Gegenstände  der. 
neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anger,  Professor  am  Gym- 
nasium und  Direktor  de"r  Königlichen  Gewerbeschule 
zu'Danzig.  Erstes  Heft. ‘Einleitung.  Theorie  der  Aehu- 
lichkcitspunkte.  Danzig  1839.  4.  8 ggr. 

Der  Gedanke,  welchem  (iiese  Schrift  ihre  Entstehung  verdankt, 
kann  ein  sehr  glücklicher  genannt  werden.  Herr  Professor  und  Di- 
rector  Anger  in  Danzig  h^eahsichtigt  nämlich,  in  einzelnen  nach 
und  nach  erscheinenden  Heften  verschiedene  Gegenstände  der  soge- 
nannten neuern  Geometrie  auf  eiue  möglichst  elementare  Weise  zu 
behandeln,  und  so  die  merkwürdigen  Entdeckungen  von  Gergonne, 
Poncelct,  Steiner  u.  A.  einem  grösserii  Publicum  auf  möglichst 
leichte  Art  zugänglich  zu  machen,  wodurch  Herr  Professor  Anger 
sich  unstreitig  ein  wesentliches  Verdienst  um  die  grössere  Verbrei- 
tung dieses  schönen  Theils  der  Mathematik , und  dessen  sehr  zu 
wünschende  Einführung  in  den  geometrischen  Elementarunterricht 
erwerben  wird.  Zweckmässig  würden  wir  übrigens  die  völlige 
Ausschliessung  der  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie aus  diesen  Heften  ßnden,  deren  schnelles  Aufeinanderfolgen 
Jedenfalls  sehr  wünschenswerth  ist.  ' • . 

• I I 

Lefebure  de  Fourey:  Le^ons  de  Geometrie  analy- 
tique.  4.  ddit.  8.  2 Thlr.  21  ggr.  ‘ 

Analytische  Geometrie  im  Raum,  enthaltend  dieFlä- 
chen  zweiter  Ordnung,  nebst  der  allgemeinen'Theorie 
der  krummen  Flächen  und  der  Linien  von  doppelter 
Krümmung  von  C.  F.  A.  Leroy  ^ übersetzt  nach  der  zwei- 
ten, verbesserten  und  vermehrten  Auflage  von  E,  F, 
Kauffmann.  Stuttgart  1840.  _1  Thlr.  9 ggr. 

ln  Nr. 408.  der  astronomischen  Nachrichten (Bd.  17.S.374). 
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beendet  sich  ein  höchst  Icsenswerther  Aufsatz  des  Herrn  S.  Lö- 
wenstern über  die  Transformation  der  rechtwinkligen 
Co o r d i n i! te n . welcher  den  Zweck  hat,  das  Aufiluden.  der  üblich- 
sten Transformationen  der  rechtwinkligen  Coordiiiaten  zu  erleichtern. 


Praktische  Geometrie. 


Francoeur:  Göodösie,  ou  traitd  de  lafiguredc  laterre 
et  de  ses  partles.  2.  e4it.  8.  2 Tlilr.  21  ggr. 

' % ' 

Clerc:  Essai  sur  les  elemens  de  la  pratique  des  levers 
topographiques.  l.volume.  8.  öThlr. 

Duhousset:  Application  de  la  tr^om^trie  klatopogra- 
phie,  2.  edit. ' Paris.  8;  10  Fr. 

» ’ I 

An  Introduction  to  Meiisuration  and  Practical  Geometry:  with 
Notes,  containing  the  Reasön  of  every  Rule.  By  J.  Bonnycastle, 
late  Professor  of  Mathematics  in  tbe  Royal  Military  Academy,  IVool- 
wicb,  18.  edit.  corrected  and  improved  by  S.  Maynard.  4 s.  0 d. 
bound. 

ln  Nr.410  der  astronomischen  Nachrrditen  (Bd. 18.  S. 26.) 
befindet  sieb  ein  Aufsatz  des  Herausgebers  dieses  Archivs:  Bemer- 
kungen über  trigonometrische  Nivellements,  insbeson- 
dere über  die  terrestrische  Strahlenbrechung,  von  Dr. 

J.  A.  Grunert,  in  welchem  derVersuch  gemacht  wird,  eine  Methode 
anzugeben',  mittelst  welcher  man  genauere  und  zuverlässigere  Be- 
stimmungen des  Coefficienten  der  terrestrischen  Struhleubrecbung 
erhalten  kann,  als  durch  die  bisherigen  Methoden. 

H.  JL.  Smalians ^ Königl.  Preuss.  Oberforstmeisters  etc.  ^ 
Baumhöhenmesser  und  einfaches  Verfahren  der  Baum- ^ 
messung  und  Holzbcrechnung  für  Forstmänner,  Bau- 
herrn und  Uolzhändler.  Stralsund  1840.-  12  ggr. 

Enthält  die  Beschreibung  eines  sehr  einfachen  Baumhöhenmes-' 
sers,  der  zugleich  auch  als  Kreuzscheibe  gebraucht  werden -kann, 
und  den  der  Herausgeber  aus  eigener  Kenntniss  und  nach  selbst 
gemachtem  Gebrauche  empfehlen  kann.  Er  ist  in  der  Löfller'scben 
Verlagshandlung  zu  Stralsund  für  den  sehr  geringen  Preis  von 
1 Tbir.  15  Sgr.  zu  haben,  und  dürfte  selbst  ein  für  Schulen  instruc- 
tives,  sinnreich  eingerichtetes  Instrument  scyn.  Seine  Theorie  setzt 
nur  die  Lehre  von  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke  voraus  und  der 
obigen  Beschreibung  wird  ein  Exemplar  auf  starkem  Kartenpapier 
beigegeben. 
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Trigonometrie. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonpmetrie  und  Polygono- 
metrie  von  Friedrich  Pross,  Professor  der  Mathematik 
an  der  Königlichen  polytechnischen  Schule  zu  Stutt- 
gart. 1840.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Eine  recht  vollständige“  und  sehr  deutliche  Darstellung  der  ehe* 
nen  Trigonometrie  und  rolygonometrie  mit  vielen  Anwendungen 
auf  Geodäsie  und  einer  grossen  Anzahl  vollständig  ausgerechneter 
numerischer  Beispiele,  die  zum  Theil  aus  wirklich  ausgefübrten 
Messungen  entnommen  sind  , in  welcher  Beziehung  daher  das  Buch 
insbesondere  Praktikern  empfohlen  zu  werden  verdient.  Die  gonio- 
metrischen  und  cyclometrischcn  Reihen  bat  der  Verf.  auch  aufge> 
nommen,  dabei  aber  nie  die  Bedingungen  der  Convergenz  und  Di- 
vergenz berücksichtigt,  weshalb  die  Behandlung  dieser  "wichtigea 
Lehre  keineswegs  ^dem  neuern  Zustande  der  Mathematik  und  den 
jetzigen  Anforderungen  entspricht.  Aber  auch  abgesehen  hiervon 
müssen  wir  den  auf  8.  56  und  57  gegebenen  Beweis  der  bekannten 
Reihen  für  sin  oc  und  cos  oc  für  völlig  ungenügend  und  verfehlt  er- 
klären. Von  der  Reihe 

e*  = H-Y-+- + 


die  als  aus  der  Analysis  bekannt  angenommen  wird,  ausgehend, 
zeigt  nämlich  der  Verf.,  dass  die  Ausdrücke 


2 ^ 


eA/—ii  — 

und  r-;= 


die  er  der  Kürze  wegen  durch  M und  N bezeichnet,  und  die  Func- 
tionen cos  und  sin  a:  gewisse  Eigenschaften,  wie  z.  B. 

A/*  “H 1 und  cos  jp* sin  = 1, 

I 

ferner  A/==l , A^=0  fdr.:r==0,  und  cos.r=l  , sin.a?=:0  für 
o:=0,  mit  einander  gemein  haben,  und , schliesst  dann  auf  S.  57 
auf  folgende  Art: 

,,Die  Ausdrücke  M und  N haben  also  ganz  die  Eigenschaften 
von  cosor  und  sin  .z:*,  woraus  demnach  folgt,  dass: 


eA^—\  -I-  aV— 1 


cx)/—\ 

cosÄT  und ö7-^= = 8inÄ:. 


Man  hat  also: 
sin  a:  = 


a:  — 


_ 

2.S 


X* 


2.3. 4. 5 

X* 


cos  X — : 1 — -4-  _ „ ^ 

* 2 ^ 2.3.4 


2. 3. 4.5. 6. 7 

X* 

273.4.5.6 


• > 
I 


Daraus  aber,  dass  Functionen  gewisse  Eigenschaften  mit  ein- 
ander gemein  haben,  kann  man  doch  wohl  nicht  auf  ihre  Gleichheit 
im  Allgemeinen  schliessen!  Solche  falsche  Schlüsse  verwirren  nur 
den  Anfänger  und  erzeugen  falsche  Begriffe. 
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Wir  können  nicht  umhin  ^ dem  Herrn  Verfasser  rücksichtlich 
der  Convergenz  und  Divergenz  'der  Reihen  die  weiter  nuten  an- 
geführte Stelle  aus  einem  Briefe  des  leider  zu  früh  verstorbenen 
trefflichen  Abel  an  seinen  Lelirer,  den  Professor  Holmboe  in 
Christiania  recht  dringend  an's  Herz  zu  legen. 

ln  der  im  Eingänge  namhaft  gemachten  Rücksicht  wird  das 
Buch  aber  doch  Nutzen  stiften. 

Die.  sphärische  Trigonometrie  in  analytischer  Dar- 
stellung nebst  einem  An  bange  grössten  Theils  neuer  ffo- 
niometrischer  Formeln  von  Carl  Breymann.  Wien  1^0. 
8.  12ggr.  ^ . 

Die  Schrift  kann  Anfängern  wegen  ihrer  deutlichen  tind  voll- 
ständigen Darstellung  empfohlen  werden.  Die  Lehre  vom  sphäri- 
schen Excess  hätte  der  Verf.  aber  doch  auch  aufnehmen  sollen,  da 
dieselbe  für  die  Geodäsie  so  höchst  wichtig  ist. 

(Die  trigonometrischen  Tafeln  s.  unter  Arithmetik.) 


Mechanik. 


De  motu  corporum  libere  cadentium.  Particiila  I. 
historiam  hujus  scientiae  continens.  Scripsit  Dr.  C.G.  A. 
Becker.  Vratislaviae  1840.  4.  8ggr. 

Boucharlat:  Eldmcns  de  Mdcanique.  3.  ddit.  8.  3Thlr. 


Praktische  Mechanik. 


* 

Die  Mechanik  oder  Anleitung  zur  praktischen  Ma- 
schinenkunde und  zur  Beurtheilung  und  Leitung  be- 
wegender Kräfte.  Aus  dem  Engl,  nach  Chambers  Erzie- 
hungs-Cursus  übers,  vom  Professor  Dr.  Mensing.  Erfurt. 

Gr.  12.  12  ggr. 

Allgemeine  Maschinen-Encyclopädie,  im  Verein  mit 
G.  Altmüller  und  A.  Burg  (Proff.  am  polyt.  Inst,  zu  Wien), 
Th.  Fischer  (Maschinenmeister)  und  M.  F.  Gätzschmann 

iProf.  an  der  Bergakademie  in  Freiberg),  C.  G.  Hummel 
Lector  an  der  polytechn.  Lehranstalt  in  Copenhagen), 

K.  Karmarscb  (Director  der  Gewerbschule  in  Hanover), 

F.  Reich  (Professor  an  der  Bergakademie  in  Freiberg),  ' 
J.  Schneider  (^rof.  am  Coli.  Carol.  in  Braunschweig),  J. 

A.  Schubert  (Prof,  an  der  technischen  Bildungsanstalt) 
und  E.  Weinlig  (Ingenieurlieutenant  in  Dresden),  Dr.  A. 
Weinlig  (in  Leipzig),  J.  Weisbach  (Prof,  an  der  Bergaka- 
demie in  Freiber^  herausgegeben  von  Dr.  lul,  Ambr,  " 
HüI«4€,  Leipz.  1840.  8.  1.  u.  2.  Lief,  mit  Atlas  in  Folio  5Thlr.8ggr. 
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• I • « 

' Von  diesem  Werke ,<  welches  für  praktisclie  Mechuuik  wichtig 
zu  werden  verspricht,-  sind  uns  bis  jetzt  zwei  Lieferungen  zugegan* 
'gen,  die  schon  mehrere  sehr  ausführliche  und  lehrreiche  Artikel 
enthalten.  > 

Poncelet:  Introduction  a la  mecanique  industrielle 
physique.  2.  ^dit.  8.  2 Thir,  16  ggr. 

Lanz  et  lletancourt:  Essai  sur  la  composition  des 
machines.  3.  ddit.  4.  6 Thir, 

I ^ , 

D’Aubuisson  de  Voisins-;  Traite  d’hyd  ruulique  a 
fusage  des  Ingenieurs.  2.  ddit.  Paris.  8.  0 Fres. 

I 

Pipbert  et  Tardy:  Expdricnces  sur  les-  roues  hydrauliques  ' 
a axe  vertical,  et  sur  Tdcoulement  de  l’eau.  8.  l-  Thlr.  14  ggr. 

Andrauü:  De  fair  comprime  et  dilatd  comme  moteur. 
Paris.  8.  3 Fres. 

Urban  Jiirgensens  allgemeine  Grundsätze  der  ge- 
nauen Zeitmessung  durch 'th reu  oder  Zusammenfassung 
''der  Grundsätze  des  Uhrenbaues  zur  sorgfältigsten  Zeit- 
messung, mit  einem  Anhänge  versehen,  enthaltend  zwei 
Abhandiuiigen  Uber  die  Uhrinachcrkunst  und.  Beschreib  ' 
buug  eines  sehr  genau  gehenden  31etalIthermumeterS‘.  > 
Nach  der  zweiten  durch '^Ludwig  Urban  Jürgensen  be- 
sorgten und  vermehrten  Ausgabe  deutsch  bearbeitet. 
Leipzig  1840;  4.  3 Thlr.  12  ggr. 


Astronomie. 


» 

Traitd  dldmentaire  de  Physique  celeste,  ou  Precis 
d'Astronomie  tlidorique  et  pratique,  servant  d'iiitroduc- 
tion  k l’etude  de  cette  Science,  par  G.  de-  P(*ntecoulan.t, 
Ouvrage,  destin^  aux  personn  es  peu  versdesdans  fetude 
des  Sciences  mathematiques  T.  I.  11.  Paris  1840.  8.  4*- Thlr. 

Ein  gut  geschriebenes  populäres  Lehrbuch  der  Astronomie,  das 
nur  die  elementarsten  mathematischen  Kenntnisse  voraussetzt,  ,uud 
für  die  Liebhaber  der  französischen  Literatur,  eine  willkommene 
Erscheinung  seyn  wird,  da  es  die  Hauptlehren  der  Astronomie  deut- 
lich und  ziemlich  vollständig  vorträgt.  Etwas  mehr  hatten  wir  je- 
doch in  einem  solchen  Buche  über  die  Fixsterne  zu  finden  geglaubt, 
denen  nur  das  bloss  drei  Seiten  lange  dreizehnte  Kapitel  gewidmet 
ist.  ln  Deutschland  besitzen  wir  schon  mehrere  seur  vorzügliche 
Schriften  ähnlichen  Inhalts.  Dem  zweiten  Theile  sind  einige  Noten 
mathematischen  Inhalts  über  die  Verwandlung  der  Rectasccnsion  und 
Declination  in  Länge  und  Breite  und  umgekehrt , über  die  Parall- 
axenrechnung, über  die  Bestimmung  der  grössten  Mittelpunktsglei- 
chung  der  Sonne  durch  Beobachtungen , über  die  elliptische  Bewe-  - 
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ffuiig;,  ^iber  die  Berechnung  der  Planetenbahnen,'  über  das  Gesetz 
der  allgemeinen  Gravitation , über  die  Werthe  der  Massen  der  Pla> 
neten,  über  die  Gestalt  der  Erde,  über  die  Veränderung  der  Schwere 
und  der  Länge  des  Secundenpendcls  beigefügt,  in  denen  wir  nichts 
Neues,  was  liier  einer  besondern  Mjttheilung  werth  wäre,  gefun- 
den haben. 

* Handbok  iPractiska  Astronomien  af  S.  A.  Cfonstrand. 
Första  Häftet.  Till  ledning  utider  föreläsningarna  wid 
<1  e t li ö g re  Militär-Läro werket  pä  Marie b erg.  Stockholm; 
18i0.  §.  I Kdr.  32sk.  (Handbuch  der  praktischen  Astronomie 
von  S.  A.  Cronstraud.  Erstes  Heft.  Zum  Leitfaden  bei  den  Vorle-" 
sungeu  an  der  hohem  Militärunterricbtsanstalt  auf  MariebergJ. 

!’  Jahrbuch  für  1840.  Heräusgegeben  von  H.  C.  Schu~ 
mache Beiträgen  von  Bessely  Erman,  Mädler  und 
Oihers.'  Stuttgart  und  Tübin  gen.  1840.  8.  2 Tlilr. 

Die  Einrichtung " des  astronomischen  Theils  dieses  Jahrbuchs' 
kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Aufsätze,  welche  die- 
ser Jahrgang  enthält,  sind  folgende: 

Ueber  Maass  und  Gewicht  im  Allgemeinen  und  das  preussische 
Längenmaass  im  Besonderen  von  F.  W.  Bessel. 

Ueber  die  Weltstellung  der  Körper  unseres  Sonnensystems  von 
Mädler. 

Ueber  die  neuern  Sternbilder  von  Olbers.  ' 

Untcrsudiungen  über  den  Einfluss  des  Monds' auf  die  W'^itte- 
rung  vou  Mädler. 

Ueber  meteorologische  Bisobachtungen  auf  einer  Seereise  um 
die  Erde  von  A.  Erman. 

Besonders  machen  wir  auf  den  Aufsatz  von  Bessel  aufmerk- 
sam, in  welchem  ausführliche  Nachricht  über  die  Maassregeln  er- 
lheilt wird,  welche  vor  Kurzem  in  Preussen  zur  Festsetzung 
der  Einheit  des  preussischen  Längenmaasscs  und'  Behufs  der 
leichten  Erlangung  sehr  genauer  Copien  derselben  ergriffen 
worden  sind.  Ueber  diesen  wichtigen  und  allgemein  interessanten 
Gegenstand  verbreitet  sich  auch  ein  Aufsatz  von  Bessel  in  den 
Astronomischen  Nachrichten.  Band  17. ' Nr.  307. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für ' 1842.  - Berlin. 
1840.  8.  2Thlr.  16  ggr.  ^ ‘ ' 

Enthält  folgende  Abhandlungen:  ' • • • • • > 

Ueber  die  Einrichtung  des  Jahrbuchs.  Geographische  Lage  der 
Hauptstcrnwart«*n,  zusammengestcllt  von  Dr.  WiHiers: 

Ueber  die  V'orausberechnung  der  Planetendurchgänge. 

Ueber  zwei  nautische  Aufgaben.  1.  Berechnung  der’ nauHschen" 
Aufgaben  nach  den  Grundsätzen  der  runden  Schifffahrt;  2.  Die  ge- 
wöhnlichen Methoden  der  Seefahrer  zur  Kcduction  der  Monddistanzen. 

In  dem  letzten  Aufsatze  sind  fünf  verschiedene '.Methoden  zur 
Reduction  der  Monddistanzen  zusammengestellt  und  bewiesen;  die 
beiden  ersten  sind  völlig  genau  , die  drei  letzten  sind  Näherungs- 
methoden. * ' 

ln  der  Hoffnung,  dass  vielen  Lesern,  die  dieses  treffliche  Jahr- 
buch nicht  besitzen,  dadurch  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  wer- 
den wird,  wollen  wir  im  Folgenden  das  von  Herrn  Dr.  Wolfers  mit 


Digitized  by  Google 


14 


grosser  Sorgfalt  and  kritischer'  Genauigkeit  zusammengestellte  Ver- 
zeichniss  der  Hauptsternwarten  nebst  ihrer  geographischen  Lajre 
mittheilen,  da  dies  die  Punkte  auf  der  Erdoberdäche  sind,  deren 
geographische  Positionen  gegenwärtig  als  am  genauesten  bestimmt 
angesehen  werden  können. 


Name  des  Orts. 


Geograph.  Breite 
nördlich 
— südlich 


Länge  v.  Berlin  in 
Zeit,  -h  westlich 
— östlich 


Östl.  Länge 
von  Ferro 
iii  Bogen. 


Abo  . 

Altona 

Berlin 

Bonn 

Bremen 

Breslau 

Brüssel 

' Cambridge  . . . 
Christiania  . . . 
Copenhagen  . . . 

Cracow 

Dorpat 

Dublin 

Edinburg  . . . . 

Florenz  

Gotha 

Göttiugen  . . . . 
, , Greenwich  .... 
Hamburg  .  *  * . . 
Helsingfors  . . . 
Königsberg  . . . 
Kremsmünster.  . 
Mannheim  .... 
Marseille  .... 

Mailand 

München 

Neapel 

Nicoiajew  .... 

Padua  

Palermo 

' Paramatta  .... 

Paris 

• Petersburg  . . . 

Pulkowa 

Prag 

^%OIU 

Speyer  ...... 

Stockholm .... 

. Turin 

Upsala 

Vorgeb.  d.  g.  H.  . 
Warschau  .... 
Wien 


“H60 

°26'56' 

'.8 

— 0^  35' 33' 

',3 

39 

*5ü 

'49' 

5 

+ 53 

32  45, 

3. 

-1-0 

13  48, 

9 

27 

36 

16, 

1 

-^52 

' 30  16, 

0 

0 

0 0 

31 

3 

30, 

0 

+ 50 

44  8, 

6 

Hh  0 

25  8, 

5 

24 

46 

22, 

5 

4-53 

4 36, 

0 

-1-  0 

18  19, 

7 

26 

28 

34, 

5 

4“51 

6 30, 

0 

— 0 

14  34, 

4 

34 

42 

6, 

0 

4-50 

51  10, 

8 

H-'O 

36  7, 

0 

22 

1 

45, 

0 

4-52 

12  51, 

8 

-f-0 

53  12, 

0 

17 

45 

30, 

0 

4-  59 

54  42, 

4 

-f-  0 

10  35, 

7 

28 

24 

34, 

5 

4-55 

40  53, 

0 

-f-0 

3 16, 

3 

30 

14 

24, 

8 

4“  50 

3 50, 

0 

— 0 

26  15, 

Ihr 

a 

37 

37 

22, 

5 

+ 58 

22  47, 

1 

— 0 

53  19, 

5 

44 

23 

22, 

5 

4-53 

23  13, 

0 

-f-1 

18  57, 

5 

11 

19 

7, 

5 

4-  55 

57  23, 

2 

-1-1 

6 19, 

1 

14 

28 

43, 

5 

-f-43 

46  40, 

8 

-f-  0 

8 32, 

0 

28 

55 

30, 

0 

4-50 

56  5, 

o 

-1-  0 

10  39, 

1 

28 

23 

43, 

5 

4-  51 

31  47, 

9 

-HO 

13  49, 

0 

27 

36 

15, 

0 

4-  51 

28  39, 

0 

"H  0 

53  35, 

a 

17 

39 

37, 

5 

-1-53 

33  5, 

0 

-H  0 

13  40, 

9 

27 

38 

16, 

5 

4-  60 

9 42, 

3 

— 0 

46  16, 

0 

42 

37 

30. 

0 

“1-  54 

42  50, 

4 

— 0 

28  25, 

0 

38 

9 

45; 

0 

4-48 

3 24, 

0 

— 0 

2 56, 

9 

31 

47 

43, 

5 

4-49 

29  13, 

7 

-H  0 

19  44, 

1 

26 

7 

28, 

5 

-1-43 

17  49, 

0 

— H 0 

32  6, 

0 

23 

2 

0, 

0 

4-45 

28  0, 

7 

-HO 

16  49, 

2 

26 

51 

12, 

0 

4-48 

8 45, 

0 

-HO 

7 9, 

0 

29 

16 

15, 

0 

4-40 

51  46, 

6 

— 0 

3 24, 

8 

31 

54 

42, 

0 

4-46 

58  20, 

6 

— 1 

14  19, 

.6 

49 

38 

24, 

0 

4-45 

24  2, 

0 

-H  0 

6 5, 

7 

29 

32 

> 

4, 

5 

4-38 

6 44, 

0 

-H  0 

0 9, 

9 

31 

1 

1, 

5 

— 33 

48  49, 

8 

— 9 

10  30, 

8 

168 

41 

12, 

0 

-1-48 

50  13, 

0 

-HO 

44  14, 

0 

20 

0 

0, 

0 

4-59 

56  31, 

0 

— 1 

7 44, 

0 

47 

59 

30, 

0 

-1-59 

46  18, 

0 

— 1 

7 49, 

2 

48 

0 

48, 

0 

-1-  50 

5 18, 

5 

— 0 

4 9, 

3 

32 

5 

49, 

5 

-1-41 

53  54, 

0 

-HO 

3 40, 

8 

30 

8 

18, 

0 

-1-49 

18  55, 

2 

-H  0 

19  49, 

0 

26 

6 

15, 

0 

4-59 

20  31, 

0 

— 0 

18  39, 

3 

35 

43 

19, 

5 

-1-  45 

4 6, 

0 

— H 0 

22  47, 

1 

25 

21 

43, 

5 

-1-59 

51  50, 

0 

— 0 

16  59, 

3 

35 

18 

19, 

5 ' 

— 33 

56  3, 

0 

— 0 

20  19, 

5 

36 

8 

22, 

a 

"+•  52 

13  1, 

0 

— 0 

30  17, 

0 

38 

7 

45, 

0 

-1-  48  ' 

12  35, 

0 

— 0 

11  56, 

4 

34 

2 

36, 

0 

V 
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Jahrbuch  der  K.  Sternwarte  bei  München  für  1840. 
Herausgegeben  von  J.  Lamont.  München.  1840.  12.  J Thlr.  - 

Astronomisches  Jahrbuch  für  physische  und  natur- 
historische Himmelsforscher  und  Geologen  u.s.w.  Her- 
ausgegeben von  Fr,  V,  P.  Gruithuiseu,  ordentlichem  Prof, 
der  Astronomie  zu  München.  DrittesJahr*  München  1840. 
8.  2 Thlr.  lö  ggr. 


Physik. 


Lam^:  Cours  de  Physique  de  P^cole  polytechnique. 
2.  ^dit.  SVolumes.  6 Thlr.  16  ggr. 

Peyr^:  Cours  de  Physique.'  2.  ^dit.  8.  4 Thlr. 

C.  Despretz:  Trait^  ^l^m'entaire  de  Physique.  6.  ddit. 
Bruxelles.  8.  3 Thlr.  6 ggr. 

\ 

Pouillet:  El^mens  de  physique  experimentale  et  de 
mdteorologie,  ouvrage  adopte  par  le  conseil  royal  de 
Pinstruction  publique,  pour  Penseignement  de  la  physi- 
que dans  les  etablissemens  de  Puniversite.  4.  ed.  Bruxelles. 
8.  2 Thlr.  18  ggr. 

Becquerel:  Traitd  experimental  de  Peiectricite  et  du 
magnetisme,  et  de  leurs  phenomenes  naturels.  T.  V. 
2.Partie.  T.  VI.  l.  Partie.  12  Thlr. 

Matteucci:  Essai  sur  les  phenomenes  eiectriques  des 
animaux.  8.  1 Thlr.  3 ggr. 

Dr.  G.  Delffs:  De  conditione  columnae  voltaicae 

electro  - statica.  Dissertatio  phy sico  - mathematica.  Ki- 
liae.  4 ggr. 

Die  Galvanoplastik  oder  das  Verfahren  cohäfentes 
Kupfer  in  Platten  oder  nach  sonst  gegebenen  Formen, 
unmittelbar  aus  Küpferauflösu  ngen,  auf  galvanischem 
Wege  zu  produciren.  Von  Dr.  M.  U.  Jacobi,  Kaiserl. 
Russ.  Hofrathe  u.s.w.  St.  Petersburg.  1840.  8,  1 Thlr. 

Einem  Jeden,  welcher  die  durch  Herrn  Hofrath  M.  H.  Jacobi 
gemachte  höchst  wichtige  Erßndung  der  Galvanoplastik  genau  ken- 
nen zu  lernen  wünscht , kann  der  Herausgeber  diese  Schrift  aus 
voller  Ueberzeugung  empfehlen.  Sie  ist  sehr  deutlich  verfasst,  und 
enthält  auch , gewissermassen  als  Einleitung  für  weniger  mit  der 
Physik  und  Chemie  bekannte  Leser,  eine  Darstellung  der  Lehre  vom 
Galvanismus,  welches  der  sehr  zu  wünschenden  weitern  und  allge- 
meinem Verbreitung  derselben  gewiss  sehr  forderlich  seyn  wird. 
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Atlas  des  Erd mag'netismus  nach  den  Elementen  der 
Theorie  entworfen.  Herausgegeben  von  C.  F.  Gauss  und 
W.  Weber.  Leipz^.  1840.  4.  3ThIr..8ggr. 

, Dieses  wichtige  Werk  enthält, eine  Reihe  magnetischer  Karten, 
die  durch  Herrn  Professor  Wilhelm  Weber  und  Herrn  Doctor 
Goldschmidt  allein  nach, der  von  Gauss  im  dritten  Jahrgange 
der  Resultate  des  magnetischen  Vereins  bekannt  gemachten  Allge* 
meinen  Theorie  des  Erdmagnetismus  entworfen  worden  sind-  Die‘ 
Anzahl  der  Karten  ist  18. 

Theorie  der  Wolken  oder  Nepheleologie  nach  ihrem 
neuesten  {Standpunkte  bearbeitet.  Von  Anton  Gundin- 
ger.  Wien.  1840.  8.  12  ggr. 

Enthält  eine  populäre  Darstellung  der  bekanntenTheorie  derWolken. 

üeber  die  nicht  periodischen  Aenderungen  der  Tem- 
pe-raturvertheil u n g auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  dem 
Zeiträume  von  1780  bis  1838.  Eiqe  in  der  Akademie  der 
Wissenschaften  gelesene  Abhandlung  von  H.  W,  Dove, 
Mifgliede  der  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
u.  s.  w.  Berlin  1840.  4.  2 Tblr. 

Wichtig  für  die  Meteorologie. 

Garnier:  Traitd  de  'Mdtdo rologie  ou  physique  da 

globe.  2Vols.  8,  4 Thlr.  . , ■ 

Peltier:  Meteorologie.  Observations  sur  la  forma- 
tion  des  trombes.  Paris.  8.  8 Fres.  ^ 

U.  Lecoq:  Elements  de  gdographie,  physique  et  de 
meteorologie,  edition  beige  par  J.  W.  Schmitz.  Bruxel- 
les. 8.  3 Thlr.  18  ggr. 

Voyage  aufour  du  monde  execute  pendant  lesanndes' 
1836  et  1837  sur  la  corvette  laBonite  commandee  par 
Vaillant.  * Observatio  ns  meteorolog^iqnes.  • 8.  6 Thlr. 

L.  F.‘ Wartmann:  Memoire  sur  les  etoiles  filantes 
observecs  a Geneve,  dans  la  nuit  du  10  au  11  aoüt  1838. 
Bruxelles.  8.  16  ggr. 

Arago’s  Unterh altu ligen  aus  dem  Gebiete  der  Natur- 
kunde. 4.  Theil.  Aus  dem  Franz,  von  Dr.  C,  F.  Grieb« 
Stuttgart.  1840.  1 Thlr.  18  ggr. 

Ueber  die  Berechnung  der  beiWägungen  vorkomm  enden 
Reductionen,von  Eltatsrath  Schvmacher,  Hamb.  1838.  4. 16 ggr. 

Diese  den  wissenschaftlichen  Theil  des  Jahresberichts  der  mathe- 
matischen Gesellschaft  zu  Hamburg  für  1837  bis  1830  bildende  Ab- 
handlung Scheint  erst  jetzt  in  den  Buchhandel  gekommen  zu  sein, 
weshalb  wir  hier  auf  dieselbe  wegen  ihres  höchst  lehrreichen  Inhalts 
besonders  aufmerksam  machen.  Alles' was  bei  der  Ausführung  ge- 
nauer Wägungen  dem  Physiker  und  Chemiker  zu  wissen  nöthig  ist, 
findet  or  nebst, zwölf  Hülistafeln  zur  Erleichterung  der  auszuführen« 
den  Rechnungen  in  dieser  trefflichen  Abhandlung  beisammen.. 
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Vermischte  Schriften. 


Oeuvres  compHt'es  de  N,  H,  Abely  Mathdmaticien, 
avec  des  nötes  et  d^veloppemeuts,  rddig^es  par  ordre 
du  Roi  par  B,  Holmboey  professeur  de  math^matiques  a 
Funiversit^  de  Christjania,  etc.  Tome  premier,  contenant 
les  Oeuvres  de  Pauteur  qui  ont  publikes  auparavant. 
Tome  second,  contenant  les  oeuvres  de  Pauteur  qui 
n’ont  pas  dtd  publikes  auparavant.  Christiania.  1^9. 

4.  16  Thlr.  16  ggr. 

Dieses  Werk  gehöit  unstreitig  zu  den  wichtigsten  Erzeugnissen 
der  neuern  mathematischen  Literatur,  und  alle  Mathematiker  sind 
. Seiner  Majestät  dem  Könige  von  Schweden  zu  dem  wärmsten  Danke 
verpflichtet,  dass  Er  den  Herrn  Professor  Holmboe  zu  Christiania, 
durch  welchen,  was  gewiss  hier  besonders  bemerkt  und  hervor- 
geboben  zu  werden  verdient,  Abel  zuerst  auf  die  Laufbahn,  die 
er‘  nachher  mit  so  grossem  Ruhme  verfolgt  hat,  geführt  worden  ist, 
in  den  Stand  gesetzt  hat,  die  Arbeiten  eines  der  ersten  Mathema- 
tiker der  neuern  Zeit  zu  sammeln,  und  in  einer  ihrem  trefflichen 
Inhalte  völlig  entsprechenden  äussern  Gestalt  der  gelehrten  Welt 
vor  Augen  zu  legen,  eine  Aufgabe,  welcher  sich  Herr  Professor  ' 
Holmboe  mit  einer  Liebe  und  Sorgfalt  entledigt  hat,  die  der 
grössten  und  wärmsten  Anerkennung  werth  ist. 

Der  erste  Theil  enthält,  wie  schon  der  Titel  besagt,  lauter 
Abhandlungen,'  die  schon  früher,  theils  in  dem  CrelTe’schen 
Journal,  Theil  1 — IV,  theils  in  Nr.  1S8  und  147  der  Astrono- 
mischen Nachrichten  abgedruckt  worden  sind;  alle  sind  aber 
hier  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  französischer  Sprache  geliefert 
worden,  wodurch  sich  derselbe  um  die  grössere  und  allgemeinere 
Verbreitung  dieser  wichtigen  Schriften  ein  wesentliches  Verdienst 
erworben  hat.  Ausserdem  sind  in  diesem  ersten  Theile  noch  Nach- 
richten über  Abels  Leben  enthalten,  die  sich  zum  Theil  auch  » 
schon  in  Crelle's  Journal,  Theil  IV.  S.  402  finden,  und  daher 
hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  können.  Bemerken  wollen 
wir  jedoch,  dass  Herr  Professor  Holmboe  einen  an  diesem  Orte 
sich  findenden  Irrthum  jetzt  berichtigt.  A.  a.  0.  wird  nämlich  der 
25.  August  1802  als  Abels  Geburtstag  angegeben,  welches  aber 
nach  des  Herrn  Professor  Holmboe  Angabe  dahin  zu  berichtigen 
ist,  dass  Abel  vielmehr  am  5.  August  1802  zu  Findöe  in  der 
Diöcese  Christiansand,  wo  sein  Vater  Sören  Georg  Abel  Predi- 
ger war,  das  Licht  der  Welt  erblickt  hat. 

v'  Der  zweite  Theil  enthält,  mit  Ausnahme  einiger  wenigen,  die 
früher  in  dem  Magazin  for  Naturvidenskaberne'  för  1823  und 
1825,  in  Det  kongelige  norske  Videnskabersselskabs 
Skritter.  Trondbjem.  1827.,  und  in  dem  5ten  und' Osten 
Theile  des  Crelleschen  Journals  erschienen  sind,  bis  jetzt  noch 
ungedruckte  Abhandlungen,  weshalb  wir  dessen  Inhalt  hier  voll- 
ständig angeben  wollen: 

I.  Sur  les  maximums'et  minimums  des  integrales  anx  diffd- 
rences. 

B«ad  I.  2 
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11«  Sur  les  conditions  n^cessaires  pour  que  Pint^grale  finie 
d’une  foDction  de  ploaieurs',  rariabka  ^ de^  leur  diBfi^renees  soit 
iut^grable  etc. 

111.  De  la  fonctioD 

X' 


11  1 

IVi  Les  fonctions  transcendantes  • .*•  ®** 

prim^es  par  des  intdgrales  d^nies. 

V.  Sur  Pint^grale  definie  ^ (1— vr)^‘  (/i)“  \ dx.  ‘ 

/ VI.  Sommation  de  la  Serie  y=py(o)  •+•  9>(1) . x -f*  9(2) . . 

+ 9(m)  . or",  n dtant  un  nombre  entier  positif  fini  ou  infini  et  fp{n) 
une  foDction  alg^brique  rationelle  de  « 

Vll.  L’int^grale  linie  9(<^)  exprim^e  par  une.  integrale  dd- 
finie  simple. 


1 < , 


yill.  Proprietds  remarquables  de  la  fonction  yz=^(x)  dd* 
terminde  par  Tdauation  iy  . dy~rdx  \/[{a  — y)  («, — y)  (»,  — y) 
. • . — y)|=^»  fy  dtant  une  fonction , quelconque  de  y qui  ne 

deyient  pas  zdro  ou  inbnie  lorsque  y=.a^  ..  . On. 

IX.  ' Sur  une  proprietd  remarquable  d’une  classe  tres  dtendue 
de  fonctions  transcendautes. 

X.  Extension  .de'la.thdorie  prdcddente« 

XI.  Sur  la  comparaison  des  fonctions  transcendantes. ' 

XII.  Sur  les  fonctions  gdndratrices  et  leurs  ddterminautes. 

' Xlll.  Sur  quelques  intdgrales  ddlinies.  ‘ 

XIV.  Thdorie  d es  transcendantes  ,elliptiques.  • 

y»  Ptla; 

. par  des  fonctions  algcbriqnes. 

Rdduction  de  Pintdgrale^^^^*  * . ‘ 

Rdduction  de  l’intdgrale^- 

Chapitre  II.  Rdduction  de  l’intdgrale^^p^  par  des  fonctions  lo- 
garithmiques.  . . 

Probleme  I.  Exprimer  rintdgrale paif  le  plus 

düC 

Probleme  II.,  Troiiver  les  conditions  ndcess^ires  pour  que 


/- 


. . . -^fifx-^k  dx  - , 

xm  _j_  x*»-i  -4^ fa;  + l \/K  ^ 


Probleme  111.  Tronver  toutes  les  intdgrales  de  la  forme 
qol  pcuvent  dtrc  exprimdes  par  la  fonction' 

A 1a  /P  -f“  ^ ^ 

A-log  ^ 

Probleme  IV.  Trouver  toiitcs  les  intdgrales  ^ de  la^forme, 

qui  peuvent  s'exprimer  par  la  ^ndtion  ’lo- 

» gatitbmique  A . ‘ ‘ 


1 1.  "',i' 


.i  iiai  «i 
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Chapitre  II J,  Sur  une  relatiou:  remarquable  qui  existe  entre 

plusieurs  int^^ales  de  la  iforme 

y*dx-  d*x^ dx  /•  dx'  * ' 

c^’  y w VR  ' ' • . 

R^ductions  des  transcendantes  elliptiques  de  troi- 
. sieme  espece  pär  rapport' au*  parametre.  Methode 

. . de  trouver  une  infinitd  de  formules  dcjr^duction  pour 

.^1^  les  transcendantes  elliptiques  de  la  troisieme  esp^ce. 

XV;.  . Sur  la  r^solution  alg^brique  des  dquatious. 

§.>!..  iDdtermination  de  la  forme  g^n^ale  d’uue  expiresston  algd* 
:,brique.,  : j.  . 'f 

§.,^. i.Ddterniination  de  l’^quation  la  moins  ,41cvee  a laquelle  peut 
• satisfaire  une  .expres^ion  algebrique  donn^e. 

3.  Sur  la  forme  de  l’expression  algebrique  qui  peut  satisfaire 
a une  equation  irr^ductible  d’un  ddgre  donne... 

XVI.  Demonstration  de  quelques  formules  elliptiques. 

M XVII.  Methode  generale  de  trouver  des  fonctions  d’nne  seule 
quantite  variable  lorsqu?une  propriete  de  ces  fonctions  est  exprimee 
pur  une  equation  entre  deux  variables  independantes. 

XVlll.  Resolution  de  quelques  problemes  ä l’aide  dUntcgrales 
definies. 

1.  La  valeur  de  l’expression  i/'— l)-f- 9p(^~y  \/ — !)• 

, .2.  Les  nombres  de  Rernoulli  exprimes  par  des  integrales  de> 
finies,  d’ou  Ton  u ensuite  deduit  l’e.xpression  de  riutegrale 
finie 

XlX.  Sur  Tequation  differentielle  dy=:.{j}-\-q  y-\~r  y'^)dx  oü 
Pi  q et  r sont  des  fonctions  de  x seul. 

• XX.  Sur  requatiou  differentielle  (/>-+- 

XXL  Determination  d’une  fonction  au  moyen  d’une  equatiou 
qui  ne  contient  qii’une  seule  variable. 

XXll.  Note  sür  la  fonction 

, ^ x^  X*  x^ 

XXIII.  Rxtraits  de  quelque  lettres  de  Pauteur  a Mr.  Crelle. 
XXIV.  Lettre  de  l’auteur  a Mr.  Legendre. 

XXV\  Cxtraits  de  quelques  lettres  de  l’auteur  a l’editeur.  No-  ' 
tes  et  developpements  de  l’editeur. 

Für  jetzt  möge  diese  Inhaltsanzeige  des  vorliegenden  wichtigen 
Werks  genügen.  Jedoch  können  wir  nicht  umhin,  die' folgende 
Steile  aus  einem  unter  dem  16.  Januar  1826  von  Berlin  aus  an  den 
Professor  Holmboe  geschriebenen  Briefe  Abels  hier  auszuheben, 
weil  dieselbe  als  ein  gewiss  sehr  wahres  und  im  höchsten  Grade 
zu  beherzigendes  Urtheil  aus  dem  Munde  eines  der  ersten  Mathema* 
tiker  der  neuern  Zeit  über  einen  der  wichtigsten  Theile  der  Ana- 
lysis die  grösste  Beachtung  verdient,  und  es  sehr  Noth  thut,  den- 
selben immer  besser  und  schärfer  zu  begründen,  obgleich  von  meh- 
reren neuern  Mathematikern  allerdings  schon  ^manches  Treffliche  in 
dieser  Beziehung  geleistet  worden  ist.  ^ 

lieber  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  lässt  sich  näm- 
lich Abel  auf  folgende  Art  aus:  i 

2* 
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• Les  s^ries  divergentes  sont  en  gdndral^  qnelque  chose  de  bieti 
fatal,  et  c'est  une  honte  qu^on  se  soit  avisd  ■ d’y  fonder  aucune  dd- 
monstration.  On  peut  d^montrer  tont  ce  qu^on  veut  en  les  em- 
ployant,  et  ce  soot  elles  qui  ont  fait  tant  de  malheurs  et  qui  ont 
enfant^  tant  de  paradoxes.  Peut-on  imaginer  rien'  de  plus  horrible 
que  de  ddbiter 

0 = 1— 2»-h3«  — 4« 4- etc. 

oü  n est  un  nombre  entier  positif?  Enfin'  mes  yeux  se  sont  des- 
sill^s  d’une  maniere  frappante,  car  k Texccption  des  cas  leS  plus 
simples,  par  exemple  les  s^ries  g^om^triques , il  ne  se  trouve  dans 
les  math^matiques  presque  aucune  sdrie  infinie  dont  la  somme  est 
determin^e  d'une  maniere  rigoureuse,  c’est-a>dire,  la  partie  la  plus 
essentielle  des  math^matiques  est  sans  fondement.  Pour  la  plus 
grande  partie  les  r^sult,ats  sont  justes,  il  est  vrai,  mais  c’est  la  une  ' 
chose  bien  Strange.  Je  m’occupe  a en  chercher  la  raison,  probleme 
tres  interessant.  Je  ne  crois  que  tu  pourras  me  proposer  qu'un 
tres  petit  nombre  de  problemes  ou  de  theoremes  contenant  des 
series  infinies,  a la  demonstration  desquels  je  ne  pourrais  faire  des 
objections  bien  fondees.  Fais  cela,  et  je  te  repondrai.  Pas  mdme 
la  formule  bindme  n’est  encore  rigoureusement  demontree.  J’ai 
trouvd  qu’on  a 

(1  -f-  a:)”*  z=z\-\-m  j -f-  ... 

pour  toutes  valeurs  de  lorsque  or  est  moindrc  que  Tunite.  Lors- 
que  a:  est  egal  a + 1 > 1^  mdme  formule  a lieu , mais  seulement  si 
m est  plus  grand  que  — 1,  et  lorsque  x est  egal  a — 1,  la  formule 
n’a  lieu  que  pour  des  yaleurs  positives  de  m.  'Pour  toutes  les 
autres  valeurs  de  x et  de  la  seric  1 ■+•  m x -h  etc.  est  divergente. 
Le  theoreme  de  Taylor,  base  de  tout  le  calcul  infinitesimal,  n^cst 
pas  mieux  fonde.  Je  n'en  ai  trouve  qu'une  seule  demonstration 
rigoureuse,  et  celle  ci  est  de  Mr.  Cauchy  dans  son  Resume  des 
legons  sur  le  calcul  infinitesimal,  oü  il  a demontreiqu'on 
aura 

y(xrht*)  = 5P**?  -1-  « • SP'^H-r  Y • 9”*^  + • . • 

tant  oue  la  serie  est  convergente;  mais  on  Temploie  a Pordinaire 
sans  la^on  dans  tous  les  cas. 

La  theorie  des  series  infinies  en  general  est  jusqu'a  present 
tres  mal  fondee.  On  applique  aux  series  infinies  toutes  les  opera- 
tions,  comme  si  elles  etaient  finies;  mais  cela  est-il  bien  permis? 
je  crois  que  non.  Oü  est  il  demontre  qu’on  obtient  la  differentielle 
d'une  Serie  infinie  en  en  prenant  la  difterentielie  de  chaque  terme? 
Rien  n’est  plus  facile  que  de  donner  des  exemples  oü  cela  n’est  pas 
juste;  par  exemple 

4 

-^  = sin  .jr  — \ sin  2x  -j-  \ sin  dx  — etc. ; 
en  differentiaut  on  obtient 

1 

■ , . ^ = cos  X — cos’  2x  -f-  cos  Zx  — etc. 

resultat  tout  faux,  car  cette  serie  est  divergente. 

La  m^me  chose  a lieu  par  rapport  ä Ta  muitiplication  et  a la 
division  des  sdries  infinies.  J’ai  commened  a examiner'les  regles 
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les  plus  importantes  qut  (a’pr^sent)  sont  ordinairement  approuv^s 
a cet  ^^ard , et  a montrer  en  quels  cas  elles  sont  justes  ou  non. 
Cela  va  assez  bien  <et  mUnt^resse  infiniment. 

Die  Mittheilung  dieses  bemerkenswerthen  Urtbeils  Abels  über 
den  Zustand  des  grössten  Tbeils  der  Theorie  der  Reihen  geschieht 
hier  aus  einem  doppelten  Grunde:  eines  Theils, - weil  es  dem'  Her- 
ausgeber dieses  Archivs-  wie  aus  der  Seele  geschrieben  ist,  und 
derselbe  ganz  ähnliche  Ansichten  schon  in  'm^reren  seiner  Schrif-  ' 
ten,  wie  z.  B.  in  der  Vorrede  zu  den  Elementen  der  ebenen, 
sphärischen  und  sphäroidischen  Trigonometrie.  Leip* 
zig.  1837.  geäussert  hat;  andern  Tlieils,  weit  nichts  mehr  als  diese 
Worte  Ab  eis -geeignet  ist,  die  Ansichten  deutlich  zu  bezeichnen, 
welche  den  Herausgeber  bei  den  die  Lehre  von  den  Reihen  he-  ^ 
trelFenden  Artikeln  dieses  Archivs  in  der  Folge  beständig  leiten  werden. 

Beiträge  zur  reinen  und  angewandten  Mathematik 
von  J.  A.  Grunert.  Zweiter  Theil.  Brandenburg.  1840. 

4.  3 Thir. 

Dieser  2te  Theil  enthält  die  folgenden  Abhandlungen: 

lieber  eine  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 

lieber  die  Bestimmung  der  Brechungsverbältnisse. 

Analytische  Untersuchungen  über  die  continuirlichen  Brüche. 
(Erste  Abtheilung). 

Völlig  elementarer  und  strenger  Beweis  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramme der  Kräfte  und  des  Gesetzes  des  Hebels. 

Bestimmung  der  Polhöhe,  der  Zeit  und  des  Azimuths  ohne  Uhr 
bloss  mittelst  eines  Azimutbal-Theodoliteii. 

Ueber  die  höbern  Differentiale  der  Kreisfunctionen. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung  über  die  Beschreibung  eines  Ke- 
gelschnitts durch  fünf  gegebene  Punkte,  und  über  die  Berechnung 
der  Bahnen  der  Doppelsterne.  (ThI.  I.  S.  169). 

Elementare  Entwickelung  der  Theorie  des  einfachen  Pendels. 

Ueber  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiteg. 

Ueber  das  Problem  von  Douwes. 

Bestimmung  der  Polhöhe  durch  das  Passagen-lnstrument. 

Ueber  die  Lehre  vom  Einschalten.  ^ 

Jahres-Bericht  der  Hamburger  Gesellschaft  zur  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse.  Vom  3.  März  1839 
bis  zum  3.  März  1840.  4. 

Enthält  als  wissenschaftlichen  Theil  die  beiden  folgenden  le- 
senswerthen  Aufsätze: 

Aufgabe.  Ein  gegebenes  Jiohles  Ellipsoid  ist  zum  Theil  mit 
einer  gegebenen  Masse  Wasser  gefüllt.  Es  soll  die  Gleichung  der 
Curve  gefunden  werden,  in  welker  die'  Horizontalebene  der  Ober- 
- ' fläche  d^es  Wassers  das  Ellipsoid  bei  jeder  beliebigen  Lage  desselben 
schneidet.  Der  Verfasser  hat  sich  nicht  genannt. 

Aufgabe.  Es  wird  eine  Reihe  von  fi-^1  Zahlen  gesucht^ 
von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  sämmtlicbe  Glieder  der  Reibe,  jedes 
Glied  für  sich,  quadrirt  werden , jede  beliebige  Summe  der  quadrir« 
ten  Glieder  vom  ersten  Gliede,  inclusive  desselben  angereebnet,  wie- 
der eine  rationale  Quadratzahl  werde.  , Von  Herrn  Hauptmann 
Wertbeim. 

M^moires  (nouveaux)  de  l’Acaddmie  roynle  des 
Sciences  et  belles-lettres;4e  Bruxelles.  Tome  XII,  un 
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fort.¥«luiae  io  4*^  avec  grayuret  Uljkog^raphiey  noirea 
«t  colori^es.  .4  Thlr.>  . * , 

Dieser  neueste  Band  < enthält  j die  folgenden  matheinatischen  und 
physikaliscben  Abhandlungen:.  ' . . < 

. Pagani:-  ftldflioire.sur  quelques  transfqrmations . ^nerales.  .• 
n t'Quetelet:  Sur  lajongitude  de. TObseirvatoire  a Bruxelles..  , 
• — . Sur  l’dtat  du  magndtisuie  terrestre. 

- — Catalogue  des  princjpales  apparitions  d’dtoiles^iilantes. 

t R^umd  ' des  observations)  mdtdorologiques  .et  des  observa- 
tions  ’sur.iles  tempdratures  de.  Ja  terre,<  faites  en  1838,.  a Pobser^ 
vatoire  de  Bruxelles.  . - . t . 

. Crabay:  Rdsumd  des  observations  metdorologiques  faites  a 
Louvain  en  1838.V  . • > i,-.  ' 

Ninkelers:  Observations  mdteorologiques» 

Martens:  Mdmoire  sur  la  pile  galvanique. 

Vermischte  Schriften  von  Friedrich  Theodor  Schu- 
bert. Neue  Folge.  Erster,.  Zweiter  und  Dritter  Band. 
Leipzig.  1840.  8. 

' Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Schriften  eines  verstorbenen  be- 
rübmteo  Mathematikers  und  Astronomen  verfasset  sind,  kann  aus 
den  früher  erschienenen  vier  Theilen  derselben  als  hinreichend  be- 
, kaunt  vorausgesetzt  werden.  Auch  die  jetzt  erschienenen  neuen 
drei  Theile  enthalten  in  klarer  und  fliessender  Sprache  geschriebene 
populäre  Aufsätze  über  Gegenstände  der  Astronomie  und  Physik, 
wie  i'.  B.  über  die  Kometen;  über  das  Planetensystem;  über  die 
Fixsterne;  über  die  Milchstrasse;  über  die  Nebelflecke,  veränder- 
lichen Sterne,  neue  Sterne  .und  die  Doppelsterne;  über  den  Kalen- 
der; über  den  Schall,  über  die  Blitzableiter  und  über  den  Schlaf. 
Dem  ersten  Theile  ist  das  Bildniss  des  Verfassers  beigegeben. 

Gebildete  Leser  'werden  gewiss  auch  aus  diesen  wie  aus  den 
früher  erschienenen  Theilen  mannigfaltige  Belehrung  und  Unterhal- 
tung schöpfen  können. 

Für  Mathematiker,  namentlich  für  Lehrer  an  höhern  Uäterrlcbts- 
anstalten,  dürfte  insbesondere  der  im  dritten  Theile  befindliche,  vor- 
her absichtlich  noch  nicht  namhaft  gemachte  Aufsatz  ,,Ueber  den 
,, Nutzen  der  Mathematik, der  uns  manche  gute  und  pädago- 
gisch wichtige  Bemerkungen  zu  enthalten  scheint,  von  Interesse 
seyn.  Zur  Ergötzlichkeit  unserer  Leser  führen  wir  aus  diesem  Auf- 
sätze an,  wie  sich  der  berühmte  Joseph  Scaliger,  voll  Neid  und 
Ingrimm  gegen  den  als  Mathematiker  besonders  durch  seinen  Com- 
mentar  zu  ' den  Elementen  des  Euclides  berühmten  und  verdienten 
Jesuiten  Clavius,  dem  die  Verbesserung  des  Kalenders  aufgetra- 
gen war,  noch  welcher  Scaligern  selbst  gelüstet  hatte,  über  die- 
sen und  in  seinem  ungezügelten  Zorn  über  die  Mathematiker  über- 
haupt auslässt.  Seine  eignen  Worte  lauten  folgendermassen:  ,,Pu- 
tabam  Clavium  esse  aliquid:  il  est  coUfit  en  math^matiques,  sed  nihil 
aliud  seit;  Teuto  est,  bene'bibit.  Asinus  qui  > praeter  Euciidem  nihil 
seit.  C'est  un  gros  ventre  d*Allemand.  Est  Germaous,  un  esprit  lourd 
et  patient;  et  tales  esse  debent  mathematici ; praeclarum  ingenium  non 
potest  esse  magnns  mathematicus.^^  Schubert  fügt  ganz  richtig 
. hinzu:  ,, Solche  Angriffe  verdienen  keine  Widerlegung,  sie  be- 
schimpfen ;Our  den,. der  sie  macht.“"  • 
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Geschichte  der  Mathematik. 


ln  den  Hailischen  Jahrbüchern  für  deutsche  Wissenschaft  und  < 
Kunst'  lS41.  Nr.  67,  findet  man  sehr  iesenswerthe  Erinnerungen 
on  B.  F.  Thibaut  von  A.  Teilkampf. 

ln  den  Blättern  aus  der,  Gegenwart  für  nützliche  Unterhaltung 
und  wissenschaftliche  Bcichruns;'  von  Diez  mann.  1841.  Nr.  12. 

8.  113.  findet  man  interessante  Züge  aus  Arngo’s  Leben,  beson- 
ders über  seine  Erlebnisse  auf  Majorca  im  Jahre  1808  bei  Gelegen-  . 
heit  seiner  Gradmessung. 

Nclla  solenne  inaugurazione  della  statua  di  Galileo,  rime  degli' 
arcadi  deila  colonia  aifca,  Offerte  in  omaggio  agii  scienziati  italiani 
nel  lor  priino  coogresso  in  Pisa  nelf  ottobre  1^39.  Pisa.  8. 


' \ • 

• ■'  « 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


G 

c 

8. 


D.  F.- Hecht:  Lehrbuch  der  Arithm.  und  Geom.  Zum 
ebrauche  bei  dein  Unterr.  an  den  ßergschulen.  Erster 
ursus.  Gemeine  Arithm.  2te  Auflage.  Freiberg.  1841. 
8 ggr. 


j 


Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik  für  staats-  und 
landwirthschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
ü berhau pt,  ‘ vo n (J.  A.  Grunert.  Leipzig.  1841.  Erster- 
Theil;  Erste  Abth.  Eleme nte  der  theoretischen  und  prak- 
tischen Arithmetik.  Zweite  Abtb.  Politische  Arithmetik, 
gr.  8.  3 Thlr.  1 ggr.  ‘ 

Baud  I.  ‘ 3 ' 


I 


V 


Digltized  by  Google 


21 


( 


; 


\ 


Der  zweite  Tlieil  wird  in  zwei  Alithciliing'en  die  Geometrie  mit  ^ 
Einschluss  der  Stereometrie,  die  ebene  Trig'onumetrie  und  die  Geo* 
däsie,  der  dritte  ebenfalls  in  zwei  Atbcilun^en  die  Physik,  insbe- 
sondere auch  die  Meteorologie  enthalten. 

' » 

Le^ous  de  mathematiques.  Par  PAbbö  Bordes.  Paris.  8. 

s 

4 

Cours  de  mathematiques  pures.  ParN.  Didiez.  Paris.  4.  10  Fr. 

Le^ons  dlementaires  de  matbdmutiques,  comprenant  aritbmetique, 
algebre,  geometrie,  trigonometr^e,'  statique.  Par  P’oi rri er.  2 Vol.  8. 

Elements , de  mathematiques  et  de  cosnioo^iipbie^  jPar  Coi  n ce. 

8.  4 Fr.*  ' - ■ - • - — • 

Cours  d’aritbrndtique,  de  geometrie  et  de  trigonometrie,  a Pus^c 
des  SOUS  - ofliciers  du  corps  royal  de  l’artillerie.  12.  Paris.  4 Fr. 

Cours  de  mathematiques,  a^  Tusage  de  Tingenieur  civil.  Par 
Adbemar  (Application  de  geometrie  descriptive.  Ombres).  8.  15  Fr. 

Corso  di  Matematica.  Di  Picardi.  Napoli.*  1839.  8. 

‘ ‘ ‘ Dizionario  delle  scienze'  matematicbe  pure  ed  applicate,  com- 
pilato  da  una  socicta  di  anticbi  allievi  delia  scuola  politecnica  di 
Parigi,  sotto  la  direzione  di  A.  S.  de  Montferrier.  Prima  ver- 
sione  italiana  con  numerose  aggiunie  e correzioni  del  dottor  Giu- 
seppe Gasbarri  e di  Giuseppe  Francois.  Firenze.  1840.  8. 

* 4 


Arithmetik. 


A.  Kummer:  Die  Zablenrecbnung  in  Beispielen  und 
Aufgaben.  ■ Für  Bürger-  und  Volksschulen  bearbeitet. 
2tc  Aufl.  Dresden.  1840.  8.  16  ggr. 

Eine  recht  sehr  zu  empfehlende,  äusserst  reichhaltige  Sammlung 
arithmetischer  Aufgaben  bis  zu  den  Proportionsreebnungen,  die  sich 
fast  immer  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise  an  naturwissen- 
schaftliche, historische,  geographische,  statistische,  technische  und 
andere  ähnliche  Gegenstände  ansciiliessen , weshalb  wir  auf  diese 
gewiss  recht  sehr  beachtungswerthe  Sammlung  alle  Bürger-  und 
yolksschulgn,- . so  wie  auch  die  Gymnasien  zum  Gebrauch  in  * den 
untern  Klassen  besonders  aufmerksam  machen.  Die  Resultate  sind, 
was  auch  zweckmässig  ist,  von  den  Aufgaben  abgesondert  und  kön-. 
nen  in  ein  besonderes  Heft  gebunden  werden. 

Anweisung, zur  Berechnung  einer  Zahl,  in  Zeit  von 

eiüer  Stunde  bis  auf  20  Ziffern,  als  Quadrat  oder  als 

Quadratwurzel,  als  Cubus  oder  als  Cuhikwurzel,  sowohl 

in  D'ecimal-  als  Duodccimalzahlen,  nebst  anderweitigen 

Verg'leichungeä  und  Beispielen.  .Von  Dr.  J.  H.  Suhr. ' Bremen. 

1840.  ‘4.  10  ggr.'  . , • 

* 1 

j . . 
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' ' ■‘'Mau  stoss^  sich  nicht'  an  den  etwas  prunkenden  Tit^l. 
kleine  Schrift  verdient  wohl  gelesen  zu  werden.  • ' ‘ 


Die 


! Question^  in-Arithmetic,  coinprisiDg  Exaropies  in  all  the  Rules 
of  that  Science,  with  ah  Appendix,  •cuntaining  Problems  in  tliose 
branches  of  Mechanics  and  Hydrostatics  which  ,ure  required  for  tho 
ordinary  B.  A.  Degree.  By  James  Harris.  Cambridge*  1840. 
12.  3 s.  0 d. 

* . * * ' 

Hotson’s  Principles  of  Aritbinetic,  ' containing  a variety  of 
cxamples  for  Practice.  Second  editiou.  12.  4 s.  Camb.  184Ö. 

H in  d’s  Principles  and  Practice  ofArithmetic,  comprising  the  Nature 
and  Use  of  Logaritbihsetc.  Third  edition.  12.  4s.  6 d.  Camb.  1840. 

White’s  practical  System  of  mental  Arithmetic^  or  a New  Me- 
tbod  of  making  calculations  by  tbe  Action  of  a Tbought.  3d  Edit 
12.  3 s.  6 d.  hound*  , 

’ • • » 

A Manual  of  Logaritkms  and  Practical  Mathematics  by  James 
Trotten  Edinburgh.  1840.  12.  4 s.  6 d.  half-bound. 


Trattato  elementare  di  Aritmetica.  Edizlone  se'conda  messa  io 
' un  nuovo  ordine  ad  uso  degli  allievi  de*  fratelli  delle  scuole  cri* 
stiane.  Torino.  1840.  12. 


M.  RUhlmann:  Logaritlimiscli-trigonometrische  und^ 
andere  nützliche  Tafeln.  Zunächst  ^r  Schüler  gewerb- 
licher Bildungsanstalten,  so  w'ie  für  praktische  Rechner 
Oberhaupt.  2te  Stereotyp- Ausgabe.  Dresden  u.  Leipzig. 
1840.  12.  12  gfff:  . ^ ' 

Alle  Logarirbmen  auf  6 Dezimalen.;  die  Logarithmen  der  Zahlen 
bis  10080;  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Linien  Tür  die 
Winkel  von  Minute  zu  Minute;  überiul  mit  Beifügung  der  Differen- 
zen. Natürliche  trigon.  Linien  von  10  zu  10  Minuten.  Länge  der 
Kreisbogen.  Tafeln  , für  das  Höhenmesseii  mit  dem'Barometer  von 
Causs.  Specifische  Gewichte.  Trigonometrische  Formeln.  — Guter 
Druck  und  wohlfeiler  Preis  empfehleu  dieses  kleine  Buch  zu  dem 
beabsichtigten  Zwecke.  . ' . 

Tables  of  the  Logarithms  of  numhers,  and  of  Sines,  Tangents 
and  Secahts,  to  six  Places  of  Decimäls.  By  Edward  Ri  adle. 
8.  2 s.  6 d.  cloth. 

■ Memoire' relalif  a la  thdorie  des  Uombres.  Loi  rdeiproque.  Par 
Brennecke,  Paris.  4. 

WhewelPs  doctrine  of  Limits ,> with  its  applications , namely, 
tbe  first  three  sections  of  Newton,  conic  sectiuus,  the  differential 
calculus.  Cambv  1841.  0 s. 

J.  A.  Arndt:  Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Th  eilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.  Leipzig.  18&.  8.  1 Thlr.  6 ggr. 

Bin  für  Lehrer  der  Mathematik  an  Gymnasien  etc.  recht  sehr 
zu  empfehlendes  Buch.  ‘ ‘ ‘ - 

3* 
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E.  Heis:  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus 
der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  2teAufl.  Köln. 
1840.  8.  1 Thlr. 

Diese  Sammlung  erstreckt  sich  ' ungefähr  über 'denselben  Kreis 
wie  Meier  Hirsch. 

A.  Hartrodt:  Lehrbuch  der  in  den  Gymnasial-Unter* 
rieht  gehörenden  allgemeinen 'Arithmetik.  Leipzig.  1840. 

8.  21  ggr. 

Die  den  einzelnen  Abschnitten  beigefügten  Uebungsbeispielc 
und  auch  die  ganze  Behandlung  empfehlen  dieses  Buch.  (Jeber  die 
Convergenz  der  Reihen  kommt  indess  nichts,  nur  einigermasseu 
Genügendes  vor,  und  Bemerkungen,  wie  z.  B.  die  auf  S.  209 Um 
„einige  der  obigen  Binomiaiformen  zur  annähernden  Berechnung, 
„irgend  eines  bestimmten  Zahlenwerthes  zu  gebrauchen,  müssen  die 
„Reihen  convergeut  sein,  d.  h.  die  nachfolgenden  Glieder 
„immer  kleiner  und  kleiner  werden,”  wären  lieber  ganz  zu 
unterdrücken  gewesen,  da  z.  B.  die  Reihe  1,  j-,  1,  j-, .. ..,  deren  ' 

Glieder  auch  immer  kleiner  und  kleiner  werden,  hekanntlich  keine 
convergirende , sondern  vielmehr  eine  divergirende  Reihe  ist. 

P.  J.  E.  Finck  (Prof,  zu  Strassburg):  System  der  nie- 
dern  undhöhern  Algebra  für  höhere  polytechnische  Lehr- 
anstalten. Leipzig.  1841.  8.  2 Thlr. 

^Ein  sehr  gutes  Buch,  das  manche  auf  cigcnthümliche  Weise 
dargestellte  Lehren  enthält.  Ob  dasselbe  eine  Ijebefsetzung  aus 
dem  Französischen  ist,  ist  nicht  gesagt;  cs  scheint  aber  so,  insbe- 
sondere wenn  man  einige  Noten , namentlich  die  auf  S.  245  vor- 
kommende am  Ende,  berücksichtigt.  Jedenfalls  war  das  Buch  einer 
Uehersetzung  werth.  Eine  Sammlung  zw'eckmässiger  Uebungsauf* 
gaben  ist  auch  beigegeben,  auf  Sr  465 — 474. 

Mayer  et  Choquet:  Traite  ^Idmentaire  d’algebre.  3me  dd. 
Paris.  1840.  8.  7 Fr.  50  c. 

Wood’ 8 Elements  of  Algebra  Eleventh  edition,  with  Notes, 
additional  Pruposition.s  und  Examplcs  by  Lund.  Camb.  1841.  8. 

12  8.  6 d. 

Hind’s  Intrnduction  to  the  Elements  of  Algebra,  being  a Se- 
quel  tö  the  Principles  and  Practice  of  Arithmotic.  Camb.  1840.  12.  5 .<>. 

/ * 

The  Elements  of  Algebra,  designed.  for  the  usc  of  Schools. 

By  J.  H.  Co  len  so.  2d  Ed.  London.  1840  12.  7 s.  cloth. 

Elements  of  Algebra.  By  Robert  Wallace.  New  edition. 

London.  1840.  8,  2 s.  6 d.  cloth. 

* 

Hai  Ts  (Rcv.  J.  G.)  Elements  of  Algebra,  for  Schools  and  Col- 
leges. ^ Lond.  1840.  8.  6 s.  6 d.  - 

/ ^ 

Elements  of  Algebra,  to  the  end  of  simple  equations,  for  the 
use  of  Harrow  school.  1840.  12.  3 s.  6 d. 
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Wrig'bt's  S«pp1emcut  to  Elementary  Algebra.  1840.  12  sew- 
€<f.  2 8.  6 d.  , 

* ' » I 

A.  %'an  ßemmelen:  Lessen’  over  de  Algebra  of  Stclkunst, 
ten  gebruike  der  Latijnscbe  Scbolen  en  Gymnasien.  Amsterdani. 

’ Pkalxowr  Die  Gleichungen  des  dritten  Grades  mit 
einer  Unbekannten,  methodisch  abgehandelt.  Prenzlau. 
184l>  4.  (Programm  des  Gymnasiums  zu  Prenzlau  von  Ostern  1841 
von  dem  Director  des  Gymnasiums,  Uerrn  Pualzow). 

M.  A.  Stern:  Ueber  die  Aufldsung  der  transcendenten 
Gleichungen.  Eine  von  der  K.  Dänischen  Gescllsehaft 
der  Wissenscli-aften  gekrönte,  Prcisscbrift.  (Besonders 
abgedr.  aus  Crelle’s  Journal  für  die  Mathem.  Bd.  XXll.) 
Berlin.  1841.  4.  16  ggr. 

Schnb ‘der  Umstand,  dass  dieser  Schrift  von  der  K.  Dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  der  Preis  zuerkannt  worden  'ist, 
spricht  hinreichend  für  die  Wichtigkeit  der  darin  enthaltenen  Un> 
tersuchungen. 

, * « * 

Hymers’s  Treatise  on  the  Tlieory  of  nlgehraical  Eqnations. 
Second  edition.  Camb.  1840.  8.  9 s.  6 d. 

I t 

Sülle  equazioni  di  terzo  e quarte' grado,  memoria  di  Vittorio 
de  la  Uasa.  Ad  uso  dei  geouictri  pniicipianti.  Padova.  1840.  4. 

Nuove  rrcerebe  sulla  risoluzione  generale  delle  equazioni  alge- 
briche  del  p.  Girolamo  Badano  carmelitano  sculzo  professore 
dt  matematica  nella  regia  universitä  di  Genova.  Genova.  1840.  4: 

t 

Sui  Problemi  di  Analisi  indetermioata;  osservazioiii  analiticbe 
dell*  abate  G.  A.  Longoni.  Monza.  1840.  4. 

^ • 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimm« 
ten  Summen  ausein  er  oder  mehreren  beliebig  beschränk« 
ten  Elementen- Reihen  nebst  ihrer  Anwendung  auf  Ana« 
lysis  und  Wahrscheinlichkeits-Rechnung  von  L.  Oettin« 
ger.  Freiburg.  1840.  16  ggr. 

Für  die  weitere  Ausbildung  der  combinatorischen  Analysis  und 
für  die  W^ahrschcinlichkeitsrechnung  wichtig. 

Dobson's  Illustration  of  the  Binomial  Theorem.  Cambridge. 
1840.  4.  1 s.  6 d. 

Die  Hau  ptsätze  der  Differenzialrechnung  nach  einer 
neuen,  elementaren  Methode  dargestellt  von  J.  W*  Schei« 
bert.  Berlin.  1840.  8.  16  ggr. 

.Da  der.  Vf.  die  grossen  Fortschritte,  welche  in  neuester  Zeit  vor- 
züglich durch  Cauchy  und  Andere  in  Bezug  auf  die  schärfere  Begrün- 
dung der  Differenzialrechnung  gemacht  worden  sind,  ganzignorirt,  ins« 
besondere  auf  die  Bediogungea  der  Convergenz  und  Divergenz  der 
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» 

Reiben  auch  nicbt  die  mindeste  Rücksicht  .nimmt,  sn  kann  dieses 
Buch  auf  einen  ' wisscDSchaftiicben  Werth  keinen  Anspruch  mar 
eben.  Auch  wissen  wir  nicht,  worin  die  neue  elementare  Me- 
, tbqde,  von  der  auf  dem  Titel  die  Rede  ist,  bestehen  soll,  da  von 
der  Entwickelung  einer  Function  in  eine  Reihe  noch  der  so  unge- 
nauen und  einer  Unzahl  von  Zweifeln  unterliegenden  Methode  dep 
unbestimmten  Coefdeienten  ausgegangen  wird,  und  die  in  §.  1.  ge- 

£ ebene  Erklärung  des  Differentials  im  Weseotlicbea  ganz  mit  dem 
agrange’echen  Begriffe  oder  vielmehr  dem,  welchen  |[jacroi;s:.  ii| 
Beinern,  bekannten  .grösseren  Werke  gebraucht,  zusammenfällt. 

♦ ♦ 

T^egons  de  calcul  diff^rentiel  et  de  calcul  intdgral, 
rddjgdes  d'apres  les  mdth.O'des  et  les  ouvrages.publids  ou 
inddits  de  M.  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  TAhbe  Moigno.  Tome  i. 
Calcul  diffdrentiel.  Paris  1840^  8.  2 Thlr.  20  ggr. 

! ' Wir  halten  dieses  Werk,  dessen  Zweck. durch  seinen  Titel  hin- 

reichend bezeichnet  wird,  für'  eine  sehr  wichtige  und  sehr  zu  beach- 
tende Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der  l.<iterutur  der  böhern  Ana- 
lysis, weil  man  die  neuen  wichtigen  Uutersuchungen>Cauciiy's,  vor^ 
züglich  über  die  schärfere  Begründung  der  höheren  Analysis  und 
ihrer  Anwendung  auf  die  Geometrie  im  Allgemeinen,  über  die  Con- 
vergenz  und  Divergenz  der  Reihen,  über  den  Rest  der  Taylor’schen 
und  Maclaurin'scheo  Reihe,  über  die  Convergenz  der  Lagrange’schen 
Reihe  etc.  nirgends  so  vollständig  und  gehörig  systematisch  geord^ 
net  beisamm^en  findet,  als  in  diesem  Werke,  und  empfehlen  dasselbe 
daher  einem  Jeden  aus  vollster  Ueherzeuguug,  wer  sich,  über  .diese 
.neuen  wichtigen  Fort->chritte  der  Wissenschaft  möglichst  vollständig 
zu  belehren  wünscht.  Freilich  aber  erfordert  das  Studium,  wenn' 
man  noch  nicht  an  diese  Betrachtungsweisen  gewöhnt  ist,  sondern 
sich  früher,  immer  an  Lagrange  und  Eacroix  gehalten  hat,  Zeit, 
Ausdauer,  Anstrengung 'und  Mühe,  und  mit  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten , Avie  z.  B,  in  der  vorigen  »Schrift,  kommt 
man  freilich  kürzer  weg.  Wie  unberechenbar  gross  aber  der 
Vortheil  und  der  Nutzen  ist,  welchen  das  sorgfältige  »Studium  eines 
Werkes,  wie  z.  B.  das  des.  Herrn  Moigno, 'gewährt,  und  wie  gross 
die  Klarheit  ist,  zu  welcher  man  bei  gehöriger  Ausdauer  endlich 
gelangt,  wird  ein  Jeder,  an  sich  seihst  bestätigt  finden,  .Aveim  er. 
nur  mit  Muth  und  Kruft  an’s  Werk  geht  und  nicht  ermüdet. 

••  1 ■ . . ^ . 

» 

Principes  de  TAnalysc  infinitösimale.  Par  Finck.  l.Fr.  50  c. 

/ • 

Cournot;  Truite  öldmentaire  de  la  thdorie  des  fonctions  et  du 
calcul  inünitesimal.  2 Vols.  Paris.  1840.  8.  16  Fr.  *■ 


Lczioni  di  Introduzione  al  calcolo  sublime  di  Ga  spare  Mui- 
nardi.'  Part.  1.  II. ' Pavia.  1839. 

C.  Jürgensen:  Differential  og  Integral-Regnipg.  Copenhagen. 
1840.  8.  . ' . ‘ . 


Memoire  sur  les  intdgrales  ddfinics  Eulerlennös,  et  sur  leür 
hppiicatiou  ä- la  theorie  des  suites','  ainsi  qu*ä  revaluatioa  des 
fonctions  de  grands  nomhres.  ^ Par  Bi  ne  t,  j Paris,' ' '4, 


• I 

i 
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Geometrie.  ' ' 

• ' » . ‘ ‘.'Ml  ■ 


V.  W.  Looff:  fjclirbucb  der*  Geometrie  füt*  Gymnasien 
lind  höhere  B ürg’er schul en.  2r  Cureu«;.  Stereometrie  und 
(ebene  u.  sphärische)  Trigfonometriei*  Berlin.  1840.  8. »8  ggt, 

, • ' ! . j ) ' ;i  ; 

A.  Huberdt:  Lehrbuch  der"  ebenen  Geometrie  nebst 
vielen  Aufgaben  für  Gymnasien  und  höhere'Bürger-' und 
Militai rschulen.  'Berlin.  1841.  8.  ’l  Thlr.  * • * ‘ 

Besonders  durch  die  >recht<  zweckmässigen-  Au^aben  empfeh'*^ 
lungswertli. ' ' ‘ ’ ’ ’ 

Lehrbuch  der  Geometrie  von  K.  SnclI.  fjeipzig.  |841. 

8.  1 Thlr.  4 ggr.  ' = ' • / : 

Wir  können  den  Geist^  in  welchem  dieses  Werkchea  geschrie- 
ben ist,  in  der  Kürze  nicht  besser  charaklerisircn,  als  wenn  wir  es 
der  bekannten.  Weise,  in  welcher  B.  F.  Thibaut  die  Elemente  der  < 

Mathematik  darzustellcn. .pflegte,  an  die  Seite  stellen.  Dass,  der  Vf. 
diese*  Methode  für  die  einzig  wahre  und  richtige  hält,  wollep  wir 
ihm  nicht  verargen,  obgleich  unsere  subjective  Geberzeugung  eine 
völlig  verschiedene  ist,  und  entpfehlen  auch  das  Bufrh  allen, denen, 
welchen  der  Weg  des  Euclides  nicht  zusagt,  recht  sehr,j'd« 
es  in  seiner  Art  gut  geschrieben  ist.  Gewundert  haben  wir  uns 
übrigens  ungemein,  dass  auf  einer  sächsisohcii  gelehrten  Schule  (der 
Verf.  ist  Lehrer  der  Mathematik  ^an  der  Kreuzschule  zu  Dresden), 
auf  denen  ja  immer  das  Studium  der  Alten  mit  Recht  für.die  Grund- 
lage jeder  streng  wissenschaftlichen  Bildung  gegolten  hat,  und  auch  < 
die  VVissenschaften  io  deren  strengem  und  siclicren  Geiste  behandelt 
und  vo'rgetragen  worden  sind,  die  Geometrie  in  einer  von  demsel- 
ben so  sehr  abweichenden  Weise  gelehrt  wird.  Wir-  müssen  offen 
bekennen,  dass  wir  dies  auf  .einer  gelehrten  Schule  (auf  einer 
Real-,-  Gewerb-’  oder,  hölieren  Bürgerschule  würde  sich  die  Sache 
anders  gestalten)  nach  unserer  Geherzeugung  für  keinen  Fori-  ‘ 
schritt  des  mathematischen  Unterrichts*  halten , lassen  indess  gern 
dem  Vf.  seine  üeberzeugung.  Eben  so  sehr  aber,  wie- wir  dies* zu 
lliun  geneigt,  sind,  hätten  wir  gewünscht,  dass  der  Vf.  in  der  V'orrede 
sich  etwas  milder  über  die  Anhänger  der  euclidischen  Methode  aus- 
gesprochen hätte,  indem  er  ja  nur* hätte' bedenken  sollen,  dass  z.  B^ 
in  England  letztere  Methode  in  ihrer  strengsten  Form  ganz  nllgemeiti 
und  ohne  alle  Ausnahme  für’die  allein  richtige  und  wahre  gehalten  wird 
und  auch  in  Deutschland  sehr  gewichtige  Namen  unter  ihre  Anhänger 
zählt.  Kin  Mittelweg  scheint  uns  jodoch'auch  hier  der  beste  zuscin  und 
hat  sich  uns  durch  langjährige  upd  auf  sehr  verschiedenartigen  Lehran- 
stalten gemachte  ErfiiliruDgen'  für  die  Belebung  des  mnthcmatisdien 
Unterrichts  und  für.die  — ^was  wir  hier  ausdrücklich  bemerken  — 
al Igem eine  Anregung  aller  ^nur  cinigermassen  befähigten’ Schüler 
zu  mathematischen  Beschäftigungen  am  z'weckmässigstcn  erwiesen,'  ' 

womit  auch  sehr  viele  andere  erfahrene  Lehrer  übereinstimmen.  Der 
von  dem  Vf.  in -der  Vorrede. angeregte  Erfolg,  den  Thibaut  durch  - 
seine  Vorlesungen  bewirkte’ (wir  gdiörten  im  Jahre  1817  seihst  zu 
seineu  Schülern),  war' allerdings' in  gewisser  Rück  sicht  ’ ein 
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sehr  grosser.  Derselbe  bestand  nber,  wie  wir  glauben,  Torzüglicii 
in  der  Erweckung  des  Interesses -und  der  Liebe  für  die  elementuren 
Lehren  der  Mathematik  (wir  sprechen  hier  bloss  von  einein  elemen- 
taren Gegenstände,  und  fassen  daher  auch  nur  die  dahin  einschla- 
genden Vorlesungen  Tliibaut's  in’s  Auge)  bei  schon  in  den  Jah- 
ren ziemlich  vorgerückten  jungen  Männern,  vorzüglich  The- 
ologen, Juristen  u.  s.  w.,  die  grössteutheils  ohne  alle  strenge  ma- 
thematische Vorbildung  auf  die  Universität  kamen,  durch  eine  aller- 
dings höchst  ansprechende  und  in  jeder  Beziehung  wahrhaft  kunst- 
rei^e  Darstellung!  Auf  einer  gelehrten  Schule  aber,  wo  die 
Geistesgymnastik,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,' tder  einzige  Zweck  ist, 
welchen  der  mathematische  Unterricht  zu  erreichen  suchen  und  im- 
mer vor  Augen  haben  muss,  möchte  nach  unserer  unmaassgeblich'en 
Meinung  die  Sache  doch  eine  etwas  andere  Gestalt  annehmen. 

I 

% 

Cahiers  de  g^omdtric  dlementaire,  pour  servir  de  compldment 
an  Traitd  de  Legendre.  Par  Jules  Planche.  Paris.  8. 

* \ • 

' G^om^trie  dl^mentaire  bas^e  sur  la  thdorie  des  inüniment  pe- 
tits.  Par  Finck.  2e  ddit.  in  8.  5 Fr. 

Geometria  ad  uso  delle  scuole  della  R.  Militare  Accademia  di 

Sebastiano  Vassuili.  Kdizione  scconda.  Torino. >18i0.  8. 

, ' 

' Euclid^s  Elements,  Books  I.  to  VI.,  XI.,  XII.  by  Simson.  New 
edition  by  Maynard.  18.  bound  6 s. ; 8.  bound'  6 s.  6 d.  Lon- 
don 1839  et  1841. 

I 

The  snme,  io  the  symbolical  form,  by  Biakelock.  18.  bound 
6 8.  6 d.  Lond.  1840. 

The  Elements  of  Euclid,  viz  tbe  First  Six  Books,  together  with 
tbc  Eleyenth  and  Twclfth.  By  William  Rutherford.  London. 
1840.  '6  s.  bound. 

F.  Märker:  Theorie  der  Parallellinien.  ■ Meiningen. 
1839.  8.  3 ggr. 

Diese  Herrn  Prof.  Kries  in  Gotha  zur  Feier  seines  fünfzigjäh- 
rigen Dienstjubliäums  gewidmete  Schrift  wird  hier  angezeigt ^ weil 
sie  jetzt  erst  in  den  Buchhandel  gekommen  zu  sein  scheint.'  Uebri- 

Pens  bemerken  wir,  dass  eine  Beurtheilung  von.  Theorieen  der 
arallellinien  in  diesem  literarischen  Berichte  in  der  Regel  nicht' 
gegeben  werden  wird,  weil  dazu  eine  dessen  Zweck  nicht  entspre- 
chende zu  sehr  in’s  Detail  gehende  Kritik  erforderlich  sein  würde. 

Essai  sur  la  thdorie  des  paralleles.  Par  Hauy.  Paris.  8. 

» 

Betrachtungen  über  verschiedene  Gegenstände  der 
neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anger.  Zweites  Heft.  (.4n- 
wendungen  der  Theorie  der>  Aehn I ichkeitspun kte  auf 
die  merkwürdigen  Punkte  im  Dreiecke  und  die  Apol- 
lonischen Bdrülirungs- Aufgaben.  Fortsetzung  der  all- 
gemeinen Betrachtungen).  Danzi  g.  1841..  4.  ^ 12  ggr. 

Wir  freuen  uns,  schon  jetzt  die  Fortsetzung  dieser  sehr  ver- 
dienstlichen Beiträge  zur  neueren  Geometrie  anzeigen  zu  können.'^  , 


DIgitized  by  Google 


31 


* t * / 

Quadrature  du  cercle  et  autres  d^couvcrtes,  par  R.  le'Geay. 

’ 

Solution  g^ometrique  et  rigoureuse  du  problerne  de  lu  quadra-. 
ture  du  cercle,  r^solue  au  moyen  de  la  geom^trie  414mentaire. 
Paris.  8.  . 


Saggio  di.  ricerche  sulla  Poligonometria  analitica,  di  Pietro 
Calleguri.  Imola.  1839.  8. 

• « 

* , * I f • ' • • 

Hymers’s  Treatise  on  conic ‘sections  and  tlie  application  of 
Algebra  to  Geomelry.  ' Second  editiori.  Camb.'  1840.  8.  7 s.  6 d. 

« 

Quadratura  delP  Iperbola  e rettificuzione  dellu' Parabola,  otte> 
nute  coD  mezzi  eleinentari  c con 'formale  (Inite,  memoria  letta  all* 
ateneo  di  Venezia  dal  dottore  Pietro  Mngrini.  Venezi.'i.'1840,  8. 

‘ ' Proprieta  principali  di  alcnne  curve  trasccndcnti , csposte  da 
Tepfrasto  Cerclii.  Milano.  1840. 

Curve  a quattro  centri , ossia  ovali , costruite  per  arclii  di  ccr- 
cbio;  memoria  dell  dott.  Lorenzo  Tabacclii.  Padova.  1841.'  8." 

Traitö  de  la  coupe  des  pierres.  Par  Adbdmar.  2e  edit.  Paris.  8. 

I 

Traitd  des  ombres.  Par  Adbemar.  Paris.  8.  20  Fr. 

* . • ■ * » • * 

H.  Simonis;  Application  de  la  gdometrie  descriptlve, ou  trait^ 
des  ombres.  Gand.  1840.  4, 

« ^ 

H.  Strootjnan:  Beginselen  der  beschrijvende  Meetkunst,  bc- 
vattende  de  leerwijze  der  projectien,’  de  oplossing  van  werkstukken 
betrekkelijk  de  regte  lijn,  bet  platte  vlak  en  den  bol,  benevens 
eene  körte  verhandeling  over  de  perspectief  en  de  scbaduweni  Tc 
Rredo.  1840.  8.  • j 

, r • ^ 

L.  S.  Kellner;  Den  beskrivcnde  (descriptiye)  Geomctries  an- 
vendte  Deel,  3dic  Hefte.  Copeubagen.- 1840.  8.  *''■ 


Praktische  Geometrie. 


Le^ons  primaircs  d^agrom^trie  ou  dWpentage.  Par  G.  Gilliet 
Damitte.  2e  ^dit.  . 

Cours  de  topograpbie  ct_de  g^od^sie  du  corps  royal  d’4tat-ma- 
jor.  Par  Salneuve.  8.  8 Fr.  50  c. 

•r  Journal  special  des  gdometres*arpentears,  redig^  par«Boissiere. 
12.  Prix  annuel  12  Fr. 
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Bardme-paDtoni^tre^  ou  Systeme  m^trique  appiiqu^.  a toiites  sur- 
faces  et  a tous  solides,  depuis  un  centimetre  jusqu'’ä  10  metres. 
Par  Fuutras.  Vendome.  8.  ' , 

• « • • * * , 

G^om^trie  en  actioo,  ou  Elements  de  gdometrie  appliquee  anx 
arts.  Par  Barre.  12.  Angers. 

Ergebnisse  der  trigonometri'scbep  Vermessungen  in 
der  Schweiz.  Nach  Befehl  der  Hohen  Tagsatzung  aus 
den  Protocollen  der  eidgenössischen  Triaugulirung 
bearbeitet  und  herausgegeben  Von  J.  Eschmann,  Ober- 
lieutenant im  eidgenössischen  .Oberstquartiermeister- 
-stab.  Zürich  1,840.  4.  4 Thlr.  • • • 

^ Dieses  für  die  Geographie  der  Schweiz  wichtige  Werte  enthält 
die  Resultate  der  trigonometrischen  Messungen;  welche  in  den  letz- 
ten dreissig  Jahren  in  der  Schweiz  angestellt  worden  sind.  Zuerst 
wird  eine  geschichtliche  Uehersicht  der  sämmtlichen  in  dem  .ge- 
nannten Zeiträume  in  der  Schweiz  angesteliten  trigonometrischen  Ver- 
messungen gegeben,  aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  Trolles,  Febr, 
Stabshuiiptmaun  Pestalozzi,  Professor  Trech sei,  Frey,  Lüt- 
hardt,  Wagner,  Oberst  B u cliwal  d er,  weicher  im  Jahre  l832  auf 
dem  Sentis  nach  einem  Ttägigen  Aufenthalte  auf  diesem  Berge-  vom 
Blitze  getroffen  und  sein  Gehülfe  leider  das  Opfer  dieses  Ereignisses 
wurde,  Ingenieur  Sulzberger,  Lieutenant  Bru ppa ch e r, , Oster- 
wald, Projfessor  Hu  ber,  Oberstlieutenant  Me rz,  die  .Majore  v.  Saus- 
sure und  Delarageai,  Domherr  Berchtold,  Hofralh  Horner, 
Mechanicus.  Oeri,  Generalmajor  Finsler,  die  Oberstquartiermeister 
Wurste  mberger  und  Dufour,^  so  wie  endlich,  ganz  vorzüglich 
Oheriieuteuant  Eschmann  zu  verschiedenen  Zeiten  und  in  ver- 
schiedenem Grade  bei  diesem  grossen  Unternehmen  mitgewirkt  ha- 
ben. Dann  folgen  die  Original -Beobachtungen  der  Dreieckswiukel 
erster  Ordnung,  hierauf  die  Messung-  der  Grundlinie  bei  Aarberg 
(im  Ganzen. nach  der  von  Schumacher  hei  der  Messung  der  Basis 
bei  Braack  im  Jahre  1820  angewandten  Methode),  dann  das  \'er- 
zeichniss  der  ‘ Dreiecke' erster  Ordnung,  dann  die 'geographischen 
Ortsbestimmungen  der  Dreieckspunkte  erster  Ordnung,  dann  das 
Verzeichniss  der  Dreiecke  zweiter  Ordnung  mit  Einschluss  der  Be- 
stimmungen einiger  Punkte  dritter  Ordnung  und  der  gegenseitigen 
Azimuthe  der  Punkte  zweiter  Ordnung,  hierauf  das  Vcrzeichniss  der 
geographischen  Positionen  (mit  Einschluss  der  Höhe  über  dem 
Meere)  sämmtlicher  Punkte,  und  zuletzt  die  astronomischen  Beobach- 
tungen und  die  Hölienbestimmungen , ' bei  denen  sich  auch  einige 
beaciitenswerthe  Bemerkungen  über  die  terrestrische  Strahlenbre- 
chung linden.  Augehängt  ist  eine  schöne  üebersiclitskarte  sämint- 
liclier  Messungen.  Der  Anschluss  an  die  französischen  Dreiecke 
ergab  folgende  Vergleichung: 

Seite  Rämel  — ’Fauxd’Enson.’ 

Französische  Dreiecke  . = 35997,22  Meter 
Schweizerische  Dreiecke  = 35997,27^  - 

Unterschied  = * 0,05 

Der«  Anschluss  an  die  Österreichischen  Dreiecke  ergab  folgende  Ver- 
gleichungen: < ■ f ‘ • -f 
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‘ Seltne  Pi .Forn  o' — Pizzp 'Menone  di  Gino. ' ’ > 
Ocstcrreichische  Dreiecke  = 44572,77 
ScLweizcrische.  Dreiecke  = 44572,12 
, .1.  Untcrscliicd  =:  . 0,65 

»Seite  Pizzo  Menone  di  Gioo  — Monte  Leg-none.'  . 
Oesterreicliische  Dreiecke  = 21124,67 
V Schweizerische  Dreiecke  = 2112-4,54 

, Unterschied  = 0,13 

Seite  Kumenberff  — ;/Frastenzersand. 
Oesterreicliische  Dreiecke  = 15985,23 
Schweizerische  Dreiecke  ==  15995,81 

. Unterschied  = 0,58 

'****'*  •*.'*?*  ' ' ^ 

‘ ‘ Seite;  Frastenzersand  — Fu  n d el  k opf.  ’ * » 

' Oesterreicliische  Dreiecke  = 11957^95 

Schweizerische  Dreiecke  = 11959,94  • > • ••  } 

Unterschied  ==  1,99  k / 

Den  beiden  letzten.  Augahen  ist  in  den  Oesterreichisclren  Pro- 
tokollen die  Bemerkung  beigpfügt , dass  sich  die  dolinitive  Ausglei- 
chung der  österreichischen  Trianguliiung  noch  nicht  bis  ,an~dieseD 
Theil  der  Provinz  Tyrol  ausgedeünt  habe.  ^ 

Aus  den  obigen  schönen  Uebereinstiinmungen  darf  allerdings 
der  Schluss  gezogen  .werden,  dass  das  Dreiecksnetz  der  Schweiz 
allen  .geographischen  Zwecken  vullkoniuien  genügt. 

f 

• • • 


% 

Trigonometrie. 


,,  A.  Huberdt;  Elemente  der.  ebenen  Trigonometrie 
nebst  praktischen  Aufgaben  für  Gymnasien /u  nd.  höhere 
Bürger-  und  Militair-Scb  ulen.  Berlin.  1841.  6 ggr.  . ’! 


, • Die  Anfangsgründe  der  ebenen  und  sphärischen  Tri- 
£0nom«(rie  und  der  Kegelschnitte  für  Gyibnasien  und 
Oberrealklassen  vonF.  J.Uerrmann.  Giessen.  1841.  8.  16 ggr. 

I 

H j^mers’s  Treatiso  on  Trigonoinetry  plane  arid  splierical,  and 
on  Tngonometrical  Tables  and  I^ogarithms,  together  with  a Sc- 
lection  of  Problems  and  their  Solutions.  Second  edition.  Cainb. 
1841.  8 s.  6 d.  . : ^ 

. i . ..  . . 

SnowbalFs  Plane  and  spherical  Trigonometry  together.  Fiftb 
'leditipn.  Camh.  184Q.-  8.  <10  s.  6^d: 

Hewitt’s  Problems  and  Theorems  ' in  Plane  Trigonoinetry. 
.Camb,  ,1840,  6 s.  * 

, Trigonometry,  and  its  Application  to  Astronomy,  Dialling,  and 
,;Tn^nometricaI  Siirveying.  ßy  Bichard  Abbatt*  New  edition. 
8,  7 s neatly  bound  in  cl.  . ’ . . . i;  i 
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Elementerna  af  Pinna  Trig’onometrieo , Utgifua  af  P.  N.  Ek- 

man,  Docens  i Mathemutiken  wid  Upsala Uniwersitet.  Stuckholoi.lGsk. 

Grundlioier  litt  .Plana  Trigonometrien  jemte  Ett  Försök  att  för- 
tydliga  interpolatioos-Metkodeo  af  A.  0.  Gestrln.  Stockholm.  8. 


Meclianik. 


W.  A.  Rüst:  Die  Mechanik  in  Anwendung  auf  Künste 
und  Gewerbe.  Erste  Abtheilung.  Mechanik  fester  Kör* 
per.  Für  Praktiker  bearbeitet,  ßerlin.  1840.  8.  1 Tlilr.  12 ggr.. 

' ' ' . 

W.  Whewell:  Elementar  * Lehrbuch  .der  Mechanik. 

Zum  Gebrauch  für  technische  Lehranstalten.  Aus  dem 
Engl,  übersetzt  von  C.  H.  Schnuse.  Rraunschweig  1841. 
1 'l^lr.  10  ggr. 

' Beide  vorhergehende  Schriften  haben  gleichen,  durch 'ihre  Titel 
hinreichend  bezeiclineten  Zweck,  und  erfüllen  denselben,  jedes  in 
seiner  Art,  recht  gut.  Das  erste  fasst  jedoch  bloss  die  Anwendung 
^auf  die  eigentliche  Maschinenlehre  in’s  Auge;  das  zweite  berück* 
sichtigt  daneben  auch  insbesondere  die  Anwendungen,  weiche  die 
Lehren  der  Statik  fester  Körper  in  der  Baukunst  finden.  Das  erste 
wird  in  seiner  zweiten  Abtheilung  ouch  die  Mechanik  flüssiger  Kör- 
per darstellen,  und  in  der  dritten  die  Construction  und  Zusammen- 
setzung einzelner  Maschinen  enthalten.  Das  zweite  enthält  bloss 
die  Mechanik  fester  Körper.  Die  ganz  elementare  geometrische 
*(und  trigonometrische)  Darstellung,  in  welcher  ja  überdies  bekannt* 
lieh  die  Engländer  Meister  sind , hat  uns  besonders  In  dem  zweiten 
Buche  seht  angesprochen,  und  dasselbe  verdiente  daher  eine  deutsche 
Bearbeitung  vollkommen,  die  auch  als  eine  völlig  gelungene  zu 
. bezeichnen  ist. 


\ 


Elements  de  statique  pour  servir  d'introdnction  k'  un  cours  de 
physique,  suivis  d’une  solution  simple  des  triangles  sph^riques.  Par 
L.  G.  2 Fr.  50  c. 


Gaubert,  Traitö  de’ m^canique  a l’usage  des  dieves  des  öcoles 
polytechnique  et.  normale.  Paris.  1840.  8.  8 Fr. 


Roche:  Traitd  de  balistique  appliqude  k rartillerie  navale.  Ire 
partie.  Paris.  1840.  8.  5 Fr. 

Whewcll’s  Elemcntary  Treatise  on  Mechanics  for  the  use  of 
students  in  the  University.  Sixth  edition.  Camb.  1841.  8.  7 s.  6 d. 

Corso  elementare  di  Meccanica  ed  Idraulica,  del  dr.  Vincenzo 
Amici.  Vol.  1.  (Meccanica  teorica.)  Firenze.  1840.  8.  • 

Riccrche  sul  moto  molecolare  de’  solidij  di  Domenico  Paoli. 
Firenze.  1840.  8.  . i • 
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J.  P.  Delprat:  Beginselcn  der  Djnamicii»,  voor.  kadetten  der 
Artillene  en  Genie.  Te  Breda.  1840.  8. 

♦ . ^ . 

. J.  P.  Delprat:  Beginselen  der  statica  en  kydrostatica.  Te 
Breda.  1840.  8.  ' . 


C.  F.  Gauss:  Allgemeine  Lehrsätze  Jn  Beziehung  auf 
die  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  dcrBntfer« 
nuDg  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungs-Kräfte. 
Leipzig.  1840.  8.  8 ggr. 

Um  den  Inhalt  dieser  wichtigen  Sciirift  im  Allgemeinen  mög> 
liehst  deutlich  za  bezeichnen , wollen  wir  den  ganzen  ersten  Para-' 
graphen  inittheilen: 

„Die  Natur  bietet  uns  mancherlei  Erscheinungen  dar,  welche 
wir  durch  die  Annahme  von  Kräften  erkläret!,  die  von  den  kleinsten 
Theilen  der  Substanzen  auf  einander  ausgeübt  werden,  und  den 
Quadraten  der  gegenseitigen  Entfernungen  umgekehrt  proportio- 
nal sind. 

Vor  allem  gehört  hierher  die  allgemeine  Gravitation.  Vermöge 
derselben  übt  jedes  pondcrable  Molecül  auf  ein  anderes  eine 
bewegende  Kraft  aus,  welche,  wenn  man  die  Entfernung  =:r  setzt, 

durch  ausgedrückt  wird,  und  eine  Annäherung  in  der  Richtung 

der  verbindenden  geraden  Linie  hervorzubringen  strebt. 

Wenn  man  zur  Erklärung  der  magnetischen  Erscheinungen 
zwei  magnetische  Flüssigkeiten  annimint,  wovon  die  eine  als  nega- 
tiv betrachtet  wird,  so  üben  zwei  derartige  Elemente  fM,  fju'  gleich* 

falls  eine  bewegende  Kraft  auf  einander  aus,  welche  durch  ^ ge- 


messen wird  und  in  der  verbindenden  geraden  Linie  wirkt,  aber 
als  Abstossung,  wenn  ju,  ii’  gleichartig,  als  Anziehung,  wenn  sie 
ungleichartig  sind. 

Ganz  Aehliches  gilt  von  der  gegenseitigen  Wirkung  der  Thei)e 
der  elektrischen  Flüssigkeiten  auf  einander. 

Das  linearische  Element  ds  eines  galvanischen  Stroms  übt  auf 
ein  Element  des  magnetischen  Fluidums  fi>  (wenn  wir  letzteres  zu- 
lassen)  ebenfalls  eine  bewegende  Kraft  aus,  die  dem  Quadrate  der 
Entfernung  r umgekehrt  proportional  ist;  aber  hier  tritt  zugleich 
der  ganz  abweicheude  Umstand  ein,  dass  die  Richtung  der  Kraft 
‘ nicht  in  der  verbindenden  geraden  f^inie,  sondern  senkrecht  gegen 
die  durch  und  die  Richtung  von  ds  gelegte  Ebene  ist,  und  dass  ' 
ausserdem  die  Stärke  der  Kraft  nicht  von  der  Entfernung  allein, 
sondern  zugleich  von  dem  Winkel  abhängt,  .welchen  r mit  der 
Richtung  von  r/r-  macht.  Nennt  man  diesen  Winkel  0^  so  ist 

- - ^ das  Maas  der  bewegenden  Kraft,  welche  ds  auf  aus- 
übt, und  eben  so  gross  ist  die  von  auf  das  Stromelement  ds  oder 
dessen  ponderablen  Träger  ausgeübte  Kraft,  deren  Richtung  der 
ersteren  entgegengesetzt  parallel  ist. 

Wenn  man  mit  Ampere  annimmt,  dass  zwei  Elemente  von  gal- 
vanischen Strömen  ds  ^ ds'  in  der  sie  verbindenden  geraden  Linie 
anziehend  oder  abstossend  auf  einander  wirken,  so  nöthigen  uns 
die  Erscheinungen,  diese  Kräfte  gleichfalls  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportional  zu  setzen,  zugleich  gber  erfordern. 
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jene  eine  etwas  verwickelte  Abhängigkeit' von  d^r ' Richtung  der 
Strompleniente,  . - 

Wir  werden  uns  in  dieser  Abhandlung  auf  die  drei  ersten 
Fälle  oder  auf  solche  Kräfte  einschränken,  «Me  sich  in  der  Richtung 
.der  geraden  Linie  zwischen  dem  Fiemente,  welches  wirkt, und 
demjenigen,  auf  welches  gewirkt  wird,  äussern,  und  schlechthin  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind, ' obwohl  meh- 
rere Lehrsätze  mit  geringer  Veränderung  auch'  bei  den  andern  Fäl- 
len'ihre  Anwendung  finden,  deren  ausführliche  Entwickelung  einer 
andern  Abhandlung  Vorbehalten  bleiben  muss.”  ’•  * . * ’ • 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  418  findet  sich: 
Beweis  des  von  Jacobi  gefundenen  i^ehrsatzes,  dass  ein  flüssiges, 
sich  um  die  eine  Axe  drehendes  Sphäroid'von  drei  verschiedenen 
Hauptuxen  im  Gleichgewicht  sein  könne,  von  T.  Clausen. 


Praktische  Mechanik. 


Notions  de  statique  et  nidcanique  industrielle.  Par  Pey  rd.  8.  5 Fr. 
• • » 

Traitd  d’Hydraulique,  ä Tusage  des  ingdnieurs.  Pard'An  buis- 
son  de  Voisins.  * 2e  dd.  8.  9 Fr. 

^ .Cours  de  dessein  lindaire  appliqud  au  dcsscin  des  machines.  Par 
C.  Armengaud.  4,  6 Fr. 

^ The  Mechanics  of  Engineering.  By  Wliewell.  London.  1840, 
8.  9 s.  ^ 

I*  , . 

Memoria  sulla  relazione  tra  le  acqne  dclP  Arno  e quelle  della 
Chiana,  dcl  contc -V ittorio  Fossombroni,  inserita  nella  parte 
matematica  del  tomo  XXII.  dellc  ,,Memorie  della  Societä  italiana 
dolle  scienze  residente  in  Modena’’.  8econda  edizione.  Firenze. 
1840.  8. 

* • * t 

Hnndbok  i Praktisk  Mekanik  af  Arthur  Morin.  Öfwersatt, 
under  iakttagande  af  alla  formlers  och  tabellers  reduktion  efter 
Swenskt  mStt  och  wdgt- System,  och  mecl  betydiiga  tillägg  fötsell  af 
Bag  ge,  Prof.  w.id  Bergs-Skolan  i Fahlun.  Stockholm.  8.  3 Rdr.* 


Optik.  , 


Dioptrische  Untersuchungen  Von  C.  F.  Gaoss.  Göttin- 
gen. 1841.  4.  8 ggr.  .o  , . 
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» • * * 

*'  Di(?so  schönen  üntersucliiiogen  des  berühmten  Vfs.  haben  vor* 
züglich  den  Zweck,  bei  den  bekannten  eleganten  Formeln  von  Co- 
tes,  Euler,  Lagrange  und  >löbius  die  Dicke  des  Glases  zu  berück- 
sichtigen,  so  wie  auch  eine  genauere  Feststellung  mehrerer  diuptri- 
scbcn*Grundbegrific.  • ' 


•D:  Brewstcr,  A treatise  on  the  piicroscope.  London.  8.  6s. 

• * « > 

Principes  de  perspective  iincaire.  Par  Bacillon.  4.  5 Fr.' 

'Bouillon,  Principes  de  perspective  Iincaire,  nppliqu^s  d’unc 
manierc  metliodique  et  progressive  au  trace  des  iigurcs.  Paris. 
1840.  4.  5 Fr.  ■ , 

' , f 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  415  und  Nr.  417  findet 
man  zwei  schöne  Aufsätze  von  Bessel  und  *T.  Clausen  üb'er  die 
Grundformeln  der  Dioptrik. 


Astronomie. 


Von  Biots  trefflichem  Trait^  <?l<?mentaire  d’Astronomie  pliysiqne 
erscheint  jetzt  eine  dritte  Ausgabe. 

« . .«  I 

J 

Beiträge  zur  physischen  Kenntnis s der  himmlischen 
Körper  im  Sonnensystem  von  W.  Beer  und  J.  H*,Mädler. 
Weimar..  1841.  4.  1 Thlr.  16  ggr. 

Theils  neue,  theils  in  Schumachers  astronomischen*  Nachrichten 
schon- veröffentlichte  Aufsätze,  hier  von  Neuem  abgeoruckt. 

* < “ 4 ' ^ 

• Hymers’s  Elements  of  the  Theory  of  Astronomy.  Second  edi- 
tion.  Camb.  1840.  8.  14  s. 


. De  correctione’  elementorum  Veiieris  et  Mercurii  ex  observnto 
transitu  per  Solem  Disquisitio.  P.  I — IV.  Praes.  Mag.  A.  T.  Ber-i 
gius;  <Respp.  J.  L.  Ringzell,  J.  W.  Lindblad,  G.  M.  Lund* 
quist  et  J.  0.  Carlsberg.  Cpsaliac.  4.  ' 

--  O’Brien’s  Mathematical  Tructs. 'Part.  I.,  on  Laplace's  Coeffi- 
cients,.  the  Figure  of  the  Earth,  tbe  Motion  of  a rigid  body  about 
its  Centre  of  Gravity , and  Precession  and  Nutation.  Camb.  1840. 
8.  4 s.  6 d. 

Quetelet,  Sur  la  longitude  de  PObservatoire  royal  de  Bra* 
xelles.  • 4.  • i • 

Descrizione  del  circolo  meridiano  dell’  J.  R.  Osseryatorio  di 
Padova>,  seguita  da’nn  cutalogo  di  stelle  fisse  per  Panno  1840; 
distriboito  in  zone  rapporto  alla  declinazione.  Parte  prima,  conte- 
Deute  le  stelle-  delP  equutore  fino  al  lO*’  di  declinazione  boreale. 
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Di  Giovanni  S.antini,  Padova.  1810.  4.  Estrattu  dal  vol.-V^  de 
jTNuovi  saggi  delP  accademia  di  Padova.” 

■ Mcsure  d’un  arc  de  parallele  inoyen  entre  le  pole  et  Pequateur. 
Par  le  colonel  Brousseaud.  Limoges.  4.  , ^ 

Culcul  de  navigatioD  a Pusage  des  nfficiers'  de  la  marine  mar* 
chande  et  des  capitaiues  au  Sabotage.  Nantes.  8. 

\ 

A Tieatise  on  Navigation  and  Nauticul  Astronomy  by  Edward 
Riddle.  3d  Edition.'  8.  12  s.  bound.  . . 

J.  Lamont:  Jahrbuch  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München  für  1841.  .Vierter  Jahrgap  g.  München.  8. 

1 Thir.  . 

' Die  Einrichtung  dieses  Jahrbuchs  kann  im  Allgemeinen  als  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Auf  die  astronomische  Ephemeridc 
folgt  ein  vorzüglich  in  Bezug  auf  Baiern  sehr  vollständiges  Ver- 
zcichniss  geographischer  Positionen , in  weichem  die  in  Bogen  und' 
Zeit  angegebenen  Längen  für  Baiern  von  dem  Meridian  der  Stern- 
warte bei  München,  für  die  übrigen  Punkte  von  dem  Pariser  Me- 
ridian an  gerechnet  sind.  Dann  •folgen  gesetzliche  Bestimmungen 
über  das  baierischc  Maass  und  Gewicht,  Zusummensicilung  neuerer 
Maass-  und  Gewichtseinheiten,  Meilcnmaasse , gesetzliche  Bestinr- 
miingcn  über  das  Münzwesen  in  versciiicdenen  Ländern  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  den  süddeutschen  Zollverein,  und  fast  der 
ganze'  übrige  Theil  des  Buchs  von  JS.  91  bis  S.  230  ist  der  Meteo- 
rologie gewidmet.  Zuerst  Beobachtungen  der  Königlichen  Geriebts- 
ärzte  in  Baiern,  wobei  zugleich  die  von  dem  Vf.  auf  eigentbümlichc 
Weise  cofistruirten  Barometer  beschrieben  werden , weiche  die  Kö- 
niglich Baierschen  Gerichlsärztc  zur  Anstellung  der  ihnen  aufge- 
trugenen, .vierteljährig  aü  die  Sternwarte  einzusendenden  Beobach- 
tungen nach  und  nach  sämmtlicli  erhalten  sollen.  Welche  grosse 
Ausdehnung  schon  jetzt  diese  Beobachtungen  gewonnen  haben,  geht 
daraus  hervor,  dass  schon' an  271  Punkten,  die  io  dem  Jabrbuche  ' 
namentlich  angegeben  werden,  in  den  verschiedenen  Provinzen  .des 
Staates  von  den  Gerlcbtsärzten  Beobachtungen  augesteilt  werden, 
und  dass  sich  schon  an  78  Orten  neue  pder  veriiieirte  Instrumente 
beünden.  Alle  diese  von  dem  tbätigen  Vf.  getrotfenen  Einrichtun- 
gen verdienen  anderen  Staaten,  wo  von  den  Kreis -Physikern,  oder 
wie  diese  Beamten  sonst  heissen  mögen,  vorschriftsmässig  meteoro- 
logische Beobachtungen  angestclit  werden  müssen,  zur  Nachahmung 
empfohlen  zu  werden.  Nur  wenn  diese  Beobachtungen  überall'zu.so 
viel  als  möglich  mit  einander  übereinstimmenden  !^eiten,  mit  guten 
vorher  gehörig  mit  einander  verglichenen  Instrumenten  angestellt 
und  der  oberen  LiCitung  und  Controlle  eines  mit  dem  Fache  ganz, 
vertrauten  Mannes  wie  in  Baiern  unterworfen  werden,  können  die- 
selben der  Wissenschaft  wahrhaften  Nutzen  bringen.*  Ferner  giebt 
der  Vf.  Nachricht  über  einen  noch  besonders  von  ihm  gestifteten, 
meteorologischen  Verein,  und  liefert  hierauf  einen  sehr  lesenswer- 
tben,  populär  gclialtenen  Aufsatz  über  die  zwockmässige  Anstellung 
meteorologischer  Beobachtungen,  welchen  wir  allen  angehenden’ 
Beobachtern  aus  Ueberzeugung  empfehlen.  Nach  Mittbeilung  der 
von  den  Mitgliedern  des  meteorologischen. Vereins,  bis  jetzt  un  die.> 
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Sternwarte  einp^esandten  ßeobaclitungen  und  der  auf  der  .Sternwarte 
selbst  in  den  Jubrcn  1825' — 1836  angestellten  Beobachtungen,  aus 
denen  sich  die  Höbe  von  München  märometer  der  Sternwarte)  über 
dem  Meere  im  Mittel  1576  Pariser  Fuss  ergiebt,  wird  endlich  noch 
von  der  Verbindung  eines  grossen  magnetischen  Observatoriums  mit 
der  Sternwarte  Nachricht  gegeben,  welches  durch  die  Munißcenz 
Seiner  Majestät  des  Königs  und  Seiner  Königlichen  Hoheit  des 
Kronprinzen  mit  den  grössten  Mitteln  ausgestattet  und  in  der  Mitte 
des  vorigen  Jahres  vollendet  worden  ist  Die  im  August  vorigen 
Jahres  begonnenen  magnetischen  Beobachtungen  werden  täglich,  von 
6 Ohr  Morgens  bis  6 llbr  Abends  jede  Stunde  nach  mittlerer  Göt«  ' 
tinger  Zeit  gemacht;  die  Nacht  hindurch  wird  alle  zwei  Stunden 
der  Stand  der  Instrumente  aufgezeichnet;  jeden  Monat  trifft  ein 
Termintag,  wo  24  Stunden  hindurch  alle  5 Minuten  die  Declination 
und  alle  10  Minuten  die  HorizontaUIntensität  bemerkt  wird,  ln  so 
grosser  Ausdehnung  und  Vollständigkeit  werden  unsers  VVissens 
die  magnetischen  Beobachtungen  noch  nirgends  angestellt.  Möge  der  so 
thätige  und  kcnntnissrciche  Vf.  in  seinem  Eifer  nie  erkalten  und 
immer  durch  die  kräftigste  bei  solchen  Unternehmungen  so  noth- 
wendige  Gesundheit  unterstützt  werden! 

% 

, J.  F.  Encke:  Astronomische  Beobachtungen  auf  der 
Sternwarte  zu  Berlin.  Erster  Band.  Berlin.  1840.  5 Thlr. 

Eine  höchst  erfreuliche  und  wichtige  Erscheinung.  Die  Einlei-  ' 
tung  'enthält  die  Beschreibung  der  neuen  Berliner  Sternwarte  und 
ihrer  wichtigsten  Instrumente,  namentlich  des  neuen  grossen  Me> 
ridiankreises  von  Pistor;  nebst  trefflichen  Abbildungen  des  Ge- 
bäudes nach  allen  seinen  Theilen,  insbesondere  auch  der  Kuppel 
und  des  Meridiankreises.  Hierauf  folgen:  1.  Beobachtungen  mit 
dem  Pistor’scbeu  Meridiankreise.  1838.  April  16.  — 1839.  Aug.  31.  — 

2.  Beobachtungen  am  Durchgangsfernronr  von  Ost  nach  West.  — 

3.  Meteorologische  Beobachtungen.  (1836.  Januar  1.  — 1839.  August 
31.  Thermometer  R.  Barometer.  Wind.  Wolken.  Dreimal  täg- 
lich.) — 4. 'Magnetische  Bdobaebtungen.  (1836.  Mai  11.  — 1839. 
August  31.)  — 9.  Beobachtungen  mit  dem  Refractor  und  den  be<^ 
weglicben  Instrumenten  (Doppelsterne;  Messungen  der  Planeten- 
durchmesser; Sternbedeckungen,  Sonnennnsternisse,  Planetendurch- 
gänge u.  s.  w. ; Beobachtungen  des  Cometen  von  Pons  oder  viel- 
mehr Encke.  1838). 

Connaissance  des  temps  pour  Pan  1843.  Paris.  8.  7 Fr,  50  c.  , 

L*Annuaire  du  bureau  des  longitudes  pour  Pan  1840,  augment^ 
de  notices  scientifiques  par  Arago.  Paris.  12.  1 Fr. 

Atlas  des  phdnomenes  cdlestes,  donnaut  le  trac^  des  mouve- 
ments  apparents  des  planetes.  Par.Dien.  Ann^e  1841.  Paris.  4. 
15  Fr. 
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C.  Scberling:  Leitfaden  bet  dem  Unterrichte  in  der 
Physik,  für  Real-  und  höhere  Bürgerschulen.  2r  Cnrsus. 
Lübeck.  1840,  8.  15  ggr. 

H.  B irnbaum:  Die  Begründung  der  ersten  Kenntnisse 
in  der  Physik  oder  mechanischen  Natarlehre  für  Schule 
und  Haus  des  Bürgerstandes.  Brauiisdiweig.  1841.  8.>  15  ggr. 
''  Ein  gutes  Buch,  dem  wir  recht  vielen  Eingang  in  gebildete 
(denn  andere  lässt  sein  Inhalt  nicht  zu)  Familien  wünschen.  Jedoch 
müssen  wir  ausdrücklich  bemerken,  dass  nur  der  eigentlich  mecha- 
nische Tlieil  der  Physik  in  dessen  Kreis  gezogen  lind  die  i.<ehre 
von  der  Wärme,  der  Electricität,  dem  Magnetismus  und  dem  Liebte 
ganz  unberücksichtigt  geblieben  isl,  welches  wahrscheinlich  durch 
^ie.Wortc:  mechanische  Naturlebre,  auf  dem  Titel  angedeutet 
werden  soll,  aber  dem  sonstigen  BegriOe  der  mechanischen  Natur- 
lehre (S.  z.  B.  E.  G.  Fischers  mechanische  Naturlehre)  nicht  gemäss 
ist.  Zweckmässig  und  der  allgemeineren  Verbreitung  des  Buchs 
forderlich  wäre  es  gewiss  gewesen,  w'enn  auch  die  Lehre  von  den 
sogenannten  Imponderabilien  mit  aufgenomm'en  worden  wäre.  Auch 
dürfte  es  selbst  «noch  in  unserer  Zeit  nicht  ganz  ohne  Nutzen  ge- 
wesen sein,  wenn  der  Vf.  einige  Rücksicht  auf  seines  Landsmannes 
(wenn  wir  nicht  irren)  Hellmuth  Volksnaturlebre  zur  Vertilgung 
des  Aberglaubens  genommen  hätte. 

Deguin,  Cours  dlemeptaire  de  Physique.  3e  ddition.  T.  !• 
Paris.  1840.  8.  0 Fr.  50  c. 

Nouveau  Manuel  complet  de  Physique,  ou  Elements  abrdg^s  de 
cette  Science.  Par  Bailly.  Nouv.  ddit.  in  18.  8 Fr.  50  ,c. 

I 

Traitd  dldmentaire' de  physique,  chimie,  toxicologie  et  pbarma- 
cie.  Par  Favart.  2 Vol.  8.  14  Fr. 

G.  Bird,  Elements  of  natural  philosophy.  London.  8.  12  s. 

SnowhalTs  Cambridge  Coursc  of  Elementary  Natural  Philoso- 
phy, being  demonstrations  of  the  Propositions  in  Mechanics  and 
Hydrostatics , for  Candidates  for  the  ordinary  degree.  - Second  edi- 
tion.  1840.  12.  4 s. 

Trattato  elementare  di  Fisica  mätematica.  Di  Emanuele  Estil- 
1er.  Tom.  I.  Palermo.  1839. 

Lezioni  di  Fisica  di  Carlo  Matteucci,  date  nell'  i.  e r.  univ. 
di  Pisa  nell’  anno  1840.  Pisa  1840.  8. 

Nouveau  Systeme  des  tourbillons  appuye  par  des  expdriences 
qui  ddmontrent  la  rdalit^  des  tourbillons  admis  par  Descartes.  Par 
Guerineau.  Poitiers.  8. 
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• Spiegaziooe  deliu  uttrazionc  de*  corpi  e sue  leggi,  di  Anto; 
uio  Pontillo.  Veroua.  1839.  8.  . ' 

8opra  i’identita  deli*  attrazionc  molecolare  colP  astronoinica; 
Opera  del  cav.  Leopolde  Nobili  di  Reggio.  Modena.  1840.  4. 

Pneumatics,  coutaiuing  au  Analysis  of  tbe  Mecbanical  Pro- 
perties of  aerial  fluids,  witli  a DescrIptioiF''of  Pneumatic  Machines, 
by  Hugo  Reid.  Edinburgh.  1840.  -8.  2 s.  clotb. 

Storiu  dell*  Elettricita,  di  Antonio  €arnevale  Arella.  Ales- 
saodria.  1830.  8.  Vol.  1.  II.  . 

Relaziooe  storico-critica  sperimentale  suU*  Elettro-Maguetismo 
del  Prof.  Francesco  Zantedeschi.  Venezia.  1840.  8. 

* 

- A.  Uuetelet,  Second  mdmoire  sur  le  magndtisme  terrestre  en 
Italic.  Bruxelles.  4. 

t # > 

/ 

— Sur  i*etat  du  niagndtisme  terrestre  a Bruxelles  pendant  les 
douze  aun^es  de  1827  a 1830.  Bruxelles.  4. 

Le  Op.  Nobili,  Questioui  sul  31agnetismo.  8.  Modena. 

Nuovi  trattati  sopra  il  Calorico,  VElettricita  ed  il  Maguc- 

tismo.  8.  Ibid.  6 \j. 

Klauprccht:  Die  Lehre  vom  Klima  in  laiid-  und  iorst-  ' 
wirt h sc liuftlicherBezichung.  Karlsruhe.  1 840. 8. 1 Thl r. 4 ggr. 

Bildet  die  vierte  Abtheilung  des  Lehrbuchs  der  land-  und  forst- 
wissenschaftlichen Naturkunde  von  J.  Ch.  Uundeshagen,  und  ent- 
hält eine  gute  Zusammenstellung  der  betretenden  Gegenstände, 
ohne  eben  die  Resultate  eigner  Untersuchungen  mitzutheiien. 

F.  A.  Schneider:  Beiträge  zur  Astro-Meteoro logi e 
oder  über  den  miitlimasslichen  Einfluss  des  Standes  der 
Planeten,  Cometen  etc.  auf  die  meteorologischen  Er- 
scheinungen an  der  Erdoberfläche.  I^cipzig.  1840.  4.  8 ggr. 

Der  -Vt  will  die  höchst  wichtige  Entdeckung  gemacht  ha- 
ben, dass  der  Luftdruck,  die  Wärme,  die  Windrichtungen  etc.  be- 
rechnet werden  können,,  wenn  man  die  meteorologischen  Beobach- 
tungen bei  Sonnen -Auf-  und  Untergang,  bei  .41oud-Auf-  und  Un- 
tergang, zii  der  Zeit,  wenn  der  Mond  das  neue  Licht  empfängt, 
und  12  Stunden  später  anstellt  und  die  Ergebnisse  dieser  Beobach- 
tungen unter  andern  auch  so  zusammen  trägt,  dass  dabei  der  Stand 
der  Planeten  berücksichtigt  wird!! 

Glaube  dies  dem  Herrn  Kechnungsrathe  wer*s  will  und  kann. 

Später  ist  noch  ein  Nachtrag  zu  dieser  Schrift  erschienen.  Ber- 
lin. 1^1.  4.  4 ggr.  . 

A.  Quetelet,  Resume  des  observatioos  mdteurologiques  faites 
eu  1830  ä robservatoire  royal  de  Bruxelles.  Bruxelles.  4. 

i * 

A.  Quetelet,  .Deuxieme  Memoire  sur  les  variations  annuelles 

4* 
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(ic  la  temp^rature  de  la  terre  a differentes  profondenrs. 
xclles.  4. 


Bm- 


A.  Quetelet,  Catalogue  des  principaux  äpparitions  - d^dtoiles 

iilantes.  Bruxelles.  4. 

* , * 

. Discours'sur  Tensemble  des  phenomemes  qui  se  sont  manifestes 
a la  surface  du  globe  depnis  son  origine  jusqu*k  Tepoque  actuelle. 
Par  le  vicomte  d’Archille.  4, 

Sulla  necessita  di  stabilire  un  regolare  sistema  di  osservazioni 
di  Fisica  terrestre  ed  atmosfcrica; ' memoria  letta  alla  sezione  di - 
fisica  nella  prima  riunione  degli  scienziati  italiani  dal  cav.  V.  An- 
tinori.  Firenze.  1840.  8. 

4 

Denkwürdigkeiten  aus  dem  Leben  Sir  Humpliry  Da- 
vy’s,'heraus  gegeben  vonseinemBruderJohn  Davy.  Deutsch 
bearbeitet  von  D.  C.  Neubert.  Eingeleitet  von  D.  R.  Wag- 
ner. 4 Bände.  (Der  erste  mit  Davys  Bildnisse.)  Leipzig. 
1840.  8.  5 Tblr.  12  gffr. 

Schade,  dass  der  sehr  hohe  Preis  dieser  wohlgelungenen  Ueber- 
setzung  der  Lebensbeschreibung  eines  der  grössten  Naturforscher 
der  neuern  Zeit  viele,  denen  dieselbe  im  höchsten  Grade  interessant  ' 
und  lehrreich  sein  muss,  abhalten  wird,  sie  zu  kaufen.  Durch  eine 
bessere  Oekonomie  des  Drucks  würde  gewiss  ein  massigerer  Preis 
möglich  zu  machen  gewesen  sein. 


Vermischte  Schriften. 


Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamburger 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse (Februar  1841)  enthält  die  folgenden  Aufsätze: 

1.  Üeber  die  Nachweisung  der  gegenseitigen  Lage  von  zwei 
Ebenen  von  der  Beschaffenheit  der  für  sie  gegebenen  Coordinaten- 
Gleichungen  von  dem  Herrn  Major  Dr.  G.  W.  Müller  zu  Hannover. 

Der  ^weck  dieses  sehr  beachtenswertlien  Aufsatzes  ist  in  der 
Kürze  folgender.  Wenn 

u4a:  -f-  By-\-  Cs  -H  jÖ  = 0,  A'o!  B*y  0%  -|-  /y  ==  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  (für  rechtwinklige  Coordinaten) 
sind,  und  9)  den  Neigungswinkel  dieser  beiden  Ebenen  bezeichnet,  so 
wird  in  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich  die  Formel 
AAt  CC 

cos  gp 

bewiesen,  aber  meistens  kein  Criterium  angegeben,  wie  man  den 
den  Winkel  gp,  der  natürlich  zwei  Werthe,  einen  spitzen  und  einen 
stumpfen  haben  kann,  zu  nehmen  hat.  Ein  solches  Criterium  anzu- 
geben ist  nun  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  und  der  von  Herrn  Ma- 
jor Dr.  Müller  zu  diesem  Behuf  aufgestellte  Nutz  ist  folgender: 
Wenn  mon  unter  gp  den  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen 
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gegen  einander  versteht, 'in  dessen  Oeffnung  der  Anfang  des  zum 
lürunde  gelegten  Coordinatensystems  liegt  (die  Fälle,  wo  der  An-, 
fang  der  Coordinaten  in  ^der  Durchscbnittsliuie  der  beiden  Fbeneii 
liegt,  werden  ausgeschlossen),  so  muss  für  (p  der  spitze  oder  stumpfe 
Winkelwerth  genommen  wefden,  je  nachdem  der  Quotient 

DÜf 

X 

negativ  oder  positiv  ist.  ' / 

Es  wäre  wUnschenswerth,  diesen  Satz  auf  schiefwinklige  Coor- 
dinatensysteme  zu  erweitern wozu  wir  die  Leser  des  Archivs  auf- 
fordern möchten. 

2.  Ueber  einige  Eigenschaften  der  um  Parabeln  durch  Tangen- 
ten beschriebenen  Dreiecke,  von  Herrn  Director  C.  Rümker  zu 
Hamburg. 

Dieser  Aufsati:  enthält  einige  recht  nette  Eigenschaften  der  Pa- 
rabel, von  denen  die  meisten '^wohl  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  gc- 
wesen  sind.  Einiges  aus  diesem  Aufsatze  haben  wir  in  diesem  Hefte  , 
Unter  den  Uebungsaufgaben  mirgetheilt. 

3.  Einige  mechanische  Aufgaben  von  Herrn  E.  John  zu  Ham- 
burg, nämlich  folgende:  , 

a)  Wenn  ein  Schacht  bis  zum  Mittelpunkte  der  Erde  reichte 
und  ein  Stein  hineinhele,  die  Relation  zwischen  Zeit,  Raum  und 
Geschwindigkeit  des  eilenden  Körpers  zu  finden.  ' 

. b)  Den  Druck  auf  den  Boden  einer  cylindrischen  Wassersäule 
zu  finden , der  sich  vom  Mittelpunkte  der  Erde  bis  zu  ihrer  Ober- 
, fläche  erstreckt.  ' ^ ' 

c)  Angenommen,  dass  sich  eben  so  eine  Luftsäule  vom  Mittel- 

punkte der  Erde  bis  zu  ihrer  Oberfläche  erstreckt,  so  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Luft  für  jede  Entfernung  vom  Mittelpunkte  gefunden 
werden.  ^ ^ 

d)  Ein  massives,  aus  einer  cylindrischen  Scheibe  bestehendes 
Schwungrad,  dessen 'Halbmesser  = r,  Dicke  = y5,  Dichtigkeit  ==  d, 
Masse  = bewegt  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w um 
seine  Axe;  es  soll  die  Entfernung  c von  der  Axe  gefunden  werden, 
wo  eine  der  Bewegung  direct  entgegengesetzte  Kraft  Mv  = Mtm 
das  Schwungrad  sogleich  zur  Ruhe  bringen  würde. 

e)  Um  die  Welle  eines  Schwungrades  der  vorher  angegebenen 
Art  ist  ein  Seil  gewunden,  woran  ein  Gewicht  = m der  Bewe- 
gung des  Rades  entgegen  wirkt;  es  soll  die  Relation  zwischen  der 
Zeit  und  der  restirenden  Geschwindigkeit  gefunden  werden. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino. 
Serie  seconda.  T.  I.  Torino.  1839.  4. 

Hierin  folgende  Abhandlungen: 

Observations  tbermomötriques  faites  ä S.  Jean  de  Maurienne 
depuis  1826  a 1838. 

Mömoire  sur  les  rapports  entre  le  pouvoir  conductcur  des  li- 
. quides  pour  les  courans  diectriques  et  la  ddcpmposition  chimique 
qu’ils  en  dprouvent  par  Botto  et  Avogadro. 

Memoire  sur  Tequilibre  des  colonnes  par  Pagani. 

Novi  Com'mentarii  Academiae  scientiarum  Instituti 
Bononiensis.  T.  IV.  Fase.  2.  Bononiae.  1839.  4. 
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Hierin  AInysii  Casiuelli 
log  (l-l-o:)"'- 


Oisquisitk)  aualytica  in  functioneHi 


Preisaufgabeii  *). 


Societas  JabJonoviaoa  has  proponit  quaestiopes,  u.  1841,  1842  et 

1^3  solvcndas. 

' 11.  E disciplinis  nhysieiä  et  matbemuticis. 
l n annum  1841.  ,,lmpedimeoti , quo  flumen  eiectricuoi , quod 
vocant,  retardatur  in  transeundo  vel  per  corpora  üquidu,  vel  u cor- 
poribus  liquidis  ad  solida,  separata  compuratio  iustituatur.  exacta 
Diensuru  in  iis  liquidis  metallisque,  quae  maxime  in  usu  sunt  ud  ex- 
perimenta  galvanica  vel  electrocbemica.” 

ln  annum  1842.  ,,Testibus  bistoriae  mutbeseos  scriptoribus, 
Hutton  et  Cbasles,  ab  initio  saeculi  XVI.  in  Germania  Status  al* 
gebrae,  si  ab  aequationibus  tertii  ordinis  discesseris,  tarn  promotus 
erat,  ut  buec  doctrina  in  patria  nostra  magis  exculta  videretur  quam 
in  ipsa  Italia.  Jain  vero  ex  illo  tempore  quum  unici  Cbristopbori 
Rudoifd  Javerani  nomen  et  opera  ad  nos  perveneriut^  qui  exempla 
sua  c bibliotheca  Vindobonensi  hausisse  fertur,  quaeritur  an  ante 
illuui  jaul  ,,cossistae*’  germantei  fuerunt,  qui  proprio  Marte  artem 

gromoverent.  Quod  ut  diiudicetur,  opus  erit,  ,ut  in  MSS.  iuedita 
ibliotbecarum  Norimbergensium , Vindobonensium , Monacensiubi 
' alioriimque  inquiratur  (Ct.  Drobiscb,  de  Joannis  Widmanni  Ege* 
rani  aritbmetica  mercatorum.  Lips.  1840).’’ 

ln  annum  1843.  ,,Recenseantur  methodi  gravioris  momenti, 
tum  anaiyticae,  tum  syntbeticae,  inde  aJHougii  aetute  in  geometria 
inventae,  quibusque  finibus  omnium  ac  singularum  frugifer  usus  cir- 
cumscriptus  sit,  doceatur.” 

Ad  commentationes  quaestionlbus  responsuras  Latina  liugua,  aut 
Fraiicogallicn,  aut  Germanica  uti  licet;  cunctas  vero  luculenter  scri- 'v 
ptas  et  paginarum  iiotis  signatas  esse'  oportet.  Praeterea  monemus, 
addendam  esse  scbedulam  obsignutam , quae  iiitus  nomen  auctoris 
indicet,  babeutque  simul  extus  inscriptum  gnomen  camdem,  quae  in 
commentationis  limine  comparet.  Pretium  coronientationi,  quae  prae* 
mio  digua  declurabitur,  constitutum  est  uuiuus  aureus  viginti  quatuor 
ducatorum.  Quod  ad  primas  commentationes,  in  a.  1841  propositas 
attinet,  eae  ante  mensis  Novembris  hujus  anni  üneni  ad  Societatis 
b.  t.  Secretarium,  Frid.  Christ.  Aug.  Hasse,  Doctr.  Histor.  Au- 
xill.  Prof,  ord.,  gratis  mittendae  sunt. 

Preisaufgabe  der  französischen  Akademie. 

Trouver  les  equations  aux  limites  que  l’on  doit  Joindre  aux 
equations  inddfinies  pour  d^terminer  complctement  les  maxima  et 
minima  des  integrales  multiples. 

Einlieferungstermin  1.  April  1842.  Preis  3000  Fr. 


**)  Wollen  gelehrte  Gesellschaften  und  Akademieen  mir  die  Programme, 
worin  sie  ihre  Preisaufgaben  bekannt  machen,  zusenden,  so  sollen  dieselben 
sogleich  in  dem  Archive  zu  ihrer  weitem  Verbreitung  abgedruekt  werden. 
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Inhalt  des  zweiten  Bandes  des  Cambridge 
Mathematical  Journal’*). 


Plane  Geometry. 

On  tbe  elementary  principles'  of  the  application  of  algebraical 
Symbols  to  Geometry.  By  jO.  F»  Gregory,  — On  a symmetrical 
form  of  tbe  equotion  to  fhe*  Parabola.  — Demonstrations  of  expres- 
sions  for  tbe  area  of  a triangle.  — Problem  ,,Given  the  part 
•of  a straigbt  Une  to  find  tbe  (»  1)***  part.”  — Demonstrations  of 

two  properties  of  tbe  abscissae  of  the  angular  points  of  a polygon 
circumscribing  a parabola. ' — Investigation  of  the  general  equation 
to‘ diametral  curves.  — On  tbe  general  tbeory.  of  the  loci  ot  curvi« 
linear  intersection.  — On  tbe  general  Interpretation  of  equations 
.between  two  variables  in  algebraic  geometry.  > By  W.  Waltou. 

On  tbe  general  tbeory  of  multiple  points.  By  W.  Walton.  — 
Simple  deinonstration  of  a property  of  tbe  conic  sections.  — On  the 
existence  of  real  asymptotes  . to  impossible  brancbes  of  curves.  — 
On  "a  theorem  in  the  geometry  of  pnsitinn.  — Analytical  demon* 
strutions  of  Stewart’s  tbeorems.  By  R.  JL.  Elli». 

Analytical  Geometry  of  tbree  dimeusions. 

On  the  number  of  normals  wbieli  can  be  drawn  from  a given 
point  to  an  algebraical  surface.  By  M.  Terquem.  — Investigation 
of  tbe  locus  ot  points  for  whicb  die  sum  of  tbe  squares  of  tbe  ner- 
mals  drawn  from  tbem  to  a surface  of  tbe  second  order  is  constant. 
By  A/.  Terqttem.  — Condition  that  a surface  should  be  touched  by 
a plane  in  a curved  line.  — Applications  of  the  metbod  of  spberical  . 
co-otHÜnates.  — On  tbe  perspective  of  tbe  co*ordinate  planes.* — On 
the  lines  of  curvature  in  an  ellipsoid.  By  R.  JL.  Eilt».  — Geome> 
trical  interpretation  of  Lngrange’s  condition  in  the  tbeory  of  maxima 
and  minima  of  functions  of  two  variables.  — Symmetrical  Solutions 
of  Problems  respecting  .tbe  straigbt  liue  and  plane.  By  George 
Boole.  — On  singulär  points  in  surfaces.  By  D.  F.  Gregory.  . 

Algebra. 

On  tbe  transformation  of  an  analytical  expressioii.  — Researches 
in  the  tbeory  of  analytical  transformations,  witb  a special  application 
to  tbe  -Reduction  of  the  general  equation  of  the  second  order.  By 
George  Boole.  — Demonstration  of  a proposition  in  tbe  tbeory  of 
Dumbers.  — Expression  for  any  positive  integral  power  of  a loga> 
rithra.  — On  tbe  expansion  of  sines  and  cosincs  of  multiple  arcs  in 
ascending  powers  of  tbe  cosines  and  sines  of  tbe  simple  arcs.  — 

On  the  expressibility  of  tbe  roots  of  algebraic  equations.  'By  J. 

M,  Peehle».  — On  the  equation  of  payments.  — On  tbe  develop- 


*)  Da  dieses  Journal  wohl  in  Deutschland  nicht  so  häufig  gelesen  wird,  ' 

' wife  es  verdient,  tso  werde  ich  in  der  Folge  immer  den  Inhalt  der  einzelnen 

erscheinenden  Hefte  vollständig  inittheilen.  Diesmal  nehme  ich  den  ganzen 
so  eben  vollendeten  zweiten  Band,  der  die  Nummern  VI'- XII  (Mai  1841) 
in  sich  fasst,  ... 
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ment  of  tbc  squarc  roots  of  numbers  by  contiiiued  fractions.  By 
James  Booth.  — Bxamples  of  tbe  dialytic  method  of  elimination 
as  applied  to  tcriiury  Systems  of  cquations.  By  J>  J,  Sylvester.  — 
Practical  rule  for  reducioff  a square  root  into  a coatinued  fraction* 
— Oo  tbe  irrationality  of  f.  — New  soiution  of  a cubic  equatioD. 
By  J.  Cockle.  — On  a method  of  algebraic  elimioatioD. 

Differential  and  integral  calculs. 

/ < On  singulär  Solutions  and  particular  integrals  of  differential 
equations.  By  W.  Walton,  Nos,  I.  and  II.  — On  the  failure  of 
formulae  in  tbe  inverse  processus  of  the  differential  calculus.  — On  cer> 
tain  tbeorems  in  tbe  calculus  of  variations.  By  George  Boole.  — Oo  the 
Integration  of  linear  differential  equations  with  eonstant  coef&cients. 
By  George  Boole.  — Series  for  the  approximate  values  of  definite 
integrals.  — On  the  integrotion  of  certain  classes  of  differential 
equations.'  By  B.  B.  Ellis,  Nos.  1.  and  11.  —^  Investigation  of  the 
radius  of  curvaturc  in  polar  cvrves.  — Demonstration  of  a property 
of  Laplace’s  coefficients.  — On  tbe  Integration  of  equations  of  partiaf 
differentials.  .By  B.  Bronwin.  — Evaluation  of  a definite  multiple 
integral.  By  D.  jF.  Gregory.  — Remarks  on  Poisson’s  proof  that 
F (fi\  w)  can  he  expanded  in  a serjes  of  Laplace’s  fnnctions.'  — 
Demonstration  of  tbe  correclness  of  Fourier’s  expansions  of  func> 
tioDs  in  series  consisting  of  sines  or  cosines  only.  — On  certain 
integral  transformations.  By  B.^  Bronwin. ^ote  on  the  definite 

2 log  (sin  6)  JB.  — Theorem  respecting  general  diffe« 

0 

rentials.  — Extension  of  a>  property  of  Laplace*s  functions  to  ho> 
mogeneous  functions  generally. 

Mecbanics. 


On  the  condition  of  .equilibriuin  of  a System  of  mutually  attrae* 
tive  fluid  particles.  — On  a property  of  tbe  bruchystrochrone  whea 
the  forces  are  any  whatsoever.  — Investigation  of  the  angle  between 
the  upsides  of  the  pnth  of  a projecticle  moving  in  a.  surface  of  re- 
volution,  wben  tbe  orbit  is' nearly  circular.  — On  the  sympathy  of 
pendulums.  — On  the  tuutocbrone  io  a resisting  medium.  — On  the 
motion  of  a pendiiluin  wbose  point  of  support  is  disturbed.  — On 
tbe  form  of  a bent  spring. 


Astronomy. 

Investigations  of  tbe  variations  of  the  node  and  inclination.  — 
Geometrical  Investigation  of  tbe  aberration  in  right  ascension  and 
declination.  — Analytical  Solutions  of  problems  in  plane  astronomy, 

Light. 

Method  of  finding  the  approximate  values  of  definite  integraU 
3^vhich  occur  in  the  calculations  of  diffraction.  — Note  on  the  cal* 
culation  on  the  intensity  of  light  at  the  centre  of  the  shadow  of 
a small  circular  disk.  — On  tringes  of  interference  produced  by 
. oblique  reflection  nt  the  surface  of  a small  mirror.  By  A.  Bell.  — 
Solutions  of  Senate  • House  Problems. 


f 

III. 

f 

Literarischer  Bericht. 

• > J 

• I • ^ ^ ^ ‘ * 

(Dm  diesem  literarischen  Berichte  ,in  Bezug^  auf  die,  Erschein 
nuogen  der  mathematischen  und  physikalischen  Literatur  in  den 
Jahren  1840  und  J 841  möglichste  Vollständigkeit  zu  geben,  ist  in 
dieser  Nummer  noch  Einiges,  was  früher  theils  übersehen,  theils 
vorläufig  absichtlich  ausgelassen  worden  war,  nachgetragen  wor- 
den. In  einer  der  folgenden  Nummern,  wenn  es  .irgend  möglich 
Jst,  schon  in  Nr.  IV.,  wird  eine  vollständige  Debersicht  der  in  den 
neuesten  Bänden  — 1840  und  1841  — der  Schriften  aller  gelehrten 
Gesellschaften  und  Akademieen  enthaltenen,  mathematischen  und 
physikalischen  Abhandlungen  geliefert  werden). 


Geschichte  der  Mathematik. 


Uistoire  des  Sciences  matb^matiques  en  Jtalie  par  Libri.  T.  III 
et  IV.  8.  1841.  5 Thlr.  8 ggr.  ‘ 

' Die  ersten  früher  erschienenen  Tbeile  dieses  Werks  sind  be- 
kannt genug.  , • ’ ’ 

Historische  'Entwickelung  des  Princips  der  Diffe- 
rentialrechnung bis  auf  Leibnitz  von  Dr.  K.  J.  Gerhardt. 
Osterprogramm  1840  des  Gymnasiums  zu  Salzwedel. 

Wh e well;  W,,  Geschichte  der  inductiven  Wissenschaften,  der 
Astronomie,  Physik,  Mechanik,  Chemie,  Geologie  etc.  Nach  dem 
Eoglischen  mit  Anmerkungen  von  J.  J.'Littrow.  2 Bde  gr.  8. 
Stuttgart.  1840,  2 Thlr.  18  ggr.  . ‘ 


» 

Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Hoffmeister,  R;  H.,  Leitfaden  für  den  mathematischen  Un« 
terricht  in  Mittelschulen,  1.  2.  Curs.,  Arithmetik  und  Geometrie. 
1840.  gr.  8.  1 Thlr. 

Band  1.  5 
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Doerk,  U.  G.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasieu.  2,  Bd. 
gr.  8.  Elbiug.'lö  ggr.  (V.  und  3.1839.  1 Tbir.  8 ggr.) 

Matthias,  Dr.  J.  A.,  Leitfaden  für  einen  heuristischen  Schul- 
unterricht über  die  allgemeine  Arithmetik  und  die  gemeine  Algebra, 
die  Elementar -Geometrie,  ebene,  Trigqnometrie  und  Apollonisclien 
Kegelschnitte.  3 Hefte,  7.  Aufl.  gt.f,8.  840.  Magdeburg,  1 Thlr. 

Francoeur,,  L.  B.., ..vollständiger  Le.hrcursus  der., reinen  Ma- 
thematik naci'^4^‘>4v  ^^‘deti'iFtaatös.  übers,  und 

mit  Anmerk.''  und' i^usatzeh  vers.  von  Dr.  E.  Külp.  11'  Band  3.  und 
4.  Buch  gr.  8.  1840.  Bern..  1 Thlr.  11  ggr.  2.  ßd.  1.  Buch  1841. 
2 Thlr.  (L.Bänd  1.  u.  2.'  Buch  1839.  I Thlr.  2 ggr.)“ 

* • . I * i * t 

Lelirbuch  ’ der  angewandten'  Mathematik*  für  Real- 
gymnasien und  höhere  Bürgerschulen.  Yon  H.  L.  Boltze, 
Dr.  phil.  und  Collaborätor  an  der  Saldern’schen  Schule 
zu  Brandenburg  a.  B.’  Zweiter  Theil;  Statik  und  Me- 
chanik fester  Körper.  Berlin.  1841.  '8.  21  ggr. 

Auch  mit  dem  besonderen  Titel: 

Lehrbuch  der  Statik  und  Mechanik  fester  Körper  für 
Realgymnasien  und'höhere  Bürgerschulen  u.  s;  w; 

Dieses  Lehrbuch  der  angewandten  Mathematik  ist  hervorgeru- 
fen worden  durch  das  immer  bestimmter  und  unabweisbarer  bervor- 
tretende  Bedürfniss  einer  grossen  Anzahl  von  Schülern,  schon- auf 
der  Schule  in  einen  grössern  Theil  der  Lehren  der  sogenannten 
angewandten  Mat^matik  mit  einer  gewissen/ Vollständigkeit  und 
mit  gehöriger  Berücksichtigung  des' Gebrauchs  im  praktischen  Le- 
ben eingetührt  zu  werden,  und  ist  also  auch  ein  sehr  erfreuliches 
Zeichen  der  Zeit.  Nach  der  Absicht  des  Vfs.  soll  dasselbe  aus  vier 
'^heilen  bestellen,  von  .denen  laut  der  Vorrede  der  , erste  die  bür- 
gerliche und  Stautsrechenkuiist,  der.  zweite  (hier  vorliegende),  die 
Al,echaoikr  d^r/  d ritte, geometcisclLe^.  Zeichnen  und  Fgldmessen,:  der 
vierte  Astronomie  und  mathematische  Geographie  enthalten  wird. 
Der  wegen  eines  besondern  Bedürfnisses  zuerst  herausgegebene, 
un^  , V4|rlicgende,  zweite  Theil  eqtb^t,  die  Statik*  und  Mechanik 
fester  Körper  mit  gehöriger  Berücksichfigupg.  des  Praktischen  in 
zweckmässiger  Kürze.  Eigenthiimlich,  ist:  dem  Mehreres,  in  der 
Lehre  von  den  Kräftepaaren,  der  elementaren  Darstellung  der  Lehre 
von  dt^n  Tr^heitsmomeoten , auch  bei,  der.-Begnindung  des  Ge- 
setzes der  äligemeinen.  Schwere  u.  s.,,w.,,  .so  wie.  derselbe  denn, 
wie  es  ups  scheintp  jaam<^ntlich  auch;  mit  Glück,  den,  Versuch  ge- 
macht haL  mehrere  der  wichtigsten  Lehren  des  mechanischen  Theil» 
der  Physik,'  die -in  den  physikalischen  Lehrbüchern  und  bei  dem 
physikalischen  Unterrichte  sich  leider  meistens  nur  mit  einer  blossen 
historischen  Erw'äbnung  müssen  abiinden  lassen,  auf  eine  zweck- 
mässige und  zum  Theil  elegante  Weise  elementarisch  zu  begrün- 
den, welche  Seiten  Ijm^onders  her- 

vor^ehoben  zu  werden  verdient.  Gewünscht  hätten  wir,  dass  der 
Vf.  auch  das  Priocip  des  Reversionspendels  mit  aufgenommen  und 
gehörig  erläutert  hätte,  und  aufmerksam  zu  machen  wollen  wir 
denselben  zumt  Schluss)  nicht  unterlassen , ,seiumn.  Buche'  alsi  dritten 
Theil. noch  eine  fünftCi  die.LehreB  ^dar  Statiki  und  Mechanik. tropf* > 
bar  und  ausdebnsam  flüssiger  Körper  enthaltende  Ahtheilung  hinzu*« 
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2ufügeo,  da  der  vorUegende- zweite  Tlieil  hur. '.die.' Statik,  und  Me< 
chanik  fester  Körper  enthält.  Bei  diesem  von  - uns  gewünschten 
fünften  (oder  vielmehr  dritten)  Theile  würde  der  Vf.  ganz  beson« 
ders  Gelegenheit  finden,  den  gewöhnlichen  Vortrag  der  Physik  an 
vielen  Stellen  durch  eine  zweckmässige ’ elementar* mathematische 
Darstellung  zu  vervollständigen,  zu  walirer  Wissenschaftlichkeit  zu 
erheben,  und  eben  dadurch  erst  recht  fruchtbar  und  lehrreich  für 
die  Schüler  : zu  machen.  So  sehr  wir  auch  den  Plan  des  Werkes 
sonst  im  Ganzen  billigen,,  glauben. wir  doch,  dass' dieser  von^uns 
gewünscitte,  die  Lehren  der  Statik  und  Mechanik  flüssiger  Körper 
enthaltende  Theil  seiner  grossen  Wichtigkeit  für  das  praktische 
Leben  wegen , durchaus . nicht  fehlen  darf,  wenn  das  Buch  seinen 
Zweck  vollständig  erfüllen  soll.  * 

Nouveaux  Elements  de  Matfidmatiques  pures,'  par  A. 
Meyer,  docteur  en  Sciences,  employd  au  ddpot  de  la 
guerre,  professeur  de  mathematiques  a Pinstitut  Gag. 
gia  et  ä l'.u ni versitd* I ihre  de  Bruxelles.  T.  I.  Arithmdti* 
que.  Bruxelles.  1841.  8. 

■ Der  Vf.  beabsichtigt  in  ungefähr  20  Lieferungeu,  jede  wenig, 
stens  zu  100  Seiten  (Preis  4 Fr.),  ein  vollständiges  System’  der  so. 
genannten  reinen  Mathematik  zu  liefern,  ln  der  vor  uns  liegenden 
ersten  f Lieferung  spricht  sich  ein  grosses  sehr  löbliches  Streben 
nach.'  F^leganz  und  möglichster  Einfachheit  der  Darstellung  und 
nach  einem  systematischen  und  naturgemässen  Lntwickedungsgange 
deutlich  aus,  weshalb  wir' glauben  das  deutsche  Publikum  auf  die- 
ses Unternehmen  aufmerksam  machen  zu  müssen.  Auch  findet  sich  > 
im  dieser  Lieferung  manches  Neue,  wie  z.  B.  S.  110.  ein  dem  Vf. 
eigentbürolicher  Beweis.  des>  binomischen  Lehrsatzes  für  Facultäten 
und  .manches  Andere  in  der  Theorie  der  iFacult^ten.  Ueber  die 
folgenden  Lieferungen,  in  denen  sich  das  Eigentbümliche  dieses 
Werks,  aus  dem  uns  auch  Lehrer  manche  gute  Winke  entnehmen 
zu  können  scheinen,  gewiss  noch  mehr  und  noch  deutlicher  heraus- 
stellen  wird,i  werden  wir  berichten,  so  bald  dieselben  erschienen 
sind.  Bis  jetzt  ist  nur  die  erste  bis  zudem  dritten  „Gän^ration  des 
produits^^  überschriiebenen  Kapitel  reichende  Lieferung  zu  unserer 
Kenntniss  gelangt.  Auch  wird  sich  überhaupt,  wenn  erst  mehr  er- 
schienen  ist,  etwas  Vollständigeres  über  den  ganzen  Plan  des 
Werks  sagen  lassen.  Für  jetzt  mag  daher  diese  kurze  vorläufige 
Anzeige  genügen.  < ... 

• • » * «4  f 

t . 


* « 

Arithmetik.. 


.»  ! ; 1 1 ■ ' - • ' 

. Wirth,  Dr;  Ph.,  Grandzüge  der  Arithmetik  nebst  den  Anfangs- 
gründen  der  Algebra.  < Bamberg,  gr.  8.  18  ggr. 

Träitä  elämentaire.  sur  J'arithmdtique  etc.  ä Tosage  du  commerce 
et  des  finances  par  Merle«  Ome  dditioo.  Paris.  >1841.  8.  5 Fr. 
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F erber,  €.,  Enseignement  du  calcul>mental,’ Strasburg  2e  Edit. 
12.  1840.  12  ggr.  ... 

f 

Elementi  di  Aritmetica,  di  Francesco  Soave.  Edizione  cor* 
retta  suite  antecedenti.  Milano.  1841.  12. 


Produktentafel,  enthaltend  die- 2,  3,  4, .5,  6,  7,  8, 
Ofachen  aller  Zahlen  von  1 bis  100000.  Herausgegeben 
von  C.  A.  Bretscbneider,  Prof,  am  Realgymnasium  zu  Go- 
tha. Hamburg  und  Gotha.  1841.  gr.  8.  16  ggr. 

Was  diese  Tafel  enthält,  giebt  der  Titel  bestimmt  an.  Die. 
selbe  empfiehlt  sich  durch  eine'  auf  dem  bekannten  Satze,  dass 
wenn  die  niederen  Ziffern  zweier  vielziiferigen  Zahlen  von  der 
ersten  an  bis  zu  einer  bestimmten  Stelle  bin  die  nämlichen  sind^ 
dann  auch  die  niederen  Ziffern  gleicher  Vielfacher . jener  Zahlen 
auf  eben  so  viel  Stellen  unter  einander  übereinstimmen,  wie  ver. 
schieden  auch  die  Ziffern  in  den  >büheren  Stellen  sein  mögen,  be* 
ruhende  sehr  zweckmässige  Einrichtung  und  den  geringen  Raum 
von  nur  Bogen,  welchen  sie  dieser  Einrichtung  zutolge  ein* 
nimmt,  durch  sehr  schönes  Papier,  scharfen  und  (lautlichen  Druck 
und  sehr  mässigen  Preis  in  jeder  Beziehung,  weslialb  wir  sie  in 
den  Händen  recht  vieler  rechnender  Mathematiker  zu  sehen  wün> 
sehen,  denen  sie  gewiss  sehr  viele  Vortheile  und  Erleichterungen 
bei  ihren  Arbeiten  gewähren  wird,  und  die  sieb  daher  dem  Herrn 
Vf.  zu  ganz  besonderm  Danke  verpflichtet  fühlen  werden.  Aber 
auch  in  den  Händen  der  Lehrer  an  höbern  Unterrichtsanstaiten 
kann  und  wird  diese  Tafel  vielen  Nutzen  stiften,  da  es  für  die 
Schüler  immer  sehr  instructiv  sein  wird,  wenn  sie  schon  befm  er* 
sten  wissenschaftlichen  arithmetischen  Unterrichte  mit  der  Einrich* 
tung  und  dem  Gebrauche  dieser  Tafeln,  und  den  Gründen,  auf  de* 
nen  die  erstere  beruhet,  bekannt  gemacht  werden,  welches  auch 
eine  sehr  gute  Vorbereitung  zu.  dem  künftigen  Gebrauche  der  Lo- 

farithmentafeln  und  der  trigonometrischen  Tafeln  sein  wird..  Es 
at  uns  immer  geschienen,  dass  es  sehr  noth wendig  ist,  die  Schü- 
ler so  zeitig  als  irgend  möglich  auf  den  häufigen  und  wichtigen 
Gebrauch,  welcher  von  zu  verschiedenen  Zwecken,  immer  aber  zur 
Erleichterung  und  Abkürzung  schwieriger  und  zeitraubender  Rech- 
nungen construirter  Tafeln  in  allen  Theilen  der  Mathematik  ge« 
macht  wird,,  binzuweisen  und  ganz  besonders  aufmerksam  zu 
machen,  wozu  bei'm  ersten  wissenschaftlichen  arithmetischen  Unter* 
richte  neben  den  Factorentafeln  — deren  Einrichtung  aber  im  Gan- 
zen zu  einfach  ist  — nach  unserer  Ueberzeugung  die  Produkten- 
tafel des  Vfs.  sehr  zweckmässig  und  vortheilhaft  benutzt  werden 
kann,  wobei  auch  noch  besonders  der  praktische  Nutzen  für  man- 
chen künftig  zu  einer  Beschäftigung,  bei  welcher  öfters  die  Aus- 
führung weitläußger  Rechnungen  erfordert  wird,  übergehen  wollen- 

e sehr  lesens* 


net  dieselben,  und  enthält  ausser  ihrem  eigentlichen  Gegenstände 
auch  noch  manche  schätzbare  Bemerkungen,*  die  sich  in  den  mei* 
sten  arithmetischen  Lehrbüchern  nicht  finden. . Möge  der  Vf.  auch 
bei  der  in  der  Vorrede  angekündigten  sehr  verdienstlichen  Arbeit: 
Dämlich  einer  neuen  und  sorgfältigen  Berechnung*  der^  Zahlwerthe 
der  wichtigsten  in.  der  gesammten  Mathematik  vorkommenden  nu* 


Tafeln  eröff- 
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meriscben  Constanteu  uml  Coefficieoten , nicht  ermüden,  und  sich 
nicht  ubschrecken  lassen  durch  die ‘geringe  Anerkennung,  die  lei» 
der  oft  solchen  mühsamen  und  Zeit  raubenden  Arbeiten  zu  Theil 
wird!  Der  Dank  derjenigen,  welche  die  Verdienstlichkeit  derselben, 
und  die  ungemeine  Sor$2:falt  und  Genauigkeit,  welche  auf  solche 
Arbeiten  gewandt  werden  müssen,,  zu  würdigen  verstehen,  wird 
ihm  gewiss  zu  Theil  werden.  ■ 

Trait^  sur  la  thdorie  des  logarithmes  par  Valles.  8.  841, 

V'ega,  G.,  Logarithmisch-Trigonoroatrisches  Handbuch  hcrausg. 

- von  Hülse.  Leipzig,  gr.  8.  1840.  1 Thlr.  6 ggr. 

• ‘ Steinberger,  A.,  Tafel  der  gemeinen  oder  Brigg^schen  Loga- 
rithmen aller  Zahlen  von  1 — lOC^OOO  mit  5 oder  beliebig.  7 Deci-  • 
malstellen.  Ein  Auszug  aus  Vega’s  Logarithmisch-Trigonometr. 
Handb..  Regensburg.  gr.  8.  1840.'  8 ggr. 

Tahles  ot  Logarithms,  common  and’  trigonometrical , to  five 
places.  — • - • • “ ■ ' - - 

useful 

Four  figure  Logarithms  and  Anti- Logarithms.  On  a Card, 
1841.  1 s. 

The  Elements  of  Algebra,  preliminary  to  the  Differential  Cal- 
cujus,  and  fit  for  the  Higher  Classes  of  Schools  in  which  the  Prin- 
ciples  of  Arithmetic  are 'täught.  By  Professor  De  Morgan.  2d  > 
Edition  1841.  12mo.  9 s.  cloth.  ' 

' J‘.  G.  Hai  Ts  Differential  and  Integral  Calculu's.  3rd  edit  1841. 

8.  12  s.  6 d. 

I 

‘ üeber  die  Transcendenten,  welche  aus'wiederb.olten 
Integrationen  rationaler' Formeln  entstehen  von  Kum- 
mer. Osterprogrumm  1840  des  Gymnasiums  zu  Liegnitz. 

Traitd  ^l^mentaire  des  fonctions  eliiptiques,  ouvrage  destin^  a 
faire. suite  aux  traitds  ^l^mentaires  de  calcul  intdgral  par  P.  F.  Ver- 
holst. Bruxelles.  1841.  8.  3 Thlr. 

Dieses  Werk  cmpfehleii  wir  allen  denen,  welche  sich,  ohne 
auf  die  ursprünglichen  Quellen  zurückgehen  zu  wollen,  mit  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt  machen  wollen. 

.Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnunge  n und 
deren  wichtigsten- Anwendun. ge ir  von  S.  D.  Poisson. 
Deutsch  bearbeitet  und  mit  den  nöthigen  Zusätzen  ver- 
sehen von  Dr.  E.  H.  S chnuse.  Br  nun  schweig.  1841.  8. 

;2  Thlr.  18  ggr.  j , . 

Eine  aut  schönes  Papier  deutlich  und  correct  gedruckte  gute 
Cebersetzung  von  Poissons  Recherches  sur  la  rrobabilite . des  - 
Jugemcnts  en  matiere  criminelle  et  en  matiere  civile,  prec^dees  des 
regles  g^ndräles  du  calcul  des  probabilit^s.  Paris  1837.  >4.  > 25  Fr., 
welche  der:  Uebersetzer.  mit 'einer 'grossem  Anzahl  von  Zusätzen 


I 


Lnder  tne  superintendence  ot  the  society  for  the  dinusion  ot 
knowledge.  8.  1841.  3 s.  swd. 


Digitized  by  Google 


/ 


i 


52 


I * 

versehen  hat,  unif  dieselbe,  wie  er  io' der  Vorrede  > sagt,  zn  einem 
Lehrbuche  der  Währscheinlichkeitsrechnung  abznrunden,  und  da- 
durdh  also  zugleich  den  der  Uebersetzung  gegebene uTrtel  zu  recht- 
fertigen.  Was  von  dem  Cebersetzer  herrührt,  ist 'nicht  bestimmt 
angegeben,  und  wir  können  darüber  auch  kein  ganz  gültiges  Ur- 
tbeil  fällen,  weil- uns  das  Original  in  diesem  Augenblicke* zufällig 
nicht  zur  Hand  ist. 


Geometrie. 

' ' » 


Meyer,  €.,  Lehrbuch -der  Geometrie  für  Gymnasien.  3 Bde. 
gr,  . Potsdam.  1840.  P Thlr.  14  ggr. 

Gleichmann , H.  A. , Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,’  ein  I.«eit> 
faden  beim  Unterricht  in  den  Elementen  der  Mathematik,  gr.  8. 
Meiningen.  15  ggr. 

. • ••...••  • r • . ' • .1.. 

Rüss,  W.  A.,  die  Geometrie  und  Trigonometrie.  Zunächst  für 
Divisionsscbulcn  und  sonstige  Militair- Unterrichtsanstalten,  gr.  8. 
Berlin.  1840.  1 Tblr.  4 ggr.  ^ 

Ludowicg,  J.  C.  H. , Lehrbuch  der  Elementar -Geometrie  und 
Trigonometrie  für  Gymnasien  und  höhere  I.<ebranstalten.  2.  Bd. 
gr.  8.'  Hannover.  1840.  2 Tblr.  8 ggr.  (1.  Bd.  1839.  2 Tblr.) 
Eine  ausführlichere  Anzeige  dieses  Buchs  im  nächsten  Hefte. 

Holzapfel,  F.  X.,  Grundlehren  der  Elementar- Geometrie  mit 
Anwendung  auf  Berechnung  der  Körper  und  Flächen.  8.  Constanz. 
1840.  9 gr.  , . 

% 

-Demp,  Hr.  Q.  W.,  Handbuch  der  .theoret.  und  prakt.  Geometrie, 
gr.  8.  München.  1840.  1 Thlr. 

Lehmus,  Dr.  D.  E.  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  Bd.  2.  Aufl. 
Berlin.  1840.  1 Thlr..  18  ggr.  ! - 

I 

Hincke,  J.,  Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre.  I.  [l^heil: 
Planimetrisch^  Formenlehre.  Mit  9 Figurentafeln,  gr.  8.  .Nord- 
bausen. 1841.  18  ggr.  ^ . 

Dessen  Leitfaden  d.  geometrischen  Formenlehre.  1.  Theil:  Pia* 
nimetrische  Formenlehre,  gr.  8.  Nordhausen.  1841..  6 ggr. 

Hohl,  Dr.,  Vorschule  der  reinen  Stereometrie.  8.  Tübingen. 
1840.  12  ggr.  ' . . , 

Senff,  C.  J.,  systematische  Darstellung  der  Hauptsätze  ‘der 
Geometrie' im  Raume.  Eine  gekrönte  Preisschrift.  gr.  4.-  Dorpat. 

1840.  22  ggr.  . . 

, . . ■-  * ■;  . ' 

' Die  Geometrie  genetisch  dargestellt  fürSchulen  und 
zum  Selbstunterrichte  von  R.  Simeseny  Lehrer<‘der  Ma- 
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.tbem;  und  Pbynik.  Mii<'17<9^.eiiil^edruekl:e&!llolzscliDitten. 

8. - Altona.  1841.  15  ggr,  , > • • . .s  ' j i/s 

Die -Art  und  Weise,  auf  welche  i man  gewöiiiilidb  in  der  . höheren 
Mathematik  die  Entstehung  der  Figuren  I betrachtet,' um  daraus  ihre 
Haupteigenschafteu  kennen  zu  Jeruen ; . führte  - den  .Vf.  auf- den  Ge^  - 
danken,  auch  die  niedere . Geometrie udurchgehends  auf  ähnliche 
Weise  genetisch  zu  behandeln,  und  dadurch,  wo  möglich,  sowohl 
dem  Anfänger  das  Erlernen  derselben  «erträglicher  äu  machen,  als 
auch  den  l> ebergang  zum  Studium  der  höheren  Mathematik  zu  er-» 
leichtern,  ln  dieser  hier' mit  des-Vfs.  eigenen  Worten  angegebenen 
Weise  findet  man  in  der>Torliegenden,.den  I^ehrern  der  Mathematik 
allerdings  zur  Beachtung  und  .Benutzui^  zu  empfehlenden  -Sehriftt 
die  Lehren  der  ebenen . Geometrie  mit  -ninschluss  der  ebenen  , Tri* 
gonometrie  einfach  .und  klar  behandelt, . und  möchten  war -den  Vf 
uns  zu  ermuntern  erlauben,  baid:<eine  ähnliche!  Bearbeitung . der  . 
Elemente  der  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie  folgen 
zu  lassen.  • » • > > ..  ’ - - ^ 


Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der 
Ebene.  Ein  Versuch  einer  systematiscb^elementarischen 
Entwicklung  der  sogenannten  Planimetrie,  Goniometrie 
und  Trigonometrie,  der  AnfangsgrUnde  der  analytischen 
Geometrie  u.  s.  w.  Von  Rudolph  Wolf,  Lehrer  der  Mg« 
thematik  an  der  Realschule  in  Bern.  8.  Bern  und  St. 
Gallen.' 1841.  15  ggr. ' 

Diese  kleine  nur  121  Seiten  enthaltende  Schrift  «versucht  .**-7 
dies  scheint  uns  ihr.  eigentlicher  Zweck,  ihre  eigentliche  Tendenz 
und  ihr  besonderes  Veraieust  zu  sein  — die  Ergebnisse  und  Be- 
trachtungsweisen der  sogenannten  neuem  Geometrie  io  den  geo- 
metrischen Eiementarnnterricbt  einzufiibren  und  bei  demselben  zu 
benutzen,  wobei  sie  sieb  vorzüglich  anSteiner  anschiiesst.  Wirhalten  ■ 
dies  für  sehr  verdienstlich  und  in  jeder  Beziehung  zeitgemäss,  empfeh- 
len daher  auch  diese  Schilift  allen  Lehrern,  welche,  ohne  Zeit  und 
l;ust  zu  haben,  zu  den  (fueilen  zurtickzugehen , dasjenige  von  der 
sogeoupnten  neuern  .Geometrie.  .was<ifür  > den  ersten  und  nächsten 
Zweck  des  geometrischen  ~ Elementarunterrichts  . branchbar  sein 
möchte,  in  kurzer  Zeit  kennen  lernen  und , sich  ^aoeignen  wollen. 
Ans  dem. -Gesichtspunkte,  eines  Lehrbuchs*  betrachtet,  können  t wir 
aber* die  Vermischung  der  ganzen  ebenen  Trigonometrie,  die  selbst 
die  bekannten  imaginären  Moivre’schen  Formeln  und  was  sich  daran 
, unmittelbar  anschliessen  lässt,  aUfnimmt,  iiud  der  anätytiscben  Geo-^, 
.metrie  mit  den  Lehren  der  synthetischen  Geometrie  nicht  gut  heissen, 
indem  auf  diese  Weise  theils  der  schöne  synthetische  Charakter  der 
letztem  verloren  gebt,  theils  keine  der  genannten  Wissenschaften 
in  irgend  einer" Art  zum  Abschluss  gebraclit  und  der, Lehrling  in 
das  eigentliche  Wesen  derselben  gehörig  eiogetuhrt  und  wirklich 
eingeweiht  wird.  -Auch  möchten  wir  die.auf. ^ile"49  sich  findende ' 
Bemerkung:  „Man  bat.  sich  auch,  vielfaclve  Mühe  gegeben,  die  For- 
meln  38  und  39  nämlich'  die  Formeln  ’ a = \/ Ä* c*  ~ 2^ff-cos  A 

und  cos  = — "'iie — ^ logarithmiscb  zu  machen,  d.  h.  die 

In  denselben  vorkommenden  Summen  in*  -Prodnete  ' umznwandeln. 
Da.  jedoch  einerseits '^die  durch  diese  ’ Umwandlung  berweckte  Er-  ' 
leichterung  meist«  uUr  äeheinbär  ist, ' andererseits  die  Einj^bfUng  vön 
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Hülfsgrössen,  Wurzeln  u.  s.  w.  Zweidentirkelt  io  die  Formeln  bringt, 
und  endlich  durch  sie  das  Gedachtniss  bedeutend  beschwert  wird, 
so  kommen  sie  nach  und  nach’ bei  den  praktischen  Rechnern  wieder 

5anz  ausser  Gebrauch,  und  sollen  auch  hier  keine ‘Entwicklung  jQn> 
en’*  keineswegs  unterschreiben.  Wer  da  weiss,  welcher  vielfache 
und  wichtige  Gebrauch,  namentlich  in  der  Astronomie  und  Geodäsie 
von  der  I^ofiibruog  sogenannter  BUlfswinkel  und  anderer  Uülfs* 

f rossen  gemacht  wird,  um  «Formeln  zur  jogarithmischen  Rechnui^ 
equem  einzurichteo,  welche  Einfachheit  und  Leichtigkeit  u.  A.  z.  U. 
Gau  SS  durch  solche  Hülfsmittel  in  manche  Rechnungen  zu  brin« 
gen  gewusst  hat,  wird  mit  uns  gewiss  einverstanden  sein,  dass  der 
Schüler,  der  nur  irgend  weitere  Schritte  in  der  Alatheinatik  zu  tbun 
beabsichtigt,  nicht  zeitig 'genug  mit  denselben  bekannt  gemacht  und 
in  denselben  geübt  werden  kann.  Auch  scheinen  uns  meselben  die 
trefflichste  TJebung  in  dem  Gebrauche  der  gönipmetrisohen  Formeln 
darzubieten  und  letztere  dem  Schüler  am  besten  in  das  Gedachtniss 
einzuprägen.  Wie  schön  ist'Z.  B.  der  Kunstgriff,  nach  welchem 
man,  wenn  der  Winkel  y>  aus  der  in  dieser  Form  oft  vorkommenden 
Gleichung 


a sin  If  cos  , 

bestimmt  werden  soll,  die  beiden  HUlfsgrÖssen  r und  Q den  beiden 
Gleichungen  ' - 

« = r cos  0,  ^ = r sin  G . ' 

gemäss,  d.  b.  mittelst  der  Formeln  ' 

^ ' f*  o,  .b 

ö a ’ ^ cos  0 sin  0 

bestimmt^  und  dann  zur  Berechnung  von  9 die  einfache '^Formel 

sin  (0-f-5p)  = -~ 

erhält.'  Sollte  es  nicht  der  Mühe  werth  sein,  den  Schüler  recht 
zeitig  mit  solchen  Kunstgriffen  und  Hülfsmitteln  bekannt  zu  machen? 
Auch  glauben  wir  nicht,  dass,  wenn  in  der  Aufgabe  nicht  selbst 
eine  Unbestimmtheit  liegt,  durch  solche  richtig  gehandhabte 
Kunstgriffe  und  Transformationen  eine  Unbestimmtheit  in  > die  Auf* 
gäbe  gebracht  werde.  Lassen  etwa  die  bekannten  schöneu  Formeln 

1 1’  . ' , 
für  sin  A und  cos  A m der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie 'einer  Unbestimmtheit  Raum?  Lässt  es  nicht  vielmehr  z.  B. 
die  Formel 

, \^2{a*b'^  -f-  -f-  ) — a*  — b*  c* 

'iitc  • * 


sin  A ~ 


in  der  ebenen  Trigonometrie,  auf  die  man  doch  am  Ende  eben  so 
gut  durch  die  ursprünglicbe  Entwicklung  hätte  kommen  können, 
wie  auf  die  bekannte  völlig  bestimmte  Formel  für  cos  A^  unent- 
schieden, ob  der  Winkel  A zwischen  0 und  90"  oder  zwischen  90" 
und  180°  zu  nehmen  ist?  Unsere  Absicht  war"  hier  nur,  die  grosse 
Wichtigkeit  der  Transformationen  in.  der  Trigonometrie  in  mög- 
lichster Kürze  gegen  die  von  dem  Vf.  ausgesprochene  Meinung  her- 
auszustellen, zugleich  aber  auch  die.  Richtigkeit  unserer  obigen  An- 
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sicht,  dass  das  Schriftchen  des  Vfs.  in  manchen  Beziehungen  un-  . 
Yollständig  ist  und  unbefriedigt  lässt,  zu  beweisen,  wobei  wir  aber 
auch  nicht  unterlassen  können  und  wollen,  hier-  am  Schluss  noch- 
mals-auf  dessen  im  Eingänge  augedeutete  Verdienstlichkeit  auf- 
merksam ,zu  machen,  dasselbe  den  Lehrern  zur'  Berücksichtigung 
bei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  empfehlen,  und  den  Vt.  zu 
ermuntern,  in  seinem  löblichen  Streben  die  Ergebnisse  und  Betrach- 
tungsweisen der  neuern  Geometrie  so  viel  als  Irgend  möglich  in 
den  geometrischen  Elementarunterricht  einzuführen , fortzufahren. 
Besondere  Anerkennung  verdienen  endlich  auch  noch  die  au  vielen 
Stellen  beigebrachten  historischen  und  literarischen  Notizen. 

Principles  of  Geometry,  familiorly  illustrated  and  applied  to  a 
variety  of  usefiil  jpurposes.  Designed  for  the  Instruction  of  young 
Persons.  By  Prof.  Rite  hie.  2d  Edition.  12.  3 s.  6 d.  cloth. 

Ergänzung  des  Euklidischen  Systems  der  Geometrie,  in  Rück- 
sicht seiner  ungenügenden  Beweise  der  die  Parallellinien  und  ihre 
Eigenschaften  betretfeudeu  Lehrsätze,  von  L.  A.  Seeber.  Earls- 
ruhe.  1840.  4.  8 ggr. 

Zur  Theorie  des  Kreises  von  H.  Schmidt.  Osterpro- 
gramm 1840  des  Gymnasiums  zu  Halberstadt.  ^ 

Ueber  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
welche  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  oder  Vierecks 
berühren,  von  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Krei- 
ses, von  Dr.  Nauck.  Osterprogramm  1840  des  Gymnasiums  zu 
Schleusingen. 

» 

(iuadrature  du  cercle  par  Le  Geay.  Fol.  1841. 

f 

•Traite  de  gdomdtrie  descriptive  par  Adhdmar.  8.  Paris.  1841. 
20  Fr. 


Neubig,  Dr.  A.,  800  Aufgaben  aus  der  rechnenden  Geometrie 
und  Trigonometrie  etc.  8.  Erlangen.  1840.  12  ggr. 

Biot,  J.  G.,  Versuch  einer  analytischen  Geometrie,  angewandt 
auf  die  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung.  Uebers.  und  mit 
Zusätzen  von  Dr.  J.  T.  Ahrens.  2te  Vermehrte  Aufl.  gr.  8.  Nürn- 
berg. 1840.  2 Thlr.  12  ggr. 

Comjplement  de  gdomdtrie  analytique  par  Page.  8.  Paris.  1841. 
1 Thlr.  8 ggr.  , , , , 

Versuch  einer  populären  Darstellung  der  Eigenschaf- 
ten der  Cykloide  und  ihrer  Evolute-von  Türkheim.  Oster- 
programm  1^0  des  Gymnasiums  zu  Schweidnitz.  • 


I 
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: Praktische  Geometrie. 

«****,  « 


Die  Pothenotscbe’ Aufgabe  in  praktischer  Beziebnng 
durgestelit  von  C.  L.  Gerlinff.  8.  Marburg^.  1840.  8 gj^r. 

Durch  ein  Versehen  ist  diese  kleine  sehr  beucbtenswerthe  Schrift 
in'  den  früheren  literarischen  Berichten  noch  nicht  angezeigt  wor- 
den. 'Der  Vf.  hat  in  derselben  die  wichtigsten  Auflösungen  des  Po- 
thenot’schcn  Problems  durch  Rechnung  und  durch  Construction  oder 
mittelst  des  Messtisches  zusammengestellt  und  ihre  praktische  Brauch- 
barkeit überall  richtig  'gewürdigt.  Den  Auflösungen  durch  Con- 
struction"  ist  vorzüglich  ein ‘in  den  geometrischen  Lehrhächern  sich 
nicht  findender  allgemeiner,  auch  an  sich  interessanter  und  hemer- 
kenswerther  Lehrsatz  zum  Grunde  gelegt  worden,'  auf  welchen  der 
Vf.  vor  vielen  Jahreti  durch  eine  Andeutung  von  Gauss  aufmerk- 
sam gemacht  w'urde.  Besonders  hervorgehoben  muss  endlich  noch 
werden^  dass  der  Vf.  auch  die  Anwendung  der  Methnde  der  klein- 
sten Quadrate  bei  dem  Pothenot’schen  Problem  auf  eine, sehr  deut- 
liche Welse  zeigt,  unij  wenn  mehr  Messungen ‘als  zur  absoluten  Be- 
• stimmung  des  gesuchten  Punktes  erfordert  werden,  gemacht  worden 
j$ind,  die  möglichst  scharfe  Bestimmung  aus  allem  Gegebenen  nnd 
Beobachteten  zu  erhalten,'  wodurch,  'so’ wie  überhaupt  durch  viele 
andere  augenscheinlich  aus  eigner  vielfacher  und  langjähriger  Praxis 
hervorgegangene  praktische  Bemerkungen  und  Andeutungen',  ’ nach 
unsrer  Deberzeugung'  die  kleine  Schrift  sich  als  eine  für  den  die 
PothenoPsche  Aufgabe  oder  bei  der  Messtischpraxis  das  sogenannte 
Rückwärtseinschneiden  häufig  in  Anwendung  bringenden  Geodäten 
unentbehrliche  'durstellt.  ‘ . ’ ' ■ 


Trigonometrie. 


Trigonometrie  rectiligne  suivie  de ' tables  de  lügarithmes  etc. 
pur  Lambert.  Paris.  1841.  8.  4 Pr.  50  c. 


Klements  of  Trigonometry;  and'Trigonom'etrical  Analysis,  ,pre- 
limiuary  to  the  Differential  Calculus;  fit  for  those  who  liave  ^ndied 
the  Priticiples  of  Arithmetic  and  Algebra, -and  Six  Books  of  Buclid. 
ßy  Prof.  De  Mbrfifan.  12.'  18411  ‘ 0 s.  clöth; 


Tröbst,  Dr.  C.  G.,"Tafer der  Sinus,  Tangenten^  Seeäntem,  mit 
dem  Opus  Palatinum  verglichen  nnd  nach  den  Differenzen  geprüft. 
12.  Jena.  1840.  12  ggr. 


57.  ■ 


Mechanik. 


Id  den  Sitzungen  der  Petersburger  Akademie  der  Wissenschaf- 
teil  vom  30.  October  nnd  18.  Deeember  1840  hat  Herr  Ostrogradsky 
ein  Memoire  über  die  Bewegung  der  sphärischen  Projectile  in  der 
Luft  vorgelesen^  welches  für  den  genannten  Gegenstand  nach  dem, 
was  bis  jetzt  über  dessen  Inhalt , bekannt  geworden  ist , ' jedenfalls 
sehr  wichtig  ist. 


• * * *• 

Praktische  Mechanik. 


Wandner,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik.  Mit  9 Figu- 
rentafeln. gr.  8.  Regensburg.  1841.  1 Thlr.  3 gr. 

. f • ’ * < * 

-•  * t • 

Rühlmann,  Dr.  M.,  die  technische  Mechanik  und  Maschinenlehre, 
zunächst  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  an  Lehranstalten,  so  wie 
auch  zum  Gebrauch  für  Techniker  jeder  Art  ohne  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  bearbeitet.  Ir  Bd.  le  Abth.  Sta- 
tik fester  Körper,  gr.  8.  Dresden.  1840.  21  ggr. 

' Demme,  A.  V.,  der  praktische  Maschinenbauer,  mit  vielen  Kpf. 

■3  4.  5.  Bd.  8.  auedlinburg.  1840.  41.  6 Thlr.  4 ggr.  (1.  2..  Bd. 
1839.  6 Thlr.  4 ggr.) 


Hoffmann,  E.  L.,  Sammlung  der  gebräuchlichsten  Maschinen, 
sowohl  zusammengestellt  als  in  ihren  einzelnen  Theilen.  N.  F. 
1.  Heft.  Fol.  Potsdam.  1840.  2 Thlr. 

Allgemeine  MascLinen-Encyklopädie,  berausgegeben  von  Hülse. 
Text'  in  8.  3.  4.  5.  Lief,  a 1 Thlr.  Atlas  in  "Fol.  >3.  4.  Lief,  k 
1 Thlr.  16  ggr.  Leipzig.  1841,  - ’ 

, . • . - i . ' ‘ < ••  • . ' 

Haindl,  S.,  Maschinenkande  und  Maschinenzeichnen.  .2.  IJef 
gr.  4.  München.  1840.  3 Thlr.  • (1.1839.  ’ 3 Thlr.) 


■’  Poncelet,  industrielle  Mechanik,  deutsch  bearbeitet  und  mit 
Anmerk,  begleitet  von  C.-G.  Kuppler.  1^ — 4. -Lief.  gr.*8.  Nürn- 
berg. 2 Thlr. 

' ' 'Description  des  Machines  et  procdd^s  consign^s  dans  les  bre- 
vets  dUnvention.  Publik  par  les  Ordres  - de  M.  le  Ministrc  du  com- 
merce. 4.  Avec  fig.  Tom.  41.  Paris.  1841, 

■ . , u.-  ■/.  .•  ■?,  • 

Calculs  sur  la  sortie  du  vapeur  dans  iea  «nachinesjocomotives 
par  Jeanneney.  •Paris..  1841.  8.  5 Fr.  > • . 

1.  < 
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Schumachers  astronomische  Nachrichten  enthalten. im  18;  Bande 
Nr.  421  einen  Aufsatz  über  Fernröhre  mit  Glasspiegein  und  deren 
Vorzüge  von  Herrn  Dr.  Barfuss. 


Astronomie. 


Mädler,  J.  H.,  populäre  Astronomie.  1 — 3,  Heft,  mit  vielen 
Abbild,  gr.  8,  Berlin.  1841.  1 Tbir.  8 ggr. . . 

Richter,  J.  A.  L.,  Handbuch  det*  populären  Astronomie  für  ge- 
bildete Stände,  gr.  8.  1.  2.  Bund.  Quedlinburg.:  1840.  3 Thir. 

Arugo*s  populär  leclures  oii  Astronomy.  Translated,  with  ex« 
planatory  DOtes,  by  Walter  K.  Kelly.  1841.  2 s. 

, . 1 

Hypothese  über  die  Entstehung  des  I’laneten-Sy- 
steros  und  des  Weltalls  überhaupt  von  A.  L.  Trenn.  Dan- 
zig. 1841.  8.  12  ggr.  . 

Struve,  Dr.  W.,  vorläufiger  Bericht  von  der  Russischen  Grad- 
messung, mit  Allerhöchster  Genehmigung  auf  Veranstaltung  der 
Kaiserl.  Universität  zu  Dorpat  während  der  Jahre  1821  — 1827  io 
den  Ostsee-Provinzeu  des  Reichs  ausgeführt.  Folio.  Dorpat.  1840 
18  ggr. 

. * * » * * 

Fedorow,  W.,  vorläufige  Berichte  über  die  von  ihm  io  den 
Jahren  1832  — 1837  auf  Allerhöchsten  Befehl  io  West-Sibirien  aus- 
geführteii  astronomisch- geographischen  Arbeiten.  Im  Auftrag  der 
Kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  berausg.  von  G.  W.  Struve. 
gr.  8.  Petersburg.  1840.  1 ThIr.  4 ggr. 

Karsten,  H.,  kleiner  astronomischer  Almanach  für  Seeleute  auf 
das  Jahr  1841.  gr.:8.  Rostock..  12  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1843.  Heraus- 
gegeben von  J.  F.  Encke.  8.  Berlin.  1841.  2 Thir.  10  ggr. 

Dieser  Jahrgang  enthält  in  dem  Anhänge,  die  folgenden  Ab- 
handlungen: . • . : 

Ueber  die  Einrichtung  des  Jahrbuchs. 

• Geographische.  Lage  der  Hauptsternwarten.  .{ 

Aus  diesem  neueren  Verzeichnisse  tragen  wir  zu  dem  im  ersten 
Hefte  des  Archivs.  Literarischer  Bericht  L S.  14.  mitgetheilten  Ver- 
zeichnisse nach: 
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Name  des  Orts 

/ 

Geograph.  Breite 
-f-  nördlich 
• — südlich 

\ 

Länge  v.  Berlin 
Zeit,  -h  westlich 
— Östlich 

Oestl.  Lär 
Ferro  in 

jgc  ^-on 
Bogen. 

Danzig  .... 
Leiden  .... 
Modena.  . . . 

-+-54»  2P  4",0 
-h52  9 28,2 

H-44  38  52,8 

~0>'*  2P  3', 4 
-1-0  35  28  ,0 
-1-0  9 51,6 

36»  19^  21", 0 . 
22  8 59,6 

28  35  36,0 

^ ‘ Uebcr  die  selenocentriscben  Constanten  bei  den  Stern>Bedeckun- 
gen  und  die  Libration  des  Mondes,  nebst  Tafeln. 

Bemerkungen  über  das  Durchgangs- Instrument  von  Ost  nach 
“West. 


' . ■ • \ 'Physik: 

I • ' ' * • * • • . . ' i 

k » 

■ » I ■ • 

>«Die  Experimental-Physik,  ein  geistiges  Bildungs-  , ' 
mittel,  in  ihren  Beziehungen-  zum  praktischen  Leben.  " 
Ein  Handbuch  für  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  undBür- 
gerschulen  und  technischen  Anstalten  von  Dr.  K.  F.  R. 
Schneider,  0 berlehrer  etc.  Brste  Abtheilung:  * Die  all- 
gemeinen- Eigenschafteu  der  Körper.  Dresden.  >1841. 

8.  9 ggr.  ‘ 

Wir  glauben,  dass  auch  diese  Schrift  ihren  durch  den  Titel 
mit  hinreichender 'Deutlichkeit  angedeuteten  • Zweek  gut  erTüllen 
wird.  Die  zweite  Abtheilung  wird  die  Statik  lind  Meimanik  fester 
und  flüssiger  Körper  und  die  Akustik,  die  dritte  die  Lehre  von  den 
Imponderabilien  enthalten.  Dann  beabsichtigt  der  Vf.  diesem  :Hand- 
buche  einen  Leitfaden  ' für  die  Schüler,  und  später  die  Physik  des 
Luftkreises  oder  die  Meteorologie  und  die  Physik  des  Himinels 
oder  die  Astronomie  «folgen  zu  lassen.  Jedenfalls  liefert  auch  . diese 
Schrift  dem  aufmerksamen  Beobachter  auf  dem  Felde  der  mathema- 
tischen und  physikalischen  iJteratur  einen  sehr  erfreulichen  Beweis 
für  das  immer  bessere  Gedeihen  und  die  immer  lebhaftere  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  des  mathematischen  und*  physikali- 
schen Unterrichts  ouch  auf  Schulen  einer  niedern  Gattung,  wovon  • 

sich  gewiss  noch  die  schönsten*  Früchte  erwarten  lassen. 

« * 

Heussi,  J.,  Experimental-Physik  methodisch  dargestellt.  3.Curs. 
gr.  8.  1840.  1 Thlr.  8 ggr.  (1.  u.  2.  1838.  39.  1 Thlr.  16  ggr.) 

Dell  mann,  F.,  der  kleine  Physiker'  1.  die -wägbaren  Stoffe, 
gr.  8.  1840.  Meurs.  12  ggr. 

August,  E. ^F.,  mechanische' Naturlehre.  Auszug  aus -Fischers 
Lehrbuch  der  mechanischen  NaturK,  neu  bearbeitet.  • 2.  Aufl.  gr.  8. 
Berlin.  1840.  1 »Thlr.  6 ggr.  ■ ' - * ' 

Fischer,  E.  G.,  Lehrbuch  der  mechanischen  Naturlehre,  .neu 
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bearbeitet  von  E.  F.  - August,  4.  Aufl.  gr.  8.  2 Thle.  1.  1837  2.  1840. 
5 Thlr. 

*•  I « 

' FladoDff}  'J.  A.  Fo  populäre  VorCHiffe  über  Physik  für  Damen, 
Wien.  2.  Aufl.  12.  1840.  1 Thlr.  12  ggr. 

t 

Figurentafelu  zur  Physik  nebst  ausführlicher  Erklä- 
rung. Für  Freunde  der  Wissenschaft,*  insbesondere  für 
Gymnasien  und  Realschulen.  Von  G.  Lautesc  bläger. 
5.  Heft.  Das  Licht.  200  Figuren..  Darmstadt.  184L  8. 
12  ggr. 

Zweck  und  Einrichtung  dieser  Figurentafeln  sind  aus  den  frü- 
her erschienenen  4 Heften  hinreichend  bekannt.  Das  sechste  und 
letzte  Heft  wird  Electricität  und  Magnetismus  enthalten. 


' Lehrbuch  derPhysik  für  höhere  polytechnische  Lehr- 
anstalten von  G.  Lam^.  Deutsch  bearbeitet  und  mit  den 
nöthigen  Zusätzen  versehen  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Drit- 
ter Band  (Electricität.  Magnetismus.  Electrodynamik. 
Physikalische  Aufgaben).  Darinstadt.  1841.  8.  2Tlilr.  12  ggr. 

Die  angehängte  Sammlung  physikaliscLer,  fast  sämrotlich  auf 
mathematiseuem  Wege  zu  lösender  Aufgaben-,  ist  sehr  lehrreicL, 
und  kann  Lehrern  besonders  empfohlen  werden. 

. * 

Gehler,  J.  S.,  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbeitet  von 
Brandes,  Gmelin,  Littrow,  Muncke,  Horner  und  Pfalf,  mit  vielen 
Kupfern  0.  B.  3.  Abth.  gr.  8.  Leipzig.  1840.  3 Thlr.  8 ggr.  (1  bis 
9.  ß.  1.  2.  182?— 39.  kosten  48  Thlr.  15.  ggr.) 

Elemens  de  Pbysique  par  Person.  «Paris.  1841.  8.  Les  2 
Volumes.  12  Fr. 

Ma^r, -G.,  Abhandlung  über  Electricität  und  sichernde  Blitzab- 
leiter für  jedes  Gebäude.  2.,- Aufl.  *8.*  München.  1841  8 ggr. 

t • 

Schmidt^  Dr.  C.  H.,  Unterricht  über  Magnetismus, ' Elektricität 
und  Elektromagnetismus.  Nebst  Beschreibung  aller  neu  erfundenen 
elektromagnetischen  Maschinen.  8.  Leipzig.  iMl.  8 ggr. 

« » • I « » 

* « 

Henrici,  F.  C.,  über  die  Elektricität  der  galvanischen  Kette, 
gr.  8.  Göttingen.  1840.  1 Thlr. 

Kämtz,  Dr.  L.  F.,  Vorlesungen  über  Meteorologie,  gr.  8.  1840. 
Halle.  . 2 Thlr.  12  ggr. 

Kleefeld,  Dr.,  Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  zu 
Danzig,  in  den  Jahren  1831 — 38.  gr.4.  Danzig.  1840.  1 Thlr.  8 ggr. 

» A 1 

Stiefel,  Pb.,  Jahrbuch  der 'Witterungs  > und  Himmelskunde  für 

Deutschland  im<  Jahre  1840.  gr.  8.  Karlsruhe.  1 Thlr.^  , . . 

» « 

k*«  4 » 4 \ ’i 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  in 
Jahr  1839,  berausg.  von  C.  F.  Gauss  und  W.  Weber.  gr.‘8.  Leip- 
zig. 1840.,  1 Thlr.  20  ggr.  . . ' . : . 
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Agfassiz,' L.,v  (Jhter8uchun^B‘ über  4ie , Gletscher,  gr..<8.  mit 
32  Tttfein  in  Folio.  Solothuru.  1841.  ^ 11  Thlr.  8*  ggf. 

t • 

. ♦ * n ‘ . . . . • 

Die  neuen  V'eränderungen'  der  unorganischeB-  Welt 
oder  Gescbielite  der  durch  Ueberlieferuog  naehgewiese> 
Den  Einwirkungen  des  Wassers  Uind  des  Feuers  auf.die 
Gestaltung  des  festen  Theils  derErde,  zurErläu terung 
geologischer  Ecscheinun gen.>  Von  Carl  LyelL  A.  dl  EngU 
V.  Carl  Hertmann.  Weimar.  184L'  8.>  2 Thlr.  20  ggr. 

ü^tudes  gdoiogiques  dans  les  Alpes  par  M.  L.  A.  Necker.  T.,1. 
Paris.  1841;  ,8.  4 Thlr.  ' . 

Scheint  für  die  Geologie  der  Alpen  wichtig  zu  sein. 

Bergbaus^  Dr.  H.,  Sammlung  hydrographisch -physikalischer 
Karten  der  preiissischen  Seefahrer.  1.  Lief.  3 Bl.  Imp.  Folio.  Bres- 
lau. 1841.  10  Thlr.  12. 

Berghaus,  Dr.  H.,  physikalischer  Atlas;  5.  0.  Lief.  Folio.  Gotha. 
1840.  4 Thlr.  — (1—4.  Lief.  1838.  1839  kosten  8 Thlr.)  • 


Cosuiologie  physique  pär  Pater.  8..  Parts.  1840..- • i , . 
Cours  de  magnitisme  par-iDupotet.  ’)8.‘ . Paris.  1840. 

' De  Fair  comprime  par  Andre  u<L  8.  2de  dditian  8.  Paris.  1840. 
3 Fr. 

Discours  sur  la  condition  physique  de  la  terre  par  Regnaud.  8. 
Paris.  1840. 

Exposition  du  Systeme  "des  vents  parDartigue.  4.  Paris.' 1840. 
fntroduction  ön  magn^tisme 'par Gauthi er.  8.  Paris.  1840. 0 Fr. 
M^mbires  met^orologiques  pafnörin.  8.  Paris.  1840.  • * 

Nötidns  physiques  par Sainte-Beuve;  8.  Paris.  1840.'  ' ' - • 

Opuscules  sur  les  Sciences  physiquesjpar  Desvatrx. 8.  Paris  1840. 
La  Physique  populaire  par  Levy.  '8.  Paris.  1840. ’ 
Recueil  de  oiemotres'de  physique  par  d^Homhres  Firmas.  8. 
Paris.  1840.  ‘ 

Traitd  dlbmeutaire  de  P^lectricitb  par  Becquerel.  8.  Pbris.  1840. 
Ti-ait^  de  l’action  dü  fluide  dlectrique  par  W a n u er.  8.  Paris.  1840', 

Bulletin  des  Sciences  pbysiques  et  naturelles  en  Neerlande,  rd* 
digd  par*  F.  A.  W.  Miguel,  G.  J.  Mnlddr  et  A:  W.  Wenckenbacb. 
1840'.  6 Livraisons.  ' gr.  8.  Utrecht.  • 4f  Thlr.- * 

♦ 

.ArsberätOdse  om.  Framstegen  l Fysik  och  Kemi  afgifyen  den 
31  Mar«  1840;.  af  Jac.  Berzelius.  Första  Delen.  Stockholm^  1841. 
1 Rdr. 


Yermischte  Schriften. 


Transactions  of  the  royal,  etc.  Transactions  de  la 
Socidtd  Royale  d’Edimbourg,  vol.  XIV.  partie  2e,  1840, 

t ' 

s 
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Bdimbourg,  in  4.*)  — Resultats  d'observations  faites  avec  l'and« 


$ 


inometre  de  M.  Wbewell,  pur  M.  John  Rankine.  — Sur  la  couieur 
de  la  vapeur  et  de  ratinospbere  dans  certaines  circonstances,  par 
M.  D.  rorbes,  — Sur  les  formules  de  Fresnel 'pour  Pintensitd 
de  la  lumiere  rdfldchie  et  rdfructee^  par  M.  P.  Kelland.  — Recber- 
cbes  sur  les  propridtds  analogues  des  coordonndes  des  secteurs 
elliptiques  et  hyperboliques,  par  M.  W.  Wallace^  — Sur  la  diminutioo 
de  la  temp^rature  avec  la  hauteur  dans  Tatmosph^re  suivant  les 
differentes  saisons  de  Tannde,  par  M.  J.  Forbes.  — Sur  la  thdorie  , 
du  flot,  par  M.  P.  Kelland.  — Sur  le  calcul  diffdrentiel,  par  M.  P. 
Kelland.  — • Solution  d* *une  equation  fonctionelle , avec  application  au 
"'1 le  des  forces  et  aux  courbes  d’^quilibration,  par  M. 


Preisaufgabe  der  Königlich  Dänischen  Gesellschaft  der 

Wissenschaften  lür  1842. 


tractationem  generalem  universae  bujus  functionum  classis  provo- 
care,  tlieoremati  de  ipsarum  summatione  superstructam , et  quidem 
ejus  similem,  quae  Jam  in  specie  ea,  ubi  /»==2,  a cl.  Jacob!  (Diar. 
Grell.  IX.  p.  394)  instituta  est. 

Allgemeine  Bestimmungen  wegen  Erthellung  des  Preises: 

ln  quuestionibus  tructundis  sermune  Latino,  Gallicq,  Anglico, 
Germanico,  Suecico,  Danicove  uti  licebit.'  Commentationes  notan* 
dae  .erunt  non  nomine  scrlptoris  sed  tessera  uliqua,  adiieiendaque 
Charta  obsignata,  eadem  tessera  nutata,  quae  scriptoris  noinen,  or- 
dinem,  domiciliumque  indicet.  Qui  societati  adscripti  sunt  et  in 
imperio  Danico  habitant,  certamine  abstinebunt.  Qui  in  una  ex 
propositis  quaestionibus  solvenda  satisfecerit,  ei,  ubi  aliud  praemium 
uoininatum  non  est,  praemii  loco  tribuetur  numus  aureus  societatis, 
50  ducatos  Danicos  pretio  aequans. 

Commentationes  intra  exitum  mensis  August!  1842  Joanni  Chri- 
stiano  Oersted,  qui  societati  ab  epistoiis  est,  transmissae  esse 
debebunt. 


”)  Ausgezogen  aus  L’lnstitut,  Ire  Section.  No.  388.  3.  Juin  1841.  p.  192. 


Preisaufgaben. 


Gum  proprietas  functionum  transcendentium,  quae  continentur 


in  bac  formula  / - — , ubi  JP  est  functio  rationalis  et  It  functio 


integra  ipsius  tantum  quatenus  rz=:2,  disquisitioni  partim  gene- 
rali partim  speciali  subjectae  fuerint,  cupit  societas  praemio  suo 


• . V 
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Literarischer  Bericht. 

♦ 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Leitfaden  für  einen  heuristisclien  Scliulnnterriclifc 
über  die  allgemeine  Arithmetik  und  die  gemeine  AIge> 
bra,  die  Elementurgeoinetrie,  ebene  Trigonometrie  und 
-die'  Apollonischen  Kegelschnitte  von  Dr.  Johann  An- 
dreas Matthias.  Siebente  Auflage,'  nach  dem  Tode  des 
Verfassers  revidirt  und  lieruusgegeben  von  J.>- Hennige, 
Prof. 

Erstes  Tieft.  Die  Elemente  der  allgemeinen  Arith- 
metik und  gemeinen  Algebra.  Magdeburg.  1S39. 

Zweites  Heft.  Die  t^lanimetrie.  Magdeburg.  1840. 

Heber  ein  in  der  siebenten  Auflage  crs^cbeincndes,  in  vielen 
Tausend  Excmpiiiren  verhreitetes  I.eitrhuch  eines  um  die  Belebung 
des  matheinutischen  Schulunterrichts,  so  wie  auch  um  das  gesammte 
preussische  Schulwesen  üherhaupt,  insbesondere  in  der  Provinz 
Sachsen,  hochverdienten  Verfassers,  an  welchen  sich  alle,  die  ihm 
nahe  zu  stehen  das  Glück  hatten,  jederzeit  mit  der  grössten 
Freude,  Dankbarkeit  und  Liebe  erinnern',  hier  eii^  Crtheil  fällen 
oder  eine  Relation  liefern  zu  wollen,  würde  in  jeder  Bczicbnng  un- 
angemessen und  unstatthaft  sein.  Vielmehr  wird  die  kurze  Anzeige, 
dass  bis  jetzt  wenigstens  von  den  beiden  ersten  Heften  die  sie- 
bente Auflage  erschienen  ist,  genügen,  um  zu  zeigen,  dass  dieses 
Lehrbuch  immer  noch  fortfährt,  zur  Beförderung  eines  gründlichen 
mathematischen  Unterrichts  auf  hohem  Lehranstalten  beizutragen. 
Dem  Herrn  Herausgeber  gebührt  aber  das  Zeugniss,  dass  er  eifrig 
bemüht  gewesen  ist,  das  VVerk^  ohne  dessen  aligemeinen  Charakter 
zu  verwischen,  dem  Zwecke,  welchen  der  verstorbene  Verf.  durch 
dasselbe  zu  erreichen  beabsichtigte,  immer  näher  zu  führen  und 
gemässer  einzurichten.  In  dem 

Jahrbuch  des  Pädagogiums  des  Klosters  unser  lie- 
ben Frauen  in  Magdeburg.  Neue  F ortsetzung.  Viertes 
Heft.  1840.  . . 

bat  der  Herr  Herausgeber  eine  vorläufige  Probe  seiner  neuen  Be- 
Baod  1.  ' 6 
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arbeitung  mitgctlieilt , und  in  einem  Vorworte  eine  Anzeige  von 
derselben  gegeben,  zugleich  auch  in  diesem  Vorworte  dem  verstor- 
bencii  hoch^verdienten  Verfa'sser  ein  schönes  Denkmal  gesetzt. 

ln  der  Hoffnung,  dass  auch  die  Stereometrie,  die  Trigonome- 
trie und  die  Kegelschnitte  bald  in  einer  neuen  Bearbeitung  durch 
den  Herrn  Herausgeber  erscheinen  werden,  wünschen  wir,  dass  in 
diesem  Lehrbuche  das  Andenken  seines  hochverdienten  Verfassers 
noch  lange  fortleben  und  dasselbe  immer  kräftig  dazu  beitragen 
möge,  dass  dem  mathematischen  Unterrichte  die  lebhafteste  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  für  die  'allgemeine  und  allseitige 
Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes,  welche  demselben  in  jeder 
Beziehung  so  sehr  gebührt,  stets  erhalten  werde. 


Arithmetik. 


Lehrbuch  def  allgemeinen  Arithmetik  für  die  obern  Klassen 
der  Gymnasien  von  C.  Scher ling,  Lehrerder  Mathem.  und  Naturw. 
am  Catharineum  in  Lübeck.  Lübeck.  1841.  8.  10  ggr. 

1 

Elemente  der  .Ar-ithmetik  und  Algebra  in  System,  Commentar 
und  Anwendungen  als  Lehr-  und  Ücbungsbuch  für  die  inittlern 
Klassen  höherer  l^ehranstalten  und  zum  Gebrauch  für  Hauslehrer 
und  beim  Selbstunterricht  dargestellt  von- F.  H.  Müller,  Prof,  am 
, Gymnasium  zu  Brandenburg  a.  H.  Zweiter  und  letzter  Theil. 
Potsdam.  1841.'  8.  1 Thlr.  8 ggr. 

Der  erste  Theil  dieses  sehr  viel  Gutes  enthaltenden  Buchs  ist 
im  Jahre  1839  in  demselben  Verlage  erschienen.  Preis  1 Thlr.  4 ggr. 

Finck:  Traitö  ^Idmentairc  d’Arithmetique.  Strasbourg.  1841. 
8.  3 Fr.  50  c. 

t 

Trait^  ^Icaentaire  de  la  theorie  des  fonctions  et  du  calcul  in- 
ßnit^simal.  Par  Cournot.  2 vol.  in  8.  Paris.  1841.  10  Fr. 

* Auf  der  Universität  zu  Lund  sind  neuerlichst  die  folgenden 
mathematischen  Dissertationen' — sämmtlich  analytischen  Inhalts  — 
erschienen: 

Praecipiiarum  Functionum  Trigonometricarum  per  Analysin  lo- 
ßnitorum  Fxplicatio.  Praes.  Jon.  Brag,  Astron.  Prof.;  Respp. 
Lorenz  Theodor  Bager,  Arvidus  W.  Brag  et  Maggus 
Fredericus  Brag.  P.  I — III.  Lundae.  (24  S.  4.). 

Regulae  Derivaiidi  generales.  Praes.  C.  J.  D.  Hill,  Math. 
Prof.;  Resp.  Joh.  Gustafsson.  Lundae.  (8  S.  4.). 

Regulae  simpliciter  differentiandi  generales.  Praes.  C.  J.  D. 
Hill,  Math.  Prof.;  Respp.  A.  Gr.  Tauson  et  C;  F.  Naumaun. 
Lundae.  (S.  9 — 24.  4.).  ' 
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Regulae  variabiliter  dlfferentiandi  generales.  Pracs.  C.  J.  D. 
Hill)  Math.  Prof. ; Resp.  J.  A.  Rerghman.  Lundae.  (S.25-34. 4.). 

Regulae  variabiliter  et  independenter  diflerentiandi  generales. 
Praes.  C.  J.  D.  Rill,  Math.  Prof.;,  Resp.  J.  Rodbe.  Lundae. 
(S.  33—40.  4.). 

Disquisitio  Academica,  Integrafioncm  Acquationis  cujiisdain  Dif- 
ferentialis  exhibens.  Praes.  C.  J.  D.  Hill)  Math.  Prof.;  Resp. 
C.  A.  Ebrensvärd.  Lundae.  (16  S.  4.). 

Introductio  in  Elementarem  Functionum  Ellipticarum  Theoriain. 
Praes.  C.  J.  D.  Hill,  Math.  Prof.;  Resp.  P.  E.  Gulin.  P.  Xlll. 
Lundae.  (S.  97 — 104.  4.). 


Geometrie. 


Geometr.iscber  Kursus  für  die  oberen  Gymnasial- 
Klassen,  enthaltend  Planimetrie,  Stereometrie,  ebene 
und  körperliche  Trigonometrie,  mit  vielen  üebungsauf- 
gahen.  Von  J.  J.  G.  liartmann,  O berl ehr er'am  K.  Andrea- 
II um  zu  Hilt|esheim.  Hildesheim.  1841.  8.  1 Thlr.  10  ggr. 

Ein  gutes  Buch,  welches  zugleich  den  Beweis  von  dem  guten 
Zustande  des  mathematischen  Unterrichts  auf  dem  Gymnasium,  an 
welchem  der  Verf.  arbeitet,  liefert.  Die  vielen  üebungsaufgaben, 
auf  die' auch  schon  der  Titel  hiuweiset,  sind  jedenfalls  eine  sehr 
dankenswerthe  und  zweckmässige  Zugabe. 

Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  und  .Trisconome« 
frie  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten  von  J.  E. 

H.  Lu do wieg,  Artillerie-Capitain  a.  D.,  Oberlehrer  der 
Math  ematik  und  Physik  am  Gymnasium  zu  Stade.  Zwei- 
ter Theil,  die  Stereometrie  und  sphärische  Trigonome- 
trie enthaltend.  Hannover.  1840.  8. 

Der  im  Jahre'  1839  in  einer  zweiten  Auflage  erschienene  erste 
Theil  dieses  durch  leicht  übersichtliche,  naturgemässe  systematische 
Anordnung  und  eine  sehr  klare  und  gründliclie  nach  einer  gew'is- 
sen  Vollständigkeit  und  Ausführlichkeit  strebende  Darstellung  sich 
vortheilhaft  auszeichnenden  Lehrbuchs  enthält  die  ebene  Geometrie 
und  ebene  Trigonometrie,  und  diese  beiden  Theile  bilden  nun  mit 
dem  im  Jahre  1835  ebenfalls  schon  in  einer  zweiten  Auflage  er- 
schienenen ' 

\ 

Lehrbuebe  der  Arithmetik  und  der  Anfangsgrüude 
der  Algebra  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten 
desselben  Verfassers  ein  Ganzes.  Wegen  der  schon  oben  gerühm- 
ten Ausführlichkeit  und  Vollständigkeit  der  Darstellung  scheinen  ' 
sich  diese  Lehrbücher  vorzugsweise,  für  den  Selbstunterricht  und 
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zum  GebraucliC  des  Lehrers  zu  eignen,  wozu  sie  wohl  auch  der 
Verf.  selbst  hauptsächlich  bestimmt  hat,  da  er  schon  früher  als. Leit- 
faden für  die  ^Schüler  herausg^egeben  hat: 

Erster  Cursus  der  reinen  Mathematik,  enthaltend:  die 
Anfangsgrüude  der  Arithmetik  und  Algebra  und  der 
ebenen  Geometrie.  Zum  Gebrauche  als  Leitfaden  beim 
mathematischen  Unterrichte  auf  höheren  Lehranstalten, 
insbesondere  für  die  mittleren  Klassen  der  Gymnasien. 
Hanno  VC)*.  1837.  8.  22  ggr. 

Lässt  der  Verf.  nun  in  ähnlicher  Weise  noch  .einen  kurzen 
Leitfaden  der  Stereometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
erscheinen,  so  wird  er  nach  unserer  Ueherzeugung  für  die  Bedürf- 
nisse der  SchUI^  und  Lehrer  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise 
gesorgt  bähen.  Die  erschienenen  neuen'  Auflagen  des  Lehrbuchs 
der  Arithmetik  und  des  ersten  Theils  des  Lehrbuchs  der  Geometrie 
und  Trigonometrie  können  wohl  zu  dem  Schlüsse  berechtige#, 
dass  diese  Lehrbücher  auf  vielen  Lehranstalten,  vorzüglich  in 
Hannover,  gebraucht  werden,  und  liefern  daher  zugleich  den, für 
uns  wenigstens  immer  höchst  erfreulichen  Beweis  von  dem  guten 
Zustande  des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  hannöverschen 
Gymnasien  und  andern  höbern  Lehranstalten.  Zur  Herausgabe  eines 
Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  wird  sich  der  Verf.  wahrscheinlich  nur 
entschliessen,  wenn  auch  diese  Lehre  einen  Theil  des  mathemati- 
schen Unterrichts  auf  den  haiinöverschen  Gymnasien  ausmacht,  wor- 
über eine  nähere  Kenntniss  uns  abgeht.  Das  neuerlichst  erschie- 
nene. für  das  Andreanum  zu  Hildesbeim  bestimmte,  vorher  ange- 
zeigte Lehrbuch  von  Hartmann  enthält  aber  auch  bloss  die  von 
Herrn  Ludowieg  bearbeiteten  geometrischen  Theile,  nämlich  Plani- 
metrie, Stereometrie,  ebene  und  körperliche  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  Zum  Gebrauche 
für  höhere  Bürgerschulen  und  Realanstalten,  so  wie 
zum  Selbststudium  bearbeitet  von  F.  Hummer.  Erster 
Theil.  Ebene  Geometrie.  ,H ei d eiberg.  1841.  8.  14  ggr. 

Auch  dieses  Buch  enthält  io  einem  Anhänge  ^eine  grössere  An- 
zahl theils  durch  Construction,  theils  durch  Rechnung  zu  lösender 
geometrischer  Aufgaben. 

Wöckel,  Dr.  L.:  Formeln  und  Aufgaben  zur  Stereometrie  für 
Gvmnasien,  Gewerbschulen  und  zum  Selbstunterricht.  Nürnberg. 
1841.  12.  6 ggr.  I 

Vernier:  Geometrie  dlementaire.  5 me  ddition.  Paris.  1841. 
12,  2 Fr.  50  c. 

Steiner,  Dr.  Maur.:  de  loco  geometrico  centri  lineae  rectae 
deßnitae  euiusdam  longitudinis,  cuius  termini  in  peripheria  lineae 
secundi  ordinis  moventur.  Dissertatio.  Vratislaviae.  1841.  4. 

16  ggr. 

Programm,  wodurch  zu  der  öffentlichen  Prüfung  der 
Schüler  der  Petrischule,  welche  Freitag  den  2.  Octo- 
ber  1840  gehalten  werden  soll,  ergebenst  einladet  F. 
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Strehlke,  Königl.  Prof,  und  Director  der  Petrischule. 

Danzig*,  gedruckt  in  der  Gerhard'schen  Officin. 

Dieses  sehr  lesenswerthe  Programm  enthält  als  wissenschaft- 
lichen Theil.eine  analytische  Auflösong  der  schon*  von  Apollonius  , 
im  5ten  Buche  seines  Werks  über  die  Kegelschnitte  geometrisch 
behandelten  Aufgabe:  Aus  einem  in  der  Ebene  eines  Kegel-  • ' 

Schnitts  gegebenen  Punkte  Normalen  anliden  Kegel- 
schnitt zu  construiren,  von  Herrn  Professor  und  Director 
Strehlke  zu  Danzig.  Ausserdem  theilt  Herr  Director  Strehlke 
auf  S.  12  — 16  unter  der  Pebcrsclirift:  Pädagogische  Mitthei- 
lungen eine  Anzahl  von  Aufgaben,  Lehrsätzen  u.  s.  w.  mit,  die 
im  Unterrichte  wirklich  vorgekommen  sind,  und  sich  in  irgend 
' einer  Weise  als  anregend  und  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Ju- 
^nd  gezeigt  haben,  und  macht  zu  ähnlichen  Mittheilungcn  in  den 
folgenden  Programmen  sehr  erfreuliche  Hoffnung,  eine  nach  unse- 
rer Ueberzeugung  treffliche  Einrichtung,  die  wir  den  Verfassern 
von  Programmen  an  andern  Lehranstalten  dringend  zur  Nachah- 
mung empfehlen  möchten.  Wir  werden,  wie  wir  dies  schon  diesmal 
oben  mit  den  von  Herrn  Director  Strehlke  in  dem  Programme  von 
1840  mitgetheilten  Aufgaben  (für  jetzt  wenigstens  zumTheil)  gemacht 
haben,  solche  Mittheilungen  immer  gern  im  Archive  wieder  abdrucken 
lassen,  um  dieselben  der  Vergessenheit  zu  entreissen,  welcher  leider 
nur  zu*oft  solche  kleine  meistens  nicht  in  den  Buchhandel  kommende 
Schriften,  wie  Programme,  Dissertationen,  u.  s.  w.  anheim  fallen. 

Bemerken  wollen  wir  hei  dieser  Gelegenheit  endlich  noch,  dass  in 
dem  Programme  der  Petrischule  zu  Danzig  vom  Jahre  1839  Herr 
Director  Strehlke  die  Beachtung ‘der  Lehrer  der  Mathematik  sehr 
verdienende  Bemerkungen  über  den  Elementar-Unterricht 
in  der  Geometrie  mitgetheilt  hat. 

De  chordis  linearum  et  superficierum  secundi  gra- 
dus.  Dissertatio  quam  scripsit  etc.  C.  G.  H..  Brandes, 

Phil.  Doct.  et  AA.  LL.  M.  Lipsiae.  1841.  4. 

Der  Verf.  dieser  guten  Habilitationsschrift  ist  ein  Sohn  des  treff- 
lichen, den  Wissenschaften,  seinen  Schülern  und  Freunden  leider 
zu  früh  entrissenen  H.  W.  Brandes,  ln  dem  ersten  Kapitel  wird 
der  folgende  für  alle  Kegelschnitte  gültige  Lehrsatz  bewiesen; 

Si  per  quameunque  scctionem  conicam  (generatam)  chordae  de< 
scriptae  eacque  ad  unum  quodeunque  punctum  omnes  directae  sunt, 
earum  chordarum  centra  in  sectione  conica  (generante)  jacent,  quac 
per  commune  chordarum  punctum  (originem)  et  per  centrum  data'e 
sectionis  conicae  transit,  et  cujus  centrum  inter'  modo  memorata 
' duo  puncta  medium  locum  tenet.  Si  generata  ellipsis  aut  parabola 
CSt,  generans  liuea  similis  et  similiter  posita  est.  Si  generata  hy- 
perhoTa  est,  generans  est:  1)  hyperbola  similis  et  similiter  posita, 
si  origo  in  eodem  cum  generata  asymptotorum  angulo  jacet;  2)  par 
linearum  rectarum  ad  asymptotos  parallelarum,  si  origo  in  asympto- 
tis  generatae  usquam  posita  est;  3)  hyperbola,  cujus  asymptoti  ad 
gencratae  asymptotos  parallelae  sunt  sed  cujus  diameter  principalis 
cum  diametro  generatae  rectos  angulos  facit  (hyperbola  conjugatae 
similis  et  similiter  posita),  si  origo  in  eo  asymptotorum  angulo  « 

sumta'est,  qui  generatam  non  contiuet. 

ln  dem  zweiten  Kapitel  wird  hierauf  dieser  Lehrsatz  zur  Her- 
leitung einiger  Fundamentalsätze  dar  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
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ten  angewendet,  bei  welcher  Gelegenheit  im  25sten  Paragraphen 
der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  durch  vier  gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitte  bestimmt,  auch  eine  neue  llestim- 
mungsart  des  Mittelpunkts  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte  zu 
legenden  Kegelschnitts  gelehrt  wird.  Das  dritte  Kapitel  enthält 
endlich  den  Beweis  eines  dem  obigen  ganz  analogen  Satzes  von 
den  Flächen  dis  zweiten  Grades. 

Die  Methode,  in  welcher  diese  sehr  lesenswerthe  Dissertation 
geschrieben  ist,  kann  man  füglich  mit  dem  Namen  der  trigonome-. 
trischen  bezeichnen,  und  ist  im  Allgemeinen  dieselbe,  welche  auch 
der  Vater  des  Verfs.  in  seinen  Schriften,  z.  B.  in  seinem  bekannten 
Lehrbuche  der  höhern  Geometrie  in  anufytischer  Dar- 
stellung. 2 Thle.  Leipzig.  1822.  4.,  meistens  angewandt  hat. 


Praktische  Geometrie. 


Instruction  für  die  praktische  Aufnahme  mit  Messtisch  und 
Kippregel.  Kassel.  1840.  \ Thir. 

Die  geometrische  Detail  - Aufnahme  eines  Landes 
oder  Darstellung  der  dabei  vorkommenden  einzelnen 
Arbeiten  von  L,  W.  Klemm.  Stuttgart.  1841.  8.  10  ggr. 

als  drittes  Heft  zu;  ' 

Die  LandeS'Vermessung  und  die  in  ihrem  Gefolge  be- 
findlichen Arbeiten,  erläutert  durch  die  im  Königreich 
Würtemherg  zur  Ausführung  gekommene  Vermessung 
von  I./.  W.  Klemm.  Drittes  Heft.  Geometrischer  Thcil. 

Diese  kleine  Schrift  enthält,  ohne  sich  auf  das  Specielle  viel 
einzuiassen,  eine  zwar  kurze,  aber  gute  allgemeine  Anleitung 
zur  zweckmässigen  Anordnung  der  bei  der  geometrischen  Detail- 
Aufnahme  eines  Landes  vorkommenden  Arbeiten,  wie  aus  der  fol- 
genden Inhaltsanzeige  noch  mehr  erhellen  wird:  1)  das  Mess-Systeni 
im  Allgemeinen.  2)  Der  Organismus  hei  den  Vermessungs-Arbeiten. 
3)  Das  Messtischblatt.  4)  Die  Mess-Instrumente.  5)  Die  Punkten- 
bcstimmung.  G)  Die  Parzellar -Vermessung.  7)  Das  Messungs- Ma- 
nual. 8)  Die  Ausführung  des  Kartcnblatts.  9)  Die  Flächenberech- 
nung. 10)  Die  Revision.  11)  Die  Vervielfältigung  der  ^Messtisch- 
blätter  durch  die  Lithographie.  12)  Die  geometrische  Vertheilung 
der  Grundstücke.  13)  Die  Bergzeiebnung.  14)  Zusätze.  Anhang. 
Flächenbereclinungs-  (Aufnahms-)' Register.  Wir  empfehlen  die- 
selbe daher  allen  denen,  welche  mit  der  Leitung  und  Ausführung 
geometrischer  Detail- Aufnahmen  beauftragt  sind,  zur  Beachtung. 

Ducourneau:  Traitd  pratique  du  mesurage  des  surfaces  cy- 
lindriques  et  des  cubes  en  g^odral.  Paris.  1841.  8.  2f  Thlr. 
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Trigonometrie. 


Dr.  Joh.  Müller:  Elemente  der  sphärischen  Trigonometrie  für 
Schulen  bearbeitet.  Darmstadt.  1841.  gr.  1^.  \ Thlr. 

I 

Lentheric:  Trigonometrie  et  Geometrie  analytique.  Paips.  8. 
f)  Fr.  50  c. 


Mechanik. 

M 

E.  H.  A.  Kayser  (Prof,  an  der  polytechnischen* Schule  zu  , 
Carlsruhe):  Handbuch  der  Mechanik,  mit  Bezug  auf  ihre  Anwen- 
dung nnd  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre  Darstellung  ohne  An- 
wendung der  höbern  Analysis  bearbeitet.  Carlsruhe.  1840.  8. 

4 Thlr. 

Eine  ausführlichere  Anzeige  in  einem  der  nächsten  Hefte.  ' 


\ 


Praktische  Mechanik. 


Painbour,  Graf  P.  M.  G«  de:  Theoretisch  praktisches  Hand- 
buch über  Dampfwagen,  enthaltend  die  Construction  der  Locomoti- 
ven  und  ihre  Anwendung  zur  Fortschaffung  der  Lasten,  die  Be- 
reebnungsart  der  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  sie  bestimmte 
Ladungen  fortbewegen,  und  der  Vortbeile,  welche  sie  unter  allen 
Umständen  gewähren  können,  die  Angabe  der  Bedingungen,  welche 
bei  ihrer  Construction  zur  Erlangung  bestimmter  Effecte  erfüllt  wer- 
den müssen,  Untersuchungen,  welche  sich  auf  eine  grosse  Anzahl 
in  England  angestellter  Versuche  stützen  u.  s.  w.  Nach  der  2ten 
Originalauflage  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  E.  H.  Schnuse.  Braun- 
schweig. 1841.  8.  2 Thlr.  8 ggr. 

Moiigel  et  Meuchelet:  M^canique  des  travaux  publics,  ou 
Application  de  In  vapeur  et  des  machincs  les  plus  modernes.  Livr. 
1 et  2.  Paris.  1841.  Folio. 

Manuels* Roret.  IVouveau  manuel  complet  de  constructeur  des 
.machines  locomotives;  par  Julien.  Paris.  1841.  18.  2 Thlr. 

Fourneyrön:  Memoire  sur  les  turbincs  hydrauliques  et  sur 
leur  application  en  grand  dans  les  usines  et  manufactures.  Liege. 
1841.  8.  1 Thlr.  10  ggr.  « 
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Astronomie 
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Jahrbuch  für  1841.  Herausgegfehen  von  H.  C.  Schu- 
macher mit  Beiträgen  von  Dove,  Kämtz,  Lehmann,  AI  ä.d- 
1er,  Olbers  und  Quetelet.  Stuttgart  und  Tübingen. 

'8.  aifThlr. 

Enthält  folgende  Aufsätze: 

Noch  etwas  über  den  veränderlichen  Stern  y Bayer!  im  Schwan. 
Nebst  einigen  Beobachtungen  über  Variabilis  l^drae  von  Olbers. 
]m  Jahre  1818  geschrieben. 


lieber  die  Tem  peraturvcränderungen  der  Erde  in  der  Nähe  ihrer 
Oberfläche  von  A.  Quetelet. 

Bemerkungen  bei  Gelegenheit^  der  Abhandlung  von  Queteletr^ 
lieber  den  Menschen  und  die  Gesetze  seiner  Entwickelung,  von  l>r. 
F.  W.  H.  Lehmann. 

Heber  den  Zusammenhang  zwischen  Temperatur,-  Luftdruck  und 
Windrichtung,  von  L.  F.  Kämtz. 

lieber  die  Mondgehirge  von  J.  H.  Mädler. 

Nordamerika  und  Europa  meteorologisch  mit  einander  ver- 
glichen von  H.  W.  Dove. 

Der  übrige  Inhalt  und  die  sonstige  Einrichtung  dieses  trefflichen 
Jahrbuchs,  t^m  wir  ungestörten  Fortgang  w'ünschen,  können  als 
hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ausser  den  Gaussischen 
Tafeln  zur  Bestimmung  der  Höhenunterschiede  sind  auch  die. Bes- 
sePseben  mitgetheilt,  ■ bei  denen  auch  der  in  der  Luft  enthaltene 
Wasserdumpf  berücksichtigt  ist,  und  vorausgesetzt  wird,  dass  au 
beiden  Stationen  ausser  dem  Barometer  und  Thermometer  auch  das 
Psychrometer  beobachtet  worden  sei. 

i 

Auf  der  Universität  zu  Lund  ist  neuerlichst  ifolgende  astrono- 
mische Dissertation  erschienen: 

De  motu  systematis  solaris  progressivo  Disputatio  astronomica. 
Praes.  J.  M.  Agardh,  Arithm.  Doc.;  Respp.  B.  G.  Borg  et  N.  L. 
Andersson.  1.  11.  Lundae.  (33  S.  8.). 


Bergery:  Physique  et  Chimie  des  dcoles  primaires.  3me  ödition. 


Paris.  1841.^  12.  2 Fr.  50  c. 

Pouillet:  Elömens  de  Physique  experimentale.  2me  Partie  et 
'Atlas.  Brux,  1841.  8.  complet  o Thlr. 
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